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I.LÍ DO CHỌN ĐỀ TÀI

Toán học là một môn khoa học tự nhiên , toán học có một vai trò rất quan trọng trong các lĩnh vực khoa học , toán học nghiên cứu rất nhiều, rất đa dạng và phong phú , trong đó các bài toán về bất đẳng thức là những bài toán khó .Để giải được các bài toán về bất đẳng thức, bên cạnh việc nắm vững khái niệm và các tính chất cơ bản của bất đẳng thức, còn phải nắm được các phương pháp chứng minh bất đẳng thức.


Có nhiều phương pháp để chứng minh bất đẳng thức và ta phải căn cứ vào đặc thù của mỗi bài toán mà sử dụng phương pháp cho phù hợp. Mỗi bài toán chứng minh bất đẳng thức có thể áp dụng được nhiều phương pháp giải khác nhau , cũng có bài phải phối hợp nhiều phương pháp một cách hợp lí .


Bài toán chứng minh bất đẳng thức được vận dụng nhiều vào các dạng bài toán giải và biện luận phương trình, bất phương trình, hệ phương trình đặc biệt , tìm giá trị lớn nhất , nhỏ nhất của biểu thức ...và được sử dụng nhiều trong khi ôn tập , ôn thi ngoại khoá ...Vì vậy học sinh cần thiết phải nắm được những kiến thức cơ bản về bất đẳng thức .


Trong thực tế giảng dạy ở trường THCS, học sinh gặp nhiều khó khăn khi giải các bài toán liên quan về bất đẳng thức, vì các bài toán chứng minh bất đẳng thức thường không có cách giải mẫu , không theo một phương pháp nhất định nên học sinh không xác định được hướng giải bài toán . Mặt khác vì nhận thức của học sinh THCS còn có nhiều hạn chế và khả năng tư duy chưa tốt do đó học sinh còn lúng túng nhiều và không biết vận dụng kiến thức vào giải các dạng bài tập khác .

Trong nội dung của đề tài xin được tập trung giới thiệu một số phương pháp hay được sử dụng khi chứng minh bất đẳng thức như : dùng định nghĩa , biến đổi tương đương , dùng các bất đẳng thức đã biết , phương pháp phản chứng ......và một số bài tập vận dụng , nhằm giúp học sinh bớt lúng túng khi gặp các bài toán về chứng minh hay vận dụng bất đẳng thức , giúp học sinh có thể tự định hướng được phương pháp chứng minh và hứng thú hơn khi học về bất đẳng thức nói riêng và bộ môn Toán nói chung . 

Qua đề tài “Một số phương pháp chứng minh bất đẳng thức và ứng dụng của bất đẳng thức” tôi muốn giúp học  học sinh  Trường THCS có thêm một số phương pháp chứng minh bất đẳng thức đó là lý do tôi chọn đề tài này , khi nghiên cứu không tránh khỏi còn những hạn chế rất  mong được sự góp ý của các thày cô giáo để đề tài được hoàn thiện hơn , tôi xin chân thành cảm ơn .
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II.MỤC ĐÍCH CỦA ĐỀ TÀI


Thông qua đề tài tôi muốn giúp học sinh nắm vững kiến thức hơn về bất đẳng thức qua việc hệ thống một số phương pháp chứng minh bất đẳng thức và ứng dụng của bất đẳng thức.

III.ĐỐI TƯỢNG NGHIÊN CỨU


Do xuất phát từ thực tế giảng dạy nên đề tài này tôi chỉ nghiên cứu giới hạn ở học sinh lớp 9 trường THCS.

IV. CÁC PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU

Phương pháp điều tra 

Phương pháp đối chứng 

Phương pháp nghiên cứu tài liệu

V.THỜI GIAN VÀ KẾ HOẠCH NGHIÊN CỨU

-Tháng 10/2015 đăng kớ đề tài.

-Tháng 11/2015 điều tra nghiên cứu đối tượng học sinh về khả năng tiếp thu kiến thức,kĩ năng giải bài tập.

-Tháng 3/2016 tiến hành vận dụng đề tài vào giảng dạy.

-Tháng 5/2016 hoàn thành đề tài.

                                       B.NỘI DUNG

PHẦN I: ĐIỀU TRA THỰC TRẠNG TRƯỚC KHI NGHIÊN CỨU

Khi giảng dạy trên lớp  gặp một số bài tập về bất đẳng thức tôi thấy  học sinh còn rất nhiều lúng túng trong việc làm bài tập ,hay định hướng cách làm ,đặc biệt là học sinh học ở mức độ trung bình 

Thực hiện việc kiểm tra một vài bài tập về nội dung đề tài thấy 
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Trước vấn đề trên tôi thấy việc cần thiết phải hướng dẫn học sinh một số phương pháp chứng minh bất đẳng thức và các ứng dụng của bất đẳng thức là một việc cần thiết cho học sinh , để giúp học sinh có thêm kiến thức về bất đẳng thức , taođiều kiện cho học sinh khi làm bài tập về bất đẳng thức 
PHẦN II: NỘI DUNG CỦA ĐỀ TÀI

 I : CÁC KIẾN THỨC CẦN LƯU Ý

1, Định nghĩa bất đẳng thức 


+ a nhỏ hơn b , kí hiệu a < b 


+ a lớn hơn b , kí hiệu a > b ,


+ a nhỏ hơn hoặc bằng b , kí hiệu a < b,


+ a lớn hơn hoặc bằng b , kí hiệu a > b ,

2, Một số tính chất cơ bản của bất dẳng thức :


a, Tính chất 1: a > b <=> b < a 


b, Tính chất 2: a > b và b > c => a > c 

         
c, Tính chất 3: a > b  <=> a + c > b + c


      Hệ quả :     a > b  <=> a - c > b - c 

                                   a + c > b  <=>  a > b - c 


d, Tính chất 4 : a > c và b > d   => a + c > b + d 

                                   a > b và c < d   => a - c > b - d 


e, Tính chất 5 : a > b và  c > 0  =>  ac > bd 

                                   a > b  và c < 0  =>  ac < bd 


f, Tính chất 6 : a > b > 0  ; c > d > 0  => ac > bd


g, Tính chất 7 : a > b > 0  => an > bn 
                                   a > b    <=>  an > bn  với n lẻ .                                   


h, Tính chất 8 : a > b ; ab > 0  => 
[image: image2.wmf]
3, Một số bất đẳng thức thông dụng :


a, Bất đẳng thức Côsi :

                 Với 2 số dương a , b ta có : 
[image: image3.wmf] 
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                 Dấu đẳng thức xảy ra  khi : a = b 


b, Bất đẳng thức Bunhiacôpxki : 

                 Với mọi số a ; b; x ; y ta có  : ( ax + by )2 
[image: image5.wmf]£

 (a2 + b2)(x2 + y2)

                Dấu đẳng thức xảy ra  <=> 
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c, Bất đẳng thức giá trị tuyệt đối : 
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                 Dấu đẳng thức xảy ra khi : ab 
[image: image8.wmf]³
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II : MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC

1.Phương pháp 1 : Dùng định nghĩa 


- Kiến thức : Để chứng minh  A > B , ta xét hiệu  A - B rồi chứng minh  A - B  > 0 .


- Lưu ý : A2 
[image: image9.wmf]³

 0 với mọi A ;  dấu '' = '' xảy ra khi A = 0 .


- Ví dụ : 

Bài 1.1 :

      Với mọi số : x, y, z chứng minh rằng : x2 + y2 + z2  +3 
[image: image10.wmf]³

 2(x + y + z)

Giải : 

  Ta xét hiệu : H = x2 + y2 + z2 +3 - 2( x + y + z)

                           = x2 + y2 + z2 +3 - 2x - 2y - 2z 

                           = (x2 - 2x + 1) + (y2 - 2y + 1) + (z2 - 2z + 1)

                           = (x - 1)2 + (y - 1)2 + (z - 1)2

  Do  (x - 1)2  
[image: image11.wmf]³

 0 với mọi x

         (y - 1)2  
[image: image12.wmf]³

 0 với mọi y

         (z - 1)2  
[image: image13.wmf]³

 0 với mọi z

 
=> H 
[image: image14.wmf]³

 0 với mọi x, y, z  

         Hay  x2 + y2 + z2  +3 
[image: image15.wmf]³

 2(x + y + z) với mọi x, y, z .

         Dấu bằng xảy ra  <=> x = y = z = 1.

Bài 1.2 :

          Cho a, b, c, d, e là các số thực :


Chứng minh rằng : a2 + b2 + c2 + d2 + e2 
[image: image16.wmf]³

 a(b + c + d + e)

Giải :

  Xét hiệu : H = a2 + b2 + c2 + d2 + e2 - a(b + c + d + e)


            = (
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         Do (
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 0 với mọi a, b 

         Do(
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 0 với mọi a, c 

         Do (
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 0 với mọi a, d

         Do (
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 0 với mọi a, e

         =>  H 
[image: image29.wmf]³

 0  với mọi a, b, c, d, e 

         Dấu '' = '' xảy ra  <=>  b = c = d = e = 
[image: image30.wmf]2
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Bài 1.3 :  Chứng minh bất đẳng thức :
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Giải :   Xét hiệu : H = 
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                      = 
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                      = 
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 . Với mọi a, b .

  Dấu '' = '' xảy ra khi  a = b .

2. Phương pháp 2 ; Dùng phép biến đổi tương đương .


- Kiến thức : Biến đổi bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với bất đẳng thức đúng hoặc bất đẳng thức đã được chứng minh là đúng .


- Một số bất đẳng thức thường dùng : 

(A+B)2=A2+2AB+B2
(A-B)2=A2-2AB+B2
(A+B+C)2=A2+B2+C2+2AB+2AC+2BC

(A+B)3=A3+3A2B+3AB2+B3
(A-B)3=A3-3A2B+3AB2-B3
…………………………….

   Ví dụ :

Bài 2. 1 : Cho a, b là hai số dương có tổng bằng 1 . Chứng minh rằng : 
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Giải:


Dùng phép biến đổi tương đương ;


   3(a + 1 + b + 1) 
[image: image36.wmf]³

 4(a + 1) (b + 1) 

       ( 9 
[image: image37.wmf]³

 4(ab + a + b + 1)            (vì a + b = 1) 

       ( 9 
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 4ab + 8      ( 1 
[image: image39.wmf]³

 4ab   ( (a + b)2 
[image: image40.wmf]³

 4ab

  
Bất đẳng thức cuối đúng . Suy ra điều phải chứng minh .

Bài 2. 2: Cho a, b, c là các số dương thoả mãn : a + b + c = 4 

           Chứng minh rằng : (a + b)(b + c)(c + a) 
[image: image41.wmf]³

 a3b3c3 

Giải:

 
Từ : (a + b)2 
[image: image42.wmf]³

 4ab , (a + b + c)2 = 
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            => 16 
[image: image44.wmf]³

 4(a + b)c  => 16(a + b) 
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 4(a + b)2c 
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 16 abc 

            => a + b 
[image: image47.wmf]³

 abc 

          Tương tự : b + c 
[image: image48.wmf]³

 abc 

                            c + a 
[image: image49.wmf]³

 abc 

            => (a + b)(b + c)(c + a) 
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 a3b3c3 


Bài 2.3 : Chứng minh bất đẳng thức : 
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  ; trong đó a > 0 ; b > 0

 Giải : 


Dùng phép biến đổi tương đương : Với a > 0 ; b > 0 => a + b > 0
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     ( a2 - ab + b2 
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     ( 4a2  - 4ab + 4b2 
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 a2 + 2ab + b2 

     ( 3a2 - 6ab + 3b2 
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 3(a2 - 2ab + b2) 
[image: image59.wmf]³

 0 

 Bất đẳng thức cuối cùng đúng ; suy ra : 
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Bài  2.4:

  Cho 2 số a, b thoả mãn a + b = 1 . CMR  a3 + b3 + ab 
[image: image61.wmf]³
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1


Giải :

  Ta có : a3 + b3 + ab 
[image: image63.wmf]³

  
[image: image64.wmf]2

1

 <=> a3 + b3 + ab - 
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 0

   <=> (a + b)(a2 - ab + b2) + ab - 
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 0

   <=> a2 + b2 - 
[image: image69.wmf]2
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EMBED Equation.3[image: image70.wmf]³

 0  . Vì a + b = 1

   <=> 2a2 + 2b2 - 1 
[image: image71.wmf]³

 0

   <=> 2a2 + 2(1-a)2 - 1 
[image: image72.wmf]³

 0  ( vì b = a -1 )

   <=> 4a2 - 4a + 1 
[image: image73.wmf]³

 0

   <=> ( 2a - 1 )2 
[image: image74.wmf]³

 0

  Bất đẳng thức cuối cùng đúng . Vậy  a3 + b3 + ab 
[image: image75.wmf]³

  
[image: image76.wmf]2
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  Dấu '' = '' xảy ra khi a = b = 
[image: image77.wmf]2
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Bài 2.5 :  Chứng minh bất đẳng thức : 
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               Trong đó : a > 0 , b > 0 .

Giải : 

   Với  a > 0 , b > 0   => a + b > 0 

   Ta có : 
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          <=> 
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          <=> 4a2 - 4ab + 4b2   
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 a2 + 2ab + b2 

          <=> 3(a2 - 2ab + b2 ) 
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 0

           <=> 3(a - b)2 
[image: image84.wmf]³

 0 . Bất đẳng thức này đúng 

           => 
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              Dấu '' = '' xảy ra khi a = b .

Bài 2.6 : Với  a > 0 , b > 0 . Chứng minh bất đẳng thức :
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 Giải : 

  Dùng phép biến đổi tương đương :
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EMBED Equation.3[image: image93.wmf]³

 0

       (  
[image: image94.wmf][

]

0

)

(

)

(

)

(

3

3

³

+

-

+

b

a

ab

b

a


        (  
[image: image95.wmf]0

)

(

)

)(

(

³

+

-

+

-

+

b

a

ab

b

ab

a

b

a


        (  
[image: image96.wmf]0

)

2

)(

(

³

+

-

+

b

ab

a

b

a


        (  
[image: image97.wmf]0

)

)(

(

³

-

+

b

a

b

a


  Bất đẳng thức cuối đúng ; suy ra : 
[image: image98.wmf]a

b

a

-

 
[image: image99.wmf]³

 
[image: image100.wmf]a

b

b

-


3. Phương pháp 3: dùng bất đẳng thức quen thuộc .


- Kiến thức : Dùng các bất đẳng thức quen thuộc như : Côsi , Bunhiacôpxki , bất đẳng thức chứa dấu giá trị tuyệt đối để biến đổi và chứng minh , 

  Một số hệ quả từ các bất đẳng thức trên : x2 + y2 
[image: image101.wmf]³

 2xy 

                                                                    Với a, b > 0 , 
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 Các ví dụ :

Bài 3.1 : Giả sử a, b, c là các số dương , chứng minh rằng:

                         
[image: image103.wmf]2
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 Giải

       áp dụng BĐT Cauchy , ta có : 

      a + (b + c) 
[image: image104.wmf])
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 Tương tự ta thu được :

      
[image: image106.wmf]c

b

a

b

a

c

b

+

+

³

+

2

    ,   
[image: image107.wmf]c

b

a

c

b

a

c

+

+

³

+

2


  Dấu bằng của ba BĐT trên không thể đồng thời xảy ra , vì khi đó có : 

   a = b + c , b = c + a , c = a + b nên a + b + c = 0 ( trái với giả thiết a, b, c đều là số dương ).


Từ đó suy ra : 
[image: image108.wmf]2
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Bài  3.2:

        Cho x , y là 2 số thực thoả mãn :              

              x2 + y2 = 
[image: image109.wmf]2
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Chứng minh rằng : 3x + 4y 
[image: image110.wmf]£
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Giải : 


Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacôpxki ta có : 

        (x2 + y2)2 = (
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 (x2 + y2)(1 - y2 + 1 - x2) 

                 => x2 + y2 
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         Ta lại có : (3x + 4y)2 
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                => 3x + 4y 
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       Đẳng thức xảy ra ( 
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      Điều kiện : 
[image: image121.wmf]2
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Bài 3. 3:  Cho a, b, c 
[image: image122.wmf]³

 0 ; a + b + c = 1 . Chứng minh rằng :


 a, 
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Giải 

 a, Áp dụng bất dẳng thức Bunhiacôpxki với 2 bộ 3 số ta có :
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     => 
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    Dấu '' = '' xảy ra khi : a = b = c = 
[image: image128.wmf]3
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  b, Áp dụng bất đẳng thức Côsi , ta có : 
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  Tương tự : 
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   Cộng từng vế của 3 bất đẳng thức trên ta được :
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  Dấu đẳng thức xảy ra khi a = b = c =0 trái với giả thiết : a + b + c =
[image: image133.wmf] 1 

  Vậy : 
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Bài 3.4 : Cho các số dương a , b , c  thoả mãn : a + b + c = 1 .


 Chứng minh rằng : 
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Giải : 

  Ta có : 
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  Ta có : 
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 3 + 2 + 2 + 2 = 9
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     Dấu ''='' xảy ra khi : a = b = c = 
[image: image144.wmf]3
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Bài  3.5 

    Cho x , y > 0 . Chứng minh rằng : 
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            Giải
    Áp dụng bất đẳng thức Côsi ta có : 
[image: image146.wmf]xy
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                              => (x + y)( 
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                            => 
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4. Phương pháp 4 ; Dùng các tính chất của bất đẳng thức : 


- Kiến thức : Dùng các tính chất đã được học để vận dụng vào giải các bài tập .

 Các ví dụ : 

Bài 4.1 : Cho  2 số x , y thoả mãn điều kiện  : x + y = 2 . 

      Chứng minh rằng : x4 + y4 
[image: image155.wmf]³

 2

Giải 

  Theo tính chất bắc cầu ta có :  (x2 - y2) 
[image: image156.wmf]³

 0  ( x4 + y4 
[image: image157.wmf]³

 2x2y2
                                                                       ( 2(x4 + y4) 
[image: image158.wmf]³

 (x2 + y2)2  (1)

  Ta có : (x - y)2 
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                                   ( 2(x2 + y2 ) 
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 4  Vì : x + y = 2 

                                     ( x2 + y2 
[image: image163.wmf]³

 2                                                     (2)

   Từ (1) và (2) ta có :  x4 + y4 
[image: image164.wmf]³

 2

   Dấu '' = '' xảy ra khi x = y = 1 .

Bài 4.2:

    Cho    0 < a, b, c, d < 1 . Chứng minh rằng : 

     (1 - a)(1 - b)(1 - c)(1 - d) > 1 - a - b - c - d .

 Giải : 

      Ta có : (1 - a)(1 - b) = 1 - a - b + ab

      Do a, b > 0 nên ab > 0  => (1 - a)(1 - b) > 1 - a - b .

      Do c < 1 nên 1 - c > 0   => (1 - a)(1 - b)(1 - c) > (1 - a - b)(1 - c) 

                                      ( (1 - a)(1 - b)(1 - c) > 1 - a - b - c + ac + bc .

      Do a, b, c, d > 0 nên 1 - d > 0 ; ac + bc > 0 ; ad + bd + cd > 0 

   =>(1 - a)(1 - b)(1 - c) > 1 - a - b - c 

   => (1 - a)(1 - b)(1 - c)(1 - d) > (1 - a - b - c)(1 - d)

   => (1 - a)(1 - b)(1 - c)(1 - d) > 1 - a - b - c - d + ad + bd + cd

   => (1 - a)(1 - b)(1 - c)(1 - d) > 1 - a - b - c - d .

Bài 4.3 :  Cho 0 < a, b, c < 1 . Chứng minh rằng :

   2a3 + 2b3 + 2c3 < 3 + a2b + b2c + c2a 

Giải :

    Do a, b < 1  => a3 < a2 < a < 1 ; b3 < b2 < b < 1 ; ta có : 

    (1 - a2)(1 - b) > 0  =>  1 + a2b > a2 + b 

                              => 1 + a2b > a3 + b3 hay a3 + b3 < 1 + a2b .

    Tương tự : b3 + c3 < 1 + b2c ; c3 + a3 < 1 + c2a .

     => 2a3 + 2b3 + 2c3 < 3 + a2b + b2c + c2a 

5.phương pháp 5 : Dùng bất đẳng thức tổng quát chứa luỹ thừa các số tự  nhiên 

Bài 5.1:  Cho a>b>0  CMR: 
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 Giải :

Để chứng  minh  bất đẳng thức trên , ta chứng minh bất đẳng thức trung gian  sau  nếu a>b>0 và m,n là hai số tự nhiên mà m>n thì  
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 Thật vậy ta dùng phép biến đổi tương đương để chứng minh 

     (1) 
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Bất đẳng thức (2) luôn đúng vì a>b>0 nên 
[image: image176.wmf]1
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  và m>n vậy bất đẳng thức  (1) luôn đúng 

Áp dụng bất đẳng thức trung gian 
[image: image177.wmf]mmnn
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 vối a>b>0 và m>n  nên khi m=1996, n=1995  thì bất đẳng thức phảI chứng minh luôn đúng          
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6. phương pháp 6: Dùng bất đẳng thức về 3 cạnh của tam giác  

     a , b, c, là độ dài ba cạnh của tam giác     
[image: image180.wmf]Û

a<b+c    (1)

                                                                            b < a+c   (2)

                                                                            c< a+b     (3)

Từ 3 bất đẳng thức về tổng ba cạnh của tam giác ta suy ra được 3 bất đẳng thức về hiệu hai  cạnh  

                                    a<b+c    (1)
[image: image181.wmf]abc
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                                    b < a+c   (2)
[image: image182.wmf]bca
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                                   c< a+b     (3)
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Bài 6.1:  

Cho tam giác ABC có chu vi   2p = a + b + c  (a, b , c là độ dài các cạnh của tam giác ) . Chứng minh rằng : 
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EMBED Equation.3[image: image185.wmf])
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Giải:

 Ta có : p - a = 
[image: image186.wmf]0
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    Tương tự : p - b > 0 ;   p - c > 0 ; 

    áp dụng kết quả bài tập (3.5) , ta được ;  
[image: image187.wmf]c
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  Tương tự : 
[image: image188.wmf]a
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        => điều phải chứng minh .

    Dấu '' = '' xảy ra khi : p - a = p - b = p - c ( a = b = c .

    Khi đó tam giác ABC là tam giác đều .

Bài 6.2: 

Cho a, b, c , là độ dài ba cạnh của một tam giác  CMR: 

(a+b-c)(b+c-a)(c+a-b) 
[image: image191.wmf]£
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Giải:

 Bất đẳng thức về ba cạnh của tam giác cho ta viết 
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 Từ đó 
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[image: image199.wmf]Û
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[image: image201.wmf]Û

(a+b-c)(b+c-a)(c+a-b)
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Vì a, b, c, là ba cạnh của một tam giác nên 

      a+b-c>0

      b+c-a>0

      c+a-b>0    và abc>0

 Vậy bất đẳng thức dẫ được chứng  minh 

 7. Phương pháp 7 : Chứng minh phản chứng .

- Kiến thức : Giả sử phải chứng minh bất đẳng thức nào đó đúng , ta hãy giả sử bất dẳng thức đó sai , sau đó vận dụng các kiến thức đã biết và giả thiết của đề bài để suy ra điều vô lý .


 Điều vô lý có thể là trái với giả thiết , hoặc là những điều trái nhược nhau, từ đó suy ra đẳng thức cần chứng minh là đúng .


Một số hình thức chứng minh bất đẳng thức :


  + Dùng mệnh đề đảo 


  + Phủ định rồi suy ra điều trái với giả thiết .


  + Phủ định rồi suy ra trái với đIều đúng .


  + Phủ định rồi suy ra hai đIều tràI ngược nhau .


  + Phủ định rồi suy ra kết luận .

Các ví dụ : 

Bài 7. 1 : 

Cho 0 < a,b,c,d <1 . Chứng minh rằng ; ít nhất có một bất đẳng thức sau là sai :       2a(1 - b) > 1

                        3b(1 - c) > 2

                        8c(1 - d) > 1

                        32d(1 - a) > 3

Giải:

Giả sử ngược lại cả bốn đẳng thức đều đúng . Nhân từng về ;

          ta có : 2.3.8.32a(1 - b)b(1 - c)c(1 - d)d(1 - a) > 2 .3

  
=> 
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  Mặt khác , áp dụng bất đẳng thức Côsi ta có :
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     =>    a(1 - a)  
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  Tương tự : b(1 - b)  
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                    c(1 - c)  
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                   d(1 - d)   
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  Nhân từng về các bất đẳng thức ; ta có :
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  Từ (1) và (2) suy ra vô lý .

  Điều vô lý đó chứng tỏ ít nhất một trong 4 bất đẳng thức cho trong đầu bài là sai .

Bài 7.2 :   

( Phủ định rồi suy ra hai điều trái ngược nhau ) 

 Chứng minh rằng không có 3 số dương a, b, c nào thoả mãn cả ba bất đẳng thức sau :  
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 Giải 

 Giả sử tồn tại 3 số dương a, b, c thoả mãn cả 3 bất đẳng thức : 
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Cộng theo từng vế của 3 bất đẳng thức trên ta được : 
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 Vì a, b, c > 0  nên ta có :  
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  Điều này mâu thuẫn với (1)


Vậy không tồn tại 3 số dương a, b, c thoả mãn cả 3 bất đẳng thức nói trên. => đpcm 

Bài 7.3 :

 Chứng minh rằng không có các số dương a, b, c thoả mãn cả 3 bất đẳng thức sau : 

 
 4a(1 - b) > 1  ; 4b(1 - c) > 1 ;  4c(1 - a ) > 1 .

Hướng dẫn : tương tự như bài 2 : 

Bài 7.4 :

( Phủ định rồi suy ra trái với điều đúng )

  
Cho a3 + b3 = 2 . Chứng minh rằng : a + b 
[image: image226.wmf]£

 2 .

Giải : 

           Giả sử  : a + b > 2 => (a + b )3 > 8 

                                         => a3 + b3 + 3ab(a + b) > 8 

                                         => 2 + 3ab(a + b) > 8   ( Vì : a3 + b3 = 2 ) 

                                         => ab(a + b) > 2 

                                         => ab(a + b) > a3 + b3   ( Vì : a3 + b3 = 2 ) 

    Chia cả hai vế cho số dương a, b ta được : 

            ab > a2 - ab + b2     => 0 > (a - b)2   Vô lý 


 Vậy : a + b    
[image: image227.wmf]£

  2       

   8. Phương pháp 8 : Đổi biến số 


- Kiến thức : Thực hiện phương pháp đổi biến số nhằm đưa bài toán đã cho về dạng đơn giản hơn , gọn hơn , dạng những bài toán đã biết cách giải ...                     

Các ví dụ : 

Bài 8. 1 :

 Chứng minh rằng : Nếu a , b , c > 0  thì : 
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 Giải: 

 Đặt : b +c = x , c + a = y , a + b = z 

   => a + b + c = 
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 Khi đó : 

  VT = 
[image: image233.wmf]a

b

c

a

c

b

c

b

a

+

+

+

+

+

 = 
[image: image234.wmf]z

z

y

x

y

y

x

z

x

x

z

y

2

2

2

-

+

+

-

+

+

-

+


        = 
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Bài 8.2 :

 Chứng minh rằng ; với mọi số thực x, y ta có bất đẳng thức : 

  
- 
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 Giải:


Đặt : a = 
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1

)(

1

(

2

2

2

2

y

x

y

x

+

+

-

        và  b = 
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              => ab = 
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Ta có dễ thấy với mọi a, b thì :  - 
[image: image240.wmf]2
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Mà : (a - b)2 = 
[image: image241.wmf]2
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                   (a + b)2 = 
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    Suy ra : - 
[image: image243.wmf]4
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Bài 8.3 :

 Cho a, b, c > 0 ; a + b + c 
[image: image247.wmf]£

 1 . Chứng minh rằng : 
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Giải : 


Đặt : a2 + 2bc  = x ;  b2 + 2ca = y ; c2 + 2ab = z 

          Khi đó : x + y + z = a2 + 2bc + b2 + 2ca + c2 + 2ab 

                                       = (a + b + c)2 
[image: image249.wmf]£

 1


Bài toán trở thành : Cho x, y, z > 0 , x + y + z  
[image: image250.wmf]£

 1 .


Cứng minh rằng : 
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Ta chứng minh được : (x + y + z)( 
[image: image252.wmf]9
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Theo bất đẳng thức Côsi 

       Mà : x + y + z 
[image: image253.wmf]£

 1 nên suy ra      
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9.Phương pháp 9: Dùng phép quy nạp toán học .


- Kiến thức : Để chứng minh một bất đẳng thức đúng với n > 1 bằng phương pháp quy nạp toán học , ta tiến hành : 


+ Kiểm tra bất đẳng thức đúng với n = 1 (n = n0)


+ Giả sử bất đẳng thức đúng với n = k > 1 (k > n0)


+ Chứng minh bất đẳng thức đúng với n = k + 1 


+ Kết luận bất đẳng thức đúng với n > 1 (n > n0) 


- Ví dụ : 

Bài 9.1 : 

  Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n 
[image: image255.wmf]³

 3 thì 

             2n > 2n + 1   (*)

 Giải : 

    + Với n = 3 , ta có : 2n = 23 = 8 ; 2n + 1 = 2.3 + 1 = 7 ; 8 > 7 . Vậy đẳng thức (*) đúng với n = 3 .

    + Giả sử (*) đúng với n = k (k 
[image: image256.wmf]Î

 N ; k 
[image: image257.wmf]³

 3) , tức là : 2k > 2k + 1 

     ta phải chứng minh : 2k+1 > 2(k + 1) + 1 

     hay : 2k+1 > 2k + 3  (**) 

    + Thật vậy : 2k+1 = 2.2k , mà 2k  > 2k + 1 ( theo giả thiết quy nạp ) 

do đó : 2k +1 > 2(2k + 1) = (2k + 3) +(2k - 1) > 2k + 3  ( Vì : 2k - 1 > 0) 

    Vậy (**) đúng với mọi k 
[image: image258.wmf]³

 3 .

    + Kết luận : 2n > 2n + 1 với mọi số nguyên dương n 
[image: image259.wmf]³

 3 .

Bài 9.2 :.

Chứng minh rằng : 
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EMBED Equation.3[image: image264.wmf]£
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 (*) (n là số nguyên dương ) 

  Giải : 

  + Với n = 1 , ta có : VT = VP = 
[image: image266.wmf]2
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. Vậy (*) đúng với n = 1 .

  + Giả sử (*) đúng với n = k 
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 1 ta có :     
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EMBED Equation.3[image: image272.wmf]£
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 Ta cần chứng minh (*) đúng với n = k + 1 , tức là : 
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  do đó chỉ cần chứng minh : 
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EMBED Equation.3[image: image282.wmf])
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  dùng phép biến đổi tương đương , ta có : 

       (2k + 1)2(3k + 4) 
[image: image285.wmf]£

 (3k + 1)4(k +1)2 

  ( 12k3 + 28k2 + 19k + 4 
[image: image286.wmf]£

 12k3 + 28k2 + 20k +4

  ( k 
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 0 .  => (**) đúng với mọi k 
[image: image288.wmf]³

 1 .

 Vậy (*) dúng với mọi số nguyên dương n .

10.  Phương pháp 10 : Chứng minh bất đẳng thức trong hình học phẳng 

Bài 10.1 :CMR trong một tam giác nhọn thì tổng các trung tuyến của nó lớn hơn 4lần bán kính đường tròn ngoại tiếp 

[image: image289.emf]G
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Giải: 

Gọi ma, mb, mc là độ dài ba đường trung tuyến và R là bán  kính đường tròn ngoại tiếp 
[image: image290.wmf]D

ABC, ta phải chứng minh  ma+ mb+mc>4R 

Vì 
[image: image291.wmf]D

 ABC là một tam giác nhọn  nên tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác nằm trong tam giác ABCnếu G là trọng tâm tam giác ABC thì tâm 0 nằm ở một trong ba tam giác tam giác GAB, tam giác GAC ,tam giác GBC . Giả sử tâm 0

 nằm trong tam giác GAB thì 0A +0B=2R và GA+ GB > 2R  mà GA=
[image: image292.wmf]2
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Nên GA+GB > 2R 
[image: image296.wmf]Þ



EMBED Unknown[image: image297.wmf]2

3

(ma+mb) >2R 
[image: image298.wmf]Þ

ma+mb >3R 

Mà trong tam giác 0CC1 có CC1 >0C 
[image: image299.wmf]Þ

mc >R 

Do đó ma+ mb+ mc > 3R+R=4R  .

Vậy ma+mb+ mc >4R  

Bài 10. 2: Một đường tròn tiếp xúc với  hai cạnh của một tam giác vuông đỉnh A tại hai điểm B và C , kẻ một tiếp tuyến với đường tròn cắt các cạnh AB và AC tại M và N , chứng minh rằng 
[image: image300.wmf]3
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Giải

 [image: image302.emf]B
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 Gọi I là tiếp điểm của tiếp tuyến MN  với đường tròn tâm 0  tính chất tiếp tuyên cho ta 

   MB=MI ,NC=NI 

Từ đó MN=MB+NC  nhưng tam giác vuông AMN thì MN< AM+AN 

 Nên 2MN < AM+AN +BM+ CN =AB +AC 


[image: image303.wmf]Þ

MN< 
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Ngoài ra trong tam giác vuông AMN ta cũng có cạnh huyền MN>AM và MN> AN 
[image: image305.wmf]Þ

2MN > AM+AN   

Vì MN=BC+CN 

Nên 3MN > AM+AN +BM+CN  do đó 3MN > AB+AC 
[image: image306.wmf]Þ
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Vậy 
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 11 . Ngoài ra còn có một số phương pháp khác để chứng minh bất đẳng thức như : Phương pháp làm trội , tam thức bậc hai ... ta phải căn cứ vào đặc thù của mỗi bài toán mà sử dụng phương pháp cho phù hợp . Trong phạm vi nhỏ của đề tài này không hệ thống ra những phương pháp đó .

 III : ỨNG DỤNG CỦA BẤT ĐẲNG THỨC 

1- Dùng bất đẳng thức để tìm cực trị .


- Kiến thức : Nếu f(x)  
[image: image310.wmf]³

 m thì f(x) có giá trị nhỏ nhất là m .


                     Nếu f(x)  
[image: image311.wmf]£

 M thì f(x) có giá trị lớn nhất là M .

   Ta thường hay áp dụng các bất đẳng thức thông dụng như : Côsi , Bunhiacôpxki , bất đẳng thức chứa dấu giá trị tuyệt đối .

   Kiểm tra trường hợp xảy ra dấu đẳng thức để tìm cực trị .

   Tìm cực trị của một biểu thức có dạng là đa thức , ta hay sử dụng phương pháp biến đổi tương đương , đổi biến số , một số bất đẳng thức ...

   Tìm cực trị của một biểu thức có chứa dấu giá trị tuyệt đối , ta vận dụng các bất đẳng thức chứa dấu giá trị tuyệt đối 

           Chú ý :            
[image: image312.wmf]B
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           Xảy ra dấu '' = '' khi AB  
[image: image313.wmf]³

 0 
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  Dấu ''= '' xảy ra khi A = 0 

Bài 1 : Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức :  B = a3 + b3 + ab ; Cho biết a và b thoả mãn : a + b = 1 .

Giải

  B = (a + b)(a2 - ab + b2) + ab 

     = a2 - ab + b2 + ab = a2 + b2 

  Ta có : 2(a2 + b2) 
[image: image315.wmf]³

 (a + b)2 = 1  =>  a2 + b2  
[image: image316.wmf]³

 
[image: image317.wmf]2
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  Vậy min B = 
[image: image318.wmf]2

1

   khi a = b = 
[image: image319.wmf]2

1


Bài 2: a, Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức : 

           A = (x2 + x)(x2 + x - 4) 

            b, Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức :

          B = - x2 - y2 + xy + 2x +2y 

 Giải  

  a,      A = (x2 + x)(x2 + x - 4)   . Đặt : t = x2 + x - 2 

              => A = (t - 2)(t + 2) = t2 - 4 
[image: image320.wmf]³

 - 4 

 Dấu bằng xảy ra khi : t = 0  (  x2 + x - 2 = 0  

                                                   (x - 2)(x + 2) = 0 (  x = -2 ; x = 1 .

                   => min A = - 4 khi x = -2 ; x = 1 ;

  b,   Tương tự 

Bài 3 : Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức .

   a, C = 
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2

3

2

-

+

-

x

x

  

   b, D = 
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   c, E = 
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Giải : 

  a, Áp dụng BĐT :  
[image: image324.wmf]B
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  Dấu '' = ''xảy ra khi AB   
[image: image325.wmf]³
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  => C = 
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 Dấu '' = '' xảy ra khi (2x - 3)(1 - 2x) 
[image: image327.wmf]³

 0    (     
[image: image328.wmf]2

3

2

1

£

£

x

 

 Vậy minC = 2 khi  
[image: image329.wmf]2
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  b, Tương tự  : minD = 9 khi : -3 
[image: image330.wmf]£

 x 
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 2

  c,                    minE = 4 khi : 2 
[image: image332.wmf]£

 x 
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Bài 4 : Cho a < b < c < d , tìm : 

   Minf(x) = 
[image: image334.wmf]a
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Hướng dẫn : tương tự : minf(x) = d + c - b - a  khi b 
[image: image338.wmf]£

 x 
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Bài 5 : Cho ba số dương x , y , z thoả mãn : 
[image: image340.wmf]x
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[image: image343.wmf]³

 2

  Tìm giá trị lớn nhất của tích : P = xyz 

 Giải : 
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  Tương tự : 
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  Từ đó suy ra : P = xyz 
[image: image358.wmf]£
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  MaxP = 
[image: image360.wmf]8
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 khi  x = y = z = 
[image: image361.wmf]2
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Bài 6 :      Cho 3 số dương a, b, c thảo mãn : a + b + c  = 1 . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức :  F =  
[image: image362.wmf]2
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 Giải: 
  Ta có : F = (a2 + b2 + c2) + (
[image: image363.wmf]2

2

2

1

1

1

c

b

a

+

+

) + 6 

 Vận dụng bất đẳng thức Bunhiacôpxki , ta có : 

     (a.1 + b.1 + c.2)2  
[image: image364.wmf]£

 3(a2 + b2 + c2)

         => a2 + b2 + c2 
[image: image365.wmf]³
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 Tương tự : 
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 Mặt khác : 
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              = 3 + (
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 3 + 2 + 2 + 2 = 9

              => 
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  Dấu  '' = '' xảy ra khi  : a = b = c = 
[image: image385.wmf]3
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 Vậy MinF = 33
[image: image386.wmf]3
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 khi  : a = b = c = 
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Bài 7 : Cho  G = 
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    Tỡm giỏ trị lớn nhất của G :

 Giải : Tập xỏc định : x 
[image: image389.wmf]³

 1  ;  y 
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 2 ;  z 
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 Ta có :  G = 
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 Theo BĐT Cụsi ta cú : 
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Tương tự :
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  => G  
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Vậy MaxG  = 
[image: image402.wmf]3
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 đạt được khi x = 2 ; y = 2 ; z = 6  

Bài 8 a, Tìm giá trị nhỏ nhất của H = 
[image: image403.wmf]1
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x
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  với  x > 1 .

          b. Tìm giá trị lớn nhất của  K  = 
[image: image404.wmf]2
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 HD : áp dụng bất đẳng thức Côsi và làm tương tự như bài 5 : 

2 - Dùng bất đẳng thức để giải phương trình .

 - Kiến thức : Nhờ vào các tính chất của bất đẳng thức , các phương pháp chứng minh bất đẳng thức , ta biến đổi hai vế ( VT , VP ) của phương trình sau đó suy luận để chỉ ra nghiệm của phương trình .

  
 Nếu VT = VP tại một hoặc một số giá trị nào đó của ẩn ( thoả mãn TXĐ) 

 => phương trình có nghiệm .

   Nếu VT > VP hoặc VT < VP tại mọi giá trị của ẩn .

 => phương trình vô nghiệm .

 - Các ví dụ : 

Bài 1 : Giải phương trình : 

         13
[image: image405.wmf]1
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 Giải: 

 Điều kiện : x 
[image: image407.wmf]³
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 Cách 1 : áp dụng bất đẳng thức Côsi ta có :  13
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Dấu '' = '' xảy ra 

        ( 
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  thoả mãn (*) 


Phương trình (1) có nghiệm ( dấu '' = '' ở (2) xảy ra 

   Vậy (1) có nghiệm  x = 
[image: image417.wmf]4

5

 .

Bài 2: a, Tìm giá trị lớn nhất của L = 
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            b. Giải phương trình :  
[image: image420.wmf]3
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 Giải : 

   a. Tóm tắt : (
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 2(2x - 3 + 5 - 2x) = 4
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[image: image425.wmf]3

2

-

x

 + 
[image: image426.wmf]x

2

5

-

 
[image: image427.wmf]£

 2

  => MaxL = 2 khi x = 2 .

   b. TXĐ :  
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         VP = (x - 2)2 + 2 
[image: image431.wmf]³

 2 , dấu '' = '' xảy ra khi x = 2 .

  => với x = 2 ( thoả mãn TXĐ ) thì VT = VP = 2 .

  => phương trình (*) có nghiệm x = 2 .

 Bài 3 : Giải phương trình :
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 Giải : TXĐ : -2 
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 VP = (x - 3)2 + 4 
[image: image436.wmf]³

 4 . Dấu '' = '' xảy ra khi  x = 3 .

 VT2 = (
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 (6 - x + x + 2)(1 + 1) = 16

       => VT 
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 4 , dấu '' = '' xảy ra khi   
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       => không có giá trị nào của x để  VT = VP  => Phương trình vô nghiệm

 Bài 4 : Giải phương trình : 
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EMBED Equation.3[image: image446.wmf]³
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EMBED Equation.3[image: image448.wmf]³

 3  => VT 
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 Dấu '' = '' xảy ra khi : 
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 => phương trình có nghiệm : x = 2 ; y = 2 .
3 - Dùng bất đẳng thức để giải hệ phương trình : 

  - Kiến thức : Dùng bất đẳng thức để biến đổi từng phương trình của hệ , suy luận và kết luận nghiệm .

    Lưu ý : Một số tính chất : a, a2 + b2 
[image: image452.wmf]³

 2ab 

                                              b. a + c < ; c > 0  => a < b 

                                              c. 
[image: image453.wmf]1
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 nếu a > b > 0 .
 - Các ví dụ : 

 Bài 1 : Giải hệ phương trình : 

                       
[image: image454.wmf]î

í

ì

=

-

+

=

+

-

+

0

2

0

3

4

2

2

2

2

2

3

y

y

x

x

y

y

x


 (1) (  x3 = - 1 - 2(y - 1)2  (  x3 
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 (2) (  x2 
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 Từ (*) và (**)  => x = -1 . Thay  x = -1 vào (2) ta có : y = 1 .

  => Hệ phương trình có nghiệm duy nhất : x = -1 ; y = 1 .

  - Kiến thức : Biến đổi một phương trình của hệ , sau đó so sánh với phương trình còn lại , lưu ý dùng các bất đẳng thức quen thuộc .

 Bài 2 : Giải hệ phương trình : 
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 Giải : 

  Áp dụng : BĐT : A2 + B2 
[image: image464.wmf]³

 2AB  dấu '' = '' xảy ra khi A = B 

  Ta có : x4 + y4 
[image: image465.wmf]³

 2x2y2  ; y4 + z4 
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 2y2z2  ;  z4 + x4 
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 2z2x2  .

  => x4 + y4 + z4 
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 x2y2 + y2z2 + z2x2     (*) 

  Mắt khác :    x2y2 + y2z2  
[image: image469.wmf]³

 2x2yz 

                       y2z2  + z2x2  
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                       x2y2 + z2x2  
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  => 2(x2y2 + y2z2 + z2x2 )   
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 2xyz(x + y + z)  = 2xyz .

  =>  x2y2 + y2z2 + z2x2  
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 xyz .              (**)

  Từ (*) và (**) =>  x4 + y4 + z4  
[image: image474.wmf]³

 xyz 

  Dấu '' = '' xảy ra khi : x = y = z  mà  x + y + z = 1 nên : x = y = z = 
[image: image475.wmf]3
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  Vậy hệ phương trình có nghiệm : x = y = z = 
[image: image476.wmf]3
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 Cách 2: áp dụng BĐT Côsi ;

 
 - Kiến thức : Dùng phương pháp thế 

 Bài 3 : Giải hệ phương trình 
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 Giải : 

     áp dụng : Nếu a, b > 0 thì : 
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  Mặt khác : vì x, y, z > nên       6
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  Dấu '' = '' xảy ra khi x = y = z  , thay vào (1) ta được : 

              x + x2 + x3 = 14  <=>  (x - 2)(x2 + 3x + 7) = 0 

            <=>  x - 2 = 0   <=>  x = 2 .

  Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất : x = y = z = 2 .     

4. Dùng bất đẳng thức để giải phương trình nghiệm nguyên

 Ngoài ra còn có một số những ứng dụng khác của bất đẳng thức , đòi hỏi học sinh phải linh hoạt và sáng tạo trong khi giải , học sinh phải nắm chắc được các kiến thức về bất đẳng thức thì mới vận dụng được . 

 Ví dụ : Dùng bất đẳng thức để giải phương trình nghiệm nguyên .

 Bài 1 : Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình : 
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 Giải : 

   Không mất tính tổng quát , ta giả sử  x 
[image: image486.wmf]³

 y 
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 z , ta có : 

       2 =  
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[image: image489.wmf]£
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       => 2z  
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 3 , mà z nguyên dương 

   Vậy z = 1 . Thay z = 1 vào phương trình ta được :
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 Theo giả sử , x 
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 y , nên 1 =  
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   Y nguyên dương nên y = 1 hoặc y = 2 .

   Với y = 1 không thích hợp 

  Với y = 2 ta có : x = 2 .

  Vậy (2 ; 2 ; 1) là một nghiệm của phương trình .

  Hoán vị các số trên , ta được nghiệm của phương trình là : 

          (2 ; 2 ; 1)  ;   (2 ; 1 ; 2)  ;  (1 ; 2 ; 2)

IV:BÀI TẬP ÁP DỤNG

Bài 1: Cho hai số x và y mà x+y=1  CMR : 

         a) x2 +y2 
[image: image497.wmf]³



EMBED Unknown[image: image498.wmf]1
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b) x4+y4  
[image: image499.wmf]1
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Bài 2: Cho a,b, c, d ,e là các số thực  CMR 

                 a2+b2+c2+d2+e2=a(b+c+d+e)

Bài 3: Cho hai số dương x,y và x3+y3 =x-y CMR: x2 +y2  <1

Bài 4:  Cho hai số dương x,y CMR : 
[image: image500.wmf]33
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Bài 5:  Cho ab
[image: image501.wmf]1
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 CMR: 
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Bài 6 : Cho 3 số x,y,z  không âm sao cho x+y+z=a

         CMR: (a-x)(a-y)(a-z)
[image: image503.wmf]³
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Bài 7:  Cho a
[image: image504.wmf]³

0,b
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0,c
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         CMR: a4+b4+c4
[image: image507.wmf]³
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Bài 8: Cho x2+4y2=1 CMR: 
[image: image508.wmf]5
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Bài 9:  CMR: Nếu 
[image: image509.wmf]1;1

ab

<<

 thì 
[image: image510.wmf]1

abab

+<+


Bài 10:  CMRvới mọi số nguyên dương n
[image: image511.wmf]³

3thì 2n > 2n+1

Bài 11: Cho a,b,c là độ dài các cạnh của một tam giác . 

CMR:     
[image: image512.wmf]1
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V : KẾT QUẢ ĐẠT ĐƯỢC 

Qua việc áp dụng kinh nghiệm trên vào giảng dạy cho học sinh tôi thấy học sinh đã xác định được loại toán và cách làm ,nhiều em học sinh đã làm được các bài tập về bất đẳng thức  và đã có hướng thú hơn khi học toán 

Kết quả kiểm tra sau khi áp dụng đề tài 


[image: image513]
VI:BÀI HỌC KINH NGHIỆM

Qua việc hướng dẫn học sinh làm bài tập  cho thấy phần kiến thức về đề tài là phần kiến thức mở do giáo viên đưa vào cuối các giờ luyện tập , hoặc giờ tự chọn nên nội dung đối với học sinh còn phức tạp , khó hình dung , vì vậy cần đưa kiến thức cho học sinh cần làm từ dễ đến khó ,kết hợp ôn tập , giao bài tập về nhà , kiểm tra học sinh …
 Sau khi hướng đẫn xong nội dung chuyên đề cần chỉ cho học sinh những kiến thức cần thiết  , đồng thời rèn luyện những kỹ năng làm bài tập cho học sinh 

Cần đưa nội dung vào giờ dạy cho phù hợp ,tránh dồn ép học sinh tiếp nhận kiến thức một cách thụ động mà đạt kết quả không mong muốn .

VII: PHẠM VI ÁP DỤNG ĐỀ TÀI

Chuyên đề  ”Một số phương pháp chứng minh bất đẳng thức và ứng dụng của bất đẳng thức ” được áp dụng cho học sinh lớp 8, 9 thích hợp nhất là học sinh lớp 9 và với đối tượng là học sinh khá giỏi .
C: KẾT LUẬN


Các bài tập về bất đẳng thức thường là tương đối khó đối với học sinh , nhưng khi hướng dẫn học sinh xong đề tài ”Một số phương pháp chứng minh bất đẳng thức và ứng dụng của bất đẳng thức ”, học sinh sẽ thấy rằng việc làm bài toán về bất đẳng thức sẽ rễ hơn . Đồng thời đứng trước bài toán khó cho dù ở dạng bài tập nào học sinh cũng có hướng suy nghĩ và tập suy luận , các em sẽ có tự tin hơn .

Mặc dù tôi đã rất cố gắng nhưng đề tài của tôi có lẽ vẫn còn nhiều thiếu sót , tôi rất mong ban xét duyệt sáng kiến kinh nghiệm cùng các bạn đồng nghiệp đóng góp ý kiến để đề tài được hoàn thiện hơn.

Tôi xin cam đoan đề tài trên do tôi tự làm,không sao chép của ai.Nếu sai tôi xin hoàn toàn chịu trách nhiệm.
                    Tôi xin chân thành cảm ơn !
                                                                                Ngày 10 tháng 5 năm 2016

D. Tài liệu tham khảo
( Một số tư liệu tham khảo trong nghiên cứu )

	STT
	Tên tác giả
	Năm xuất bản
	Tên tài liệu
	Nhà xuất bản
	Nơi xuất bản

	1
	Phan Đức Chính
	2005
	SGK,SGV toán 9
	NXB Giáo dục
	Hà Nội

	2
	Vũ Hữu Bình
	1996
	Nâng cao và phát triển đại số  9
	NXB Giáo dục
	Hà Nội

	3
	Vũ Hữu Bình-

Bùi Văn Tuyên
	1999
	Hướng dẫn làm bài tập đại số 9
	NXB Giáo dục
	Hà Nội

	4
	Tôn thân

Vũ Hữu Bình

Bùi Văn Tuyên
	2007
	Ôn kiến thức , Luyện kĩ năng đại số 9
	NXB Giáo dục
	Hà Nội

	5
	Bùi Văn Tuyên
	2009
	Bài tập nâng cao và một số chuyên đề toán 9
	NXB Giáo dục
	Hà Nội

	Ngoài ra qua sự nghiên cứu một số tài liệu trên mạng và một số đề thi vào 10 của một số năm trước



E: MỤC LỤC
	MỤC
	NỘI DUNG

	A
	PHẦN MỞ ĐẦU

	B
	NỘI DUNG

	
	Phần I: điều tra thực trạng trước khi nghiên cứu

	
	Phần II: Nội dung của đề tài

	
	           I: Các kiến thức cần nhớ

	
	         II: Một số phương pháp chứng minh bất đẳng thức

	
	       III: ứng dụng của bất đẳng thức

	
	       IV: Bài tập áp dụng 

	
	        V: Kết quả đạt được 

	
	      VI: Bài học kinh nghiệm 

	
	     VII: Phạm vi áp dụng đề tài

	C
	KẾT LUẬN 

	D
	TÀI LIỆU THAM KHẢO

	E
	MỤC LỤC


Số lượng học sinh�
Điểm giỏi�
Điểm khá�
Điểm trung bình�
Điểm yếu�
Điểm kém�
�
33�
1�
5�
17�
10�
�
�
 





Số lượng học sinh�
Điểm Giỏi �
Điểm khá �
Điểm trung bình �
Điểm yếu�
Điểm kém�
�
33�
5�
10�
18�
0�
0�
�
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