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QDai déng md dau

Céc ban tre yéu toan than mén.

Vuem hoa toan hoce rat da dang va phong phu, ¢6 nhiéu béng hoa
ruc ry day huong sic. D6 1a nhitng bai toan hay, doi hdi phat huy tri
thong minh va dc sang tao khi giai.

Muén gidi mét bai todn, sau khi doc ki dé bai, diéu dau tién quan
trong 1a cach suy nghi tim ra dudng 161 giai, d6 chinh1a :

"Tim chia khoa vang giai bai toan hay"

Cuén sach nay gom 2 tap :

Tap 1 danh cho cac ban cé trinh d6 16p 6 va lép 7.

- Téap 2 danh cho cdc ban ¢é trinh dé 16p 8 va ldp 9.

N6i dung duge trinh bay theo timg xodn (§). U méi xodn déu gébm
cac muc :

A. Nhimg kién thic can nam vimg.
B. Cac bai toan dién hinh.
C. Cach giai va loi binh.
Dac biét phan loi binh nhim khai thac dé bai da ra va duge

trinh bay vdi nhing bai todan tuong tif khé hon, hoac nhiing bai
toan mad rong va nhimg bai toan hay lién quan duéi dang khac.

D. D6 ban giai duge, gobm nhimg cau dé théng minh, sdng tao, gilp

cac ban yéu todan hao hing thém khi giai dap.

Mong rang cuén sdch nay gitp cdc ban tré yéu todn git hai duge
nhiéu thanh céng trong viéc hoc gidéi mén Todn, "mén thé duc cha tri
tué". 4

Ha Ngi, mua thu 2009
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§1. THU TRI THONG MINH

A. KIEN THUC CAN NAM VUNG

[ e e e

Day la nhiung cdu hdi, cdu dé ngdn gon, hdap ddan va théng minh doi hoi
lap luan, phan tich ¢6 ly, hop légic, vi noi dung tuong doi thiét thue,
rhdan danh nhimg su kién trong doi song muén mau muén ve.

Peé giai dap can doc ki timg cau hoi, cau do, suy ngam xem ndi dung cho
a1 gi, tim cdi gi va cach giai cé khi doc ddo, thong minh. Hay tim ra chia
khoa vang nham gitp cho viéc giai toan duoc ngian gon, nhanh chéng. '

B. CAC BAI TOAN DIEN HINH

1.

Chuyén xua ké rang : "Mét nguoi cha ban ruou vang nhan ngay sinh
nhat da chia cho 3 con trai 21 thing ruou trong dé c¢6 7 thung day ruou,
7 thung chi day mét nira, 7 thing khéng va néi rang : Cac con hay chia
thanh 3 phan sao cho ngudi nao ciing nhan duge phan nhu nhan".

CAc con da chia nhu thé nao ?

. a Néu 2 con méo trong 2 gid an hét 2 con chubt thi 4 con méo trong 4

gid dn hét may con chuédt ?

b Néu 1,5 con ga mai trong 1,5 ngay dé duge 1,5 qua trimg thi 4 con
ga mai trong 9 ngay dé dugc bao nhiéu qua trimg ?

. a Trude mat ban Nguyén la mot lo dung 1100g dudng va mdt céi can

ban. Muén c¢é duge 1kg dudng thi ban phai cin nhu thé nao néu cé
théem hai lo khong dung 650g va 300g ?

b' Me dan ban Khué chia 8 lit stta dung trong mét binh thanh hai
phan bang nhau ma chi ¢é hai binh khéng, chia duge 5 lit va 3 lit.
Ban Khué phai lam nhu thé nao ?

. N6t ba mang 5 ré cam géom hai loai. S6 luong cam trong 5 ré nhu sau :

2), 25, 30, 35 va 40 qua cam. Ré cam nao cing chi chia toan cam cung
ot loal. Ba ta ban cam & mot rd va thay ring so cam loai hai con lai chi
bing mot nia s6 cam loai mot. Hoi con lai bao nhiéu cam loai hai ?

Mot binh dung méat ong, mét binh nita dung nudc séi dé nguéi, lugng
nat ong biang luong nuée. T binh thit nhat 1dy ra nita lit mat ong roi
d sang binh thi hai. Sau dé, nira 1it hén hop nay lai d6é sang binh thi
niat. Héi nuée trong binh thit nhat c¢6 nhiéu hon mat ong trong binh
thd hai khong ? -

Not ong sap xép 32 chai rugu vang vao mét hop hinh vudéng c¢é 9 &
nung 6 chinh giita phai dé trong. Hoi c6 bao nhiéu cach sdp xép dé &
bin phia déu c¢6 9 chai ?
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19.

Sé nao gap 7 lan chir sé hang don vi cia né ?
Bon sé lién tiép co tich biang 1680. D6 1a bén s6 nao ?

Chia 7 chiéc banh cho 12 ngudi dé ngudi nao cing c6 phan dung nhu
ngudi khac {ma khéng chia nho mdi banh thanh 12 phan bang nhau).

Trong moét phép chia- néu céng sé bi chia véi 65 va cong so chia vdi 5
thi thuong va sé du khong thay déi. Thuong bang bao nhiéu ?

Viét tat ca sé tu nhién tir 1 dén 99 999 trén mot bang giay :
12345...12131415...999979999899999.
Hay tim tong céc chir sé cua soé khong 16 dé.
Vira ga vira tho
C6 bay tram con
Bé lai cho tron
Mbét nghin chan chén.
Hoéi c6 bao nhiéu ga, bao nhiéu tho ?
Cho day so : 150"‘149*148"%147’7‘...‘*‘51*50

Giai thich tai sao néu dién vao dau sao (*) cdac dau + hoac - thi két qua
khong thé bing 2011.

Viét lién tiép cdc sé tu nhién tir 1 dén 1999 thanh sé c¢6 nhiéu chir s6
12345...199719981999. Hoi chit 56 9 cudi cung ¢ vi tri thit bao nhiéu ?

Tinh téng cliia tAm s6 hang ma nam s6 hang dau la 1, 2, 6, 24, 120. T

dé suy ra quy luat tinh véi n sé6 hang.

Cho A = 11..11 va B =3 +3"+ 3"+ 3"+ 3" + 3" + 3’ + 3" Ching
198 chirso

minh ring néu A chia cho 3 va B chia cho 4 thi hai s6 du giong nhau.

Néu viét mot chir s6 0 vao gitra s6 ¢6 hai chir s6 xy thi s6 mdi xOy ldén

hon s6 ci bao nhiéu don vi ? Hiéu nay c¢6 phu thuéc vao chir s6 hang

don vi y khong ? ‘

Tim tat ca sd chdn c6 ba chif s§ sao cho khi chia méi sé dé cho 9 thi

dugce thuong cing 1a sé ¢6 ba chir sé.

Thay dau * bang nhimg chit sé thich hop trong bén phép tinh sau :

a) sxls4 b x5x2 c) 587 d) 10w | =
* Ox 4% 5*Qx* * % ok 2%7
34110 3181 = o

ook * %k
*okk ok 0



20. Bac Khoa hoi ba chau di cau ca vé xem mdi chau cau duoc may con ca.
Chau thd nhat tra 1oi : Thua bac, sdu mat dau. Chau thi hai : Thua
bac, ot nua caa tam. Chau tha ba : Thua bac, chin mat duéi.

F{oi moi chau cau duge may con ca ?

21. Viet cac so tu L dén 1000 theo thia tu

do trén mot vong tron (hinh vé bén). ’ 998
Bat dau xo6a s6 1 roi cf 15 so tiép theo 91%%0
lai x6a mot so (tie 1a x6a cac sé 1; 16; 1
31;...) va c thé tiép tuc mai, véi chi y 2
rang khi trd lai vong hai, vong ba,... thi 3

nhimg sé da bi xéa van duoc tinh.

Hoi con lai bao nhiéu sé6 khong bi xéa ?

C. CACH GIAI VA LOI BINH

1. Theo dé bai ta phai chia s¢ thung day rugu, day mot nia va thung
khong thanh 3 phan biang nhau. Cé 3 cach chia nhu sau :

— CACH 1. Tir 4 thing diay moét nita c6 thé chia thanh 2 thing diy va 2
thung khong. Nhu thé ta c6 9 thung day, 3 thung day mét nua va 9
thung khong.
beén day thi ro rang mdi ngusi con duge : 3 thung day, 1 thung day mot
nua, 3 thung khong.

—~ CACH 2. Tit 1 thang day va 1 thung khong ta cé 2 thung day mét nia.
Nhu thé ta c6 6 thung day, 9 thung day mét nia va 6 thung khéng.

R6 rang méi ngudi con duge : 2 thung day, 3 thung day moét nia, 2
thung khéng.

~ CACH 3. Mbi ngudi con ¢6 thé duge : 1 thung day, 5 thing day moét nua
va 1 thung khéng.

o Lot binh : Néu nguoi cha chia 24 thung ruou trong dé co 8 thung ddy
rigu, 8 thung ddy mét nia va 8 thung khéng thi liéu cé chia déu cho
ba con dugc khéng ?

Puge ! Ching han mdi ngusi con duge : 2 thung day, 4 thung day mét
nua va 2 thing khéng.

Ta hay giai bai toan téng quat : "Ngudi cha chia cho ba con ca thay n
~ thung : diy ruou, diy moét nita va thung khong. Thé thi ciach chia nhu
thé nao ?"

Né&u n chia hét cho 3 thi mbi ngudi con duoc % thung day, day mot

nua va thung khong.



b) Néu n = 3p + 1 thi tir 1 thung ddy va 1 thung khong, ta duge 2
thung day moét nira. Diéu dé cé6 nghia la : ngudi cha cé (n — 1) thung
day, (n + 2) thung didy mét nira va (n — 1) thung khong. Nhung
n—-1=3p,n+2=3p+1)

Vay méi ngudi con duge : p thung day, (p + 1) thing day mot nua va
p thiung khéng. )

¢) Cudi cung néu n = 3p + 2 thi tir 2 thung day va 2 thung khong ta
duge 4 thung day mét nita. Nhu thé ngudi cha ¢6 (n — 2) thung day,
(n + 4) thing day mé* nita va (n — 2) thing khong. R6 rang n — 2 = 3p,
n+ 4 = 3(p + 2).

Vay méi ngudi con dugce : p thung day, (p + 2) thung diy mét nua va
p thung khong. '

2. a) C4ch lap luan nhu sau :
2 meo trong 2 gid dn hét 2 chuot.
2 meéo trong 4 gid an hét 4 chuot.
Vay : 4 meo t-mng 4 gi& 4n hét 8 chuoét.

b) Mét ga madi trong 1,5 ngay dé duge 1 qua tritng. Thé thi trong 9
ngay ga dé duge 6 qua trimg, vay trong s6 ngay ¢ (9 ngay) 4 g mai
dé dugc 24 qua tring.

o L&i binh : Néu dé bai la : "3 con méo dn /'t 3 con chuét trong 15 gio
thi 10 con meo dn hét 20 con chuét trong bao ldu ?".

Céach giai sé nhu sau :

3 con meo trong 1,5 gio dn hét 3 chuét.

1 meéo trong 1,5 gio 4n hét 1 chudt.

1 méo trong 3 gid 4n hét 2 chudt.

10 méo trong 3 giv &n hét 20 chudt.
Vay ddp s6 1a : 3 gid.

Xét bai todn téng quat : "Néu n con meéo trong n gid 4n hét n con thudt
thi t con méo trong t gid 4n hét bao nhiéu con chuot ?"
2

& " - = 2Vl i L - e g
Ta sé& thay rang s6 chuét ma meéo dn hét 14 —. Nhu thé véin =2 va
n

t = 4 nhu cdu a thi 2 con méo trong 4 gid sé dn hét 16 : 2 = & (con
chudt).

3. a) Goi A 1a lo dung duge 1100g, B va C la céc lo dung duge 65)g va
300g. Qua trinh can dién ra theo bang sau :
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1100 | 450 | 450 | 750 | 750

’1050 400 | 400 | 700 | 700 | 1000 |

0 650 | 400 | 400 | 100 | 100

0 | 650 | 350 | 350 | 50

o i oy

0O 0 300| 0 | 300 50 | 50 |300| 0 [300]| 0

Sau 12 lan sé ¢6 duge 1000g dudng trong lo A.

('6 thé lap luan nhu sau : Do duong tir lo A sang lo B va tir lo B sang
lo C. Khi do trong lo B con 350g duong ta dé riéng. Pudng con lai do
vao lo A va C, do day lo B, tic la duge 650g, nhu vay cung véi 350g
duong dé rieng ¢ lo B bay gio sé co ca thay 650 + 350 = 1000g. tuc la
lkg duong.

Cé thé minh hoa bang so do sau :

T [650g]  [300g]
.

65
[in 1 1100 — 39 0
300
Lan 2 450 6507 >0
300
Lin 3 450€ 350 300
300
Lan 4 750 3507 >0
300
Lin 5 750€ 50 800
50
Lén 6 1050 50 >0
650
Lan 7 1050 = >0 - B0
250
Lén 8 400 6507 250
300
L4n.9 4007 400 300
300
Lan 10 700 4007 39

2 k:/_u—‘\
Lan 11 700 100 300

Lan 12 1000 100 0

b Qua trinh ban Khué phai chia sta nhu sau :
joi C, D, E la ba binh sta dung duoc theo thir tu 8 lit, 5 lit va 3 lit.

Do 8 lit sia ¢ binh C cho day binh D (5 lit) rdi tu binh D dé day
binh E (3 lit). D6 lai 3 lit d6 tur binh E vao binh C. Con lai 2 lit tu
binh D dé vao binh E. Lai tiép tuc dé day binh D (5 lit) con 1 lit dé
vao binh E. Cuéi cung tur 3 lit ¢ binh E dé vao binh C duoc 4 lit.

C6 thé minh hoa bang so do sau :



/__‘:3
METNT
5

Lan 1 gy 0
. Lan 2 3 5/3*5‘0
Lan 3 3 2 3
Lan 4 6 E/L"AO
Lan 5 6/2N() 2
Lan 6 1 5/1"“2
LinT 16 4 T3
Lan 8 4 4 0

e Loi binh : a) Néu ¢6 1200g duong dung trong mét lo lon va hai o
khéng, dung duve 700g va 500g thi ban Nguyén lam thé nao de chiu
duoc sé6 duong 1200g thanh hai phan bédng nhau ?

Lan nay ban Nguyén phai chia theo so do sau :

(OU
Lan 1 1200 — 39 0
500
Lan 2 500 7007 >0
500
Lan 3 500 200 500
200
Lan 4 1000 2007 20
. 700
Lin 5 10007 >0 200
300
Lan 6 300 7007 2200
500
Lan 7 300€ 400 500
400
Lan 8 800 400" R
700
Lian 9 800 3 ¢ 400
100
Lan 10 100 7007 2400

500
Lan 11 100 600 500

Lan 12 600 600 0

4. S6 cam gom hai loai con lai phai chia hét cho 3. Luc dau sé cam la 150
qua (vi 20 + 25 + 30 + 35 + 40 = 150

10



Né¢u gia su ba ta ban cam cua ré thd nhat thi sé cam con lai la
150 - 20 = 130 (qua). Nhung diéu nay khong thé xay ra vi 130 khong
*hia hét cho 3.

Cang nhu thé, ba ta khong thé bdat dau ban cam cua ré thua hai, ré thu
U va 16 thd nam. Do d6 ba chi ¢6 thé ban cam & ré thd ba (tic ré c6
30 qua), vi sau khi ban sé con lai 150 — 30 = 120 (qua). S6 nay chia
1et cho 3.

(U d6. suy ra s6 cam loai hai con lai la 40 qua.
Loi binh : Bay giv : "Néu cé mot ciia hang bdn tring dung®trong 6 ro,
0 A dung 310 qud, ré B dung 200 qud, ré C dung 190 qud, ré D dung
180 qud, ré E dung 160 qud va ré G dung 150 qud. Trong ngay dau cé
i nguoi I va II dén mua : nguoi thi I mua 2 ré, nguoi thu I1 mua 3
0 va nhu vay mua gdp déi sé tring ma nguot thu I mua. Héi con lai
0 nguyén nao chua bdan 2"
) day phai doc ki dé bai dé thay rang : ngudi thd II mua nhidu gdp
{01 nguoi thd I nén sd trung ma ca hai ngudi mua phai chia hét cho 3,
16 la chia khéa vang dé giai bai toan.
50 trung ma cua hang cé ca thay la :

310 + 200 + 190 + 180 + 160 + 150 = 1190 (qua tring)

"a lap luan nhu sau :

Jéu con lai r6 A nguyén thi phai bdan 1190 — 310 = 880 (qua) nhung sé
¢80 khong chia hét cho 3.

N&u con lai ré6 C thi phai ban 1190 — 190 = 1000 (qua). S6 1000 cing
1hong chia hét cho 3.

Néu con lai 6 D thi phai bdn 1190 - 180 = 1010 (quéd). S6 1010 nay
ang khéng chia hét cho 3.

Tuong tu, néu con lai ré E thi phai ban 1190 — 160 = 1030 (qua) hoac
¥ G thi phai ban 1190 — 150 = 1040 (qua). Ca hai s6 1030 va 1040
eu khong chia hét cho 3.

(uéi cung chi con lai trudng hgp ré6 B va nhu thé cia hang da bén
1190 ~ 200 = 990 (qua). S6 990 chia hét cho 3.

Yay cia hang da ban cho hai ngudi I va I 5 16 A, C, D, E, G va con
i r6 B chua ban.

Truge hét can thay ring sau 2 lan thi lugng chédt léng trong hai binh
king nhau. Nhu thé€ sau khi tron thi hon hgp mat ong & binh thid hai
cing bing sé lugng nuée ¢ binh thi nhat. Do dé lugng mat ong & binh
t1¢ hai bang lugng nuée ¢ binh thit nhat (khéng bén nao nhiéu hon
k2n nao).
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Loi binh : Ta khai thac thém bai toan trén nhu sau :

"Ti mét binh chua day 5 lit nuse, ta ldy ra 1 lit réi dé vao 1 lit mat
ong. Tron lan niuoce va mdt ong réi ldy ra 1 lit hén hop va lai dé them
vao 1 lit mdat ong. Lai tron lan nudc va mdt ong rot lay ra 1 it won
hop va do thém vao 1 lit mat ong. Hoi trong binh con lai bao nlicu
nuge " -

Ta thay ngay rang : sau lan thd nhat trong binh con lai 4 lit nuge. Lay

" o % 8 3 1+ & ) ; ;
ra 1 lit hon hgp tdc la moi lan lay ra r hon hgp. Do dé sau lan thu

1 16 X
hai trong binh con 4 - g x 4 = = (lit nuée). Sau dé lan thua ba trong

binh con lai : o & x L — i (lit nude).

5 5

C6 thé ¢6 6 cdch sdp xép nhu & cdc hinh ¢ dugi day :

2152
5 3]
2152

153[

Loi binh : Xét thém bai todn tuong tu sau'’ :

"Dé tro hoc 20 c6 gai dugc sdp xép vao 8 phong
nhé nhu ¢ hinh bén. Méi téi chii nha sang kiém

tra bon phia thdy phia nao cing di 7 c6 gdi.
Mot hém co 4 ¢6 ban dén choi va dugc bé tri ¢
lai trong cdc phong (tic ¢6 24 ¢6). Chi nha dén i St
kiém tra thday moi phia déu co du 7 cé.

Mét hom khdc c6 4 cé6 di chot, chui nha lai dén kiém tra va van thady
méi phia déu du 7 co (tuy lan nay chi con lai 16 c6 ¢ nha). Ho di b6
tri théng minl nhu thé nao ma chu nha van yén chi la cd 20 ¢6 deu co
mdat trong hai lan kiém tra 2"

DPuing la cdc ¢6 da bo tri thong minh trong hai lan nhu sau : Cdd bé
tri 24 ¢6 gai nhu ¢ hinh 1a, cdch bé tri 16 ¢6 gai nhu ¢ hinh 1b.

"' Xem : "Todan hoc cudi, vui, hdap dan” cua Lé Hai Chau, tap 2, NXB Treé.

12



i | ) YV i
| 1 i D l ] i
e TR jg

5 4 5 | (a)
L L 1
1051 .3
B bl

Néu lay so phai tim tri di cht s6 hang don vi 1a sé duge mot so tan
cung biang 0 va s6 nay phai chia hét cho 6. Thé thi s6 nao tan cung
bang 0 va chia het cho 6 lai cho thuong la s6 c6 mot chi s6 ?

Ro rang chi ¢é so 30, do do so phai tim la 35 (ta cé 35 =7 = 5).
Loi binh : Tu bai toan nay ta khai thac them :
'S6 nao khi xéa chit s6 cuot cung cia no se giam di mot sé nguyeén lan 2"

Ro rang néu xdéa chu s6 cudi cung thi sé phai giam di it hon 10 lan.
Néu giam dung 10 lan thi so dé phai tan cung bang 0, do doé tat ca
phinmg s6 nhu vay déu thoa man. '

Truge hét ta thay rang : 1680 = 2.2.2.2.3.5.7.
Trong cac thua sé trén ta hay tim xem lay nhang thua s6 nao thi se
ducc 4 so lién tiép thoa man bai ra. Do la cac thua so : 5; 2.3 = 6; 7 va
2.2.2 =8

[
Vay tich cua bén so lién tiép : 5, 6, 7, 8 bang 5.6.7.8 = 1680.
LOi binh : "Néu tich cia bon so bang 3024, thi do la bon s6 nao ¢”

Truge hét ta thay rang s6 3024 khong tan cung bang 5 hoac bang 0
1én mot trong bon sé dé khong chia hét cho 5 va 10. Nhung néu ca
bon so6 lai 16n hon 10 thi tich cua chung phai l6n hon 10000. Vi the
bon so phai tim hoac la 1, 2, 3, 4 hoac la 6, 7, 8, 9.

Nhung tich cua bon sé 1, 2, 3, 4 bang 24, do d6 chi ¢é thé bon sé phai
im la 6, 7, 8, 9. That vay, thu lai thdy ngay riang tich 6.7.8.9 = 3024.

Can suy nghi xem dau tién lay bao nhiéu chiéc banh dé chia. Néu lay
3 chiée banh va chia méi bianh thanh 4 phan biang nhau sé duge 12

shan. Méi ngudi sé nhan duoc i— chiéc banh.
Con lai 4 banh thi chia méi banh thanh 3 phan bang nhau sé duga12
. - 1 fF R
shan. Mo1 ngudsi sé nhan thém duoge 3 chiéc banh.
5 ; g i e 4 N 1 1 7
Vay ca hai lan moi ngudi da nhan duge : — + T (banh).

Loi binh : Néu s6 nguoi la 6 va chi co 5 chiée banh thi chia nhu the
1o (de khong chia nho bdt ci banh nao ra 6 phan bdang nhau) ?

Tuong tu nhu trén, l1dy 3 banh va chia déi m6i banh duge 6 phan biang

13



10.

11.

nhau. Méi ngudi duge 1 phan. Con lai 2 banh, chia moi banh thanh 3
phan bing nhau. dugec 6 phan bing nhau nita. Méi ngudi lai duge them
1 phan.

Rorang: —+— = —Z— (banh).

1 1
3 2
Goi so bi chia la SBC, s6 chia la SC, q la thuong va r la s6 du. Theo
bai ra ta c6 thé viét hai dang thuc sau :

SBC=qS8C+r va SBC+65=q(SC+5)+r
Lay ding thuce thd hai tru di dang thde thi nhit tung vé ta cé ngay
dang thuce : 65 = 5.q.
Tu do thuong q = 13.
Lot binh : Néu bai ra la : "Chiung minh rdang khi chia s6 A va s¢ B
cho hiéu cia ching thi duge sé du bing nhau va thuong khac nhav 1
don vi” thi cach giai nhu thé nao ?

Ta c6 thé viet : A-B=d, hay A=B+d (1)

Khi chia Achod dugc: A=kd+r (2)
Thay vao (1) ta ¢6 : kd+r=B+d, hay B=(k-1)d+r (3)

So sanh (2) va (3) ta thdy ngay la hai s8 du r bing nhau, con hai
thuong k va k — 1 khac nhau 1 don vi.

Vi du : Véi hai s6 53 va 41 thi hiéu cua ching la 53 — 41 = 12, Chia 53
cho 12 dugc thuong la 4 va du 5; chia 41 cho 12 duge thuong la 3 va du
5. Ta dugc hai s6 du déu la 5 con thuong khdc nhau 1 don vi.

Tat ca céc s6 tir 1 dén 99 998 (trir s6 cudi 99 999) ¢ thé chia thanh cap
1 va 99998; 2 va 99997; 3 va 99996; v.v...

Téng cdc chit sé cia hai s§ trong mdi cap déu bing 9.5 = 45 (vi
1+99998 =2 +99997 =3 + 99996 = ... = 49999 + 50 000 = 99999)
ma ¢6 ca thay 49 999 cap nhu thé va néu thém sé 99 999 khéng cé cap
vGi s6 nao thi ta c6 : 50 000 x 45 = 2 250 000.

D6 la tong cac chif s& cua sé khong 16 nay.

o2 Lot binh : Xét bai todn sau :

14

“Viét lién tiép cdc s6 tu nhién tix 1 dén 100 thanh mét sé c¢é nhiéu chi
s6 : 123456...9899100. Hay xéa di 100 chit s6 dé con lai sé lon nhat.”
Trude hét ta phai tinh xem s6 123456...9899100 c6 bao nhiéu chi 5 dé
khi xéa di 100 chi s6 thi con lai bao nhiéu chir s6.

S5 nay c6 9 + 180 + 3 = 192 (chir s6). Néu x6a di 100 chir s thi coa lai
92 chit s6. Tir dé6 thdy rdng muén sé gém 92 chir s6 con lai nay 12 16n
nhat thi phai xéa di nhimg sé nao ?



12.

Ro rang trude het phai xoa di 8 chu s6 dau tién va git lai cha s6 9. Chu so
thu hai phai giu lai la 9 (do dé phai x6a thém (19 - 9).2 = 1 = 19 chu s0
nui)... Nam chu sé dau tién giu lar phai la 9. tae la cac so 9, 19, 29,
39, 49. Do do cho t6i so 49 da phai xoa di 8 + 4.19 = 84 chi so.
Nhu thé chi con duge xéa 100 — 84 = 16 chi sé nua trong 56 :
505152535455565(7/5859

De xoa di 16 chir s6 sao cho chit s6 dau tién la 16n nhat. N6 khong the
la 9 hoac 8 (vi néu xéa 9 hoac 8 thi phai x6a di mot sé cha so lon hon
16, tie la 17 hoac 19 chua s6 !). Do do phai dé lai 7. tie la phai xoa di
15 chu so dé con lai sé 75859.
Cuoi cung chi can xéa thém 1 chir s6 nda trong sé 75859 nay, dé la
chu s0 5 de chi con lai s6 7859.
Nhiung so tiép theo la tu 60 dén 100. Vay so 16n nhat con lai gom 92
chu so la so : 9999978596061...100.
Gia su 700 con déu la ga thi sé chan 3é la 700 x 2 = 1400 (chan). Con
du 1800 - 1400 = 400 (chan) la do ¢6 thém tho 4 chan. Tu do thay mot
gd bang mot tho thi phai thém 2 chan. Vay :

So tho la : 400 : 2 = 200 (tho)

Sogala: 700 - 200 = 500 (ga).
Loi binh :
C6 the giai cach khac bang cach gia su 700 con déu la tho thi so chan se
la 700 x 4 = 2800 (chan). Nhu thé sé thiuta ra 2800 — 1800 = 1000 (chan)
do con ¢6 ga 2 chan. Tu dé thay mot tho bang mot ga thi b6t di 2
chan. Vay s6 ga la : 1000 : 2 = 500 (ga) va sé6 tho la 200 con.
Ngoai ra co thé giai bai todan tuong tu vé ban sung : "Trong cuoc thi
ban sung, mot doi duge ban 20 phat. Moi phdat tring dich duoc 10
di¢m, méi phat khong trung dich bi trie 15 diém. Doi A duve ca thay
150 diém, hoi déi da bdn bao nhiéu phat tring dich ?".

-

“Ta gia su ca 20 phéat déu tring dich thi tong so diém dat duge sé la

10 « 20 = 200 (diém). Nhu thé, thiéu mat 250 — 200 = 50 (diem) la do
con mgt s6 phat khong trung dich.

Gita mot phat tring dich va mot phat khong tring dich ¢6 su chenh
lech diem la 10 + 15 = 25 (diém). Suy ra sé phat khéng tring dich la
50 : 25 = 2 (phat).

Vay s0 phat ban tring dich la 20 — 2 = 18 (phat).

Thu lat : Co 18 phat trang dich duge 18 x 10 = 180 (diém), nhung c6 2
phit khong trang dich bi tru di 2 » 15 = 30 (diém). Vay doi A chi con
duge 180 - 30 = 150 (diém). ding vdi bai ra.



13.

14.

16

Truge hét hay quan sat day sé da cho dé thay ridng : moi cap so lién
tiép déu c6 tong hoac hiéu la mot sé 1é, chang han :

150 + 149 = 299, hoac 150 — 149 = 1.
Tu 50 dén 150 c6 ca thay 50 cap so lé, ma téong hoac hiéu cua 50 so le
phai 1a mot sé chan, vi vay khong the la so le 2011.
Loi binh : Néu dién vao ddau sao (%) thi nhat (tie trdai sang phdai) dau +,
roi dién vao hai ddu sao thu hai va thi ba hai ddu - dien vao ddu sao
thi tu va thi nam hai ddu +, v.e... thi két qud sé la s6 nao ?

Ta hay tinh két qua cua day so6 sau :
150 + 149 — 148 — 147 + 146 + 145 - ...,
hay 50 + (51 - 52 —~ 53 + 54) + (55 — 56 — 57 + 58) + ... +
+ (146 — 147 — 148 + 149) + 150,
Mobi biéu thiic trong dau ( ) déu bang 0, do do két qua seé 1a : 150 + 50 = 200.
Tir s6 1 dén s6 1999 ¢o ca thay 9 s6 ¢ mot chir s6, 90 s6 ¢6 hai cha so,
900 s6 c¢é ba chir s6 va 1999 — 1000 + 1 = 1000 s6 ¢6 bén chu s6.
Do d6 s6 chir s6 phai dung dé viét cdc s6 tu 1 dén 1999 la :
9 + 90.2 + 900.3 + 1000.4 = 6889 (chir s5)

Vay chir s6 9 cuéi cung ¢ vi tri thit 6889 trong sé6 cé nhiéu cha so
12345...199719981999. ’
Loi binh : Néu bay gio doi bai toan thanh :
“Viét lién tiép cac sé tu nhién chdn tiw 2 dén 1000 thi sé6 cha so phdai
diung la bao nhiéu ? Chit sé o vi tri thi 1500 la chit sé gi ?".
Cach giai sé nhu sau :
T s6 2 dén s6 1000 (khong ké s6 1000) ¢6 : 4 s6 chdn c6 mot chi so
(2 4 6; 8), 45 56 chan ¢6 hai cha so (10: 12; 14; ..; 96; 98) va 450 so
chan ¢6 ba cha so (100; 102; ...; 998).
Viay so chir s6 phai dung dé viét cdc so chan tu 2 dén 1000 (khong ké
1000)la: 4 + 2.45 + 3.450 = 1444 (chu so6).
Do 1444 < 1500 nén cha so tha 1500 thude mot sé chan ¢o bon chua so.
Ta c6 s chir s6 con lai dé viét cdc s6 chan c6 bon chir s6 1a :

1560 — 1444 = 56 (chuit s0).
Vi 56 chir s6 nay ta co thé viét duge 56 : 4 = 14 (s6 chan cé bon chi
s0) bat dau tir s6 1000. Suy ra soé chan thu 14 ¢6 bén chir s6 1a :

1000 + 14.2 - 2 = 1026
(hoac tinh nhu sau : 1000; 1002; 1004; 1006; 1008; 1010; 1012; 1014;
1016; 1018; 1020; 1022; 1024; 1026).
Vav chu s6 tha 1500 la chu s6 6 cua s6 1026.



15. “a phai tim ba s6 hang cuoi. Ta nhan thay rang :

16.

17.

SO hang thi hai 2 = 1.2, s6 hang tha ba 6 = 2.3, s0 hang thu tu
'4 = 6.4, s6 hang thu nam 120 = 24.5. T d6 suy ra ngay : s6 hang thua
sdu la 120.6 = 720, sé hang thi bay 1a 720.7 = 5040 va sé hang thu
tam la 5040.8 = 40320.

Vay tong phai tun la :
1+2+6+ 24+ 120 + 720 + 5040 + 40320 = 46 233.
Suy ra quy luat tinh 1a :

S6 hang thu tdm bang sé hang thd bay nhan véi 8. Mot cach tong
cuit 6 hang thu n bing s6 hang thit n — 1 nhan véi n.

LOi binh : "Hay tinh tong cdac sé lé tu 1 dén 199 999 va téng cdac sé
dvan tie 2 dén 200 000."

V61 tong cdc so le tiur 1 dén 199.999 ta nhéan thay rang :
1 +199999 =3 + 199997 =5 + 199995 = ... = 200 000
Tu 1 dén 199 999 c6 100 000 s6 1é nén téng phai tim la :
200000.100 000 = 20 000 000 000 (hai muoi ti)
(61 tong cdc s6 chan tir 2 dén 200 000 ta cé thé viét :
(2 +200000) + (4 + 199998) + (6 + 199996) + ... = 200002 ~
T 2 dén 200 000 ¢6 100 000 s6 chian nén tong phai tim la :
200002.100 000 = 20 000 200 000 (hai muoi t1 hai tram nghin).

Tong cac chir sé cia Abéng : 1+1+...+1+1 = 198
198 s6 hang

na 198 chia cho 3 duge s du bang 0.
Tong B cé thé viét :

3+32+3"‘+...+3§ = 33+4)+3B+1)+3@B+1)+3(3+1)

= 34+3'4+34+3'4

Chia cho 4 duge s6 du ciing bing 0. ,
Loi binh : Chiung to rdang cdac hiéu 111 - 11; 222 - 22; 333 ~ 33; ...;
99 - 99: ra aaa - aa theo thi tu chiacho 1, 2, 3, ..., 9 va a déu cho so
dila 0.
B> rang 111 — 11 = 100 chia cho 1 du 0; 222 — 22 = 200 chia cho 2 du 0;
3}3 — 33 = 300 chia cho 3 du 0, ..., thuong déu bang 100.

Tiong tu (aaa - E) :a dugce thuong la 100 va du 0.

S 5 cd thé viét (10x + y), s0 x0y c6 thé viét (100x + y). Do dé so

noi da tang thém @ 100x { y5A(10% + &)’;;:L?gtp HA ;‘ ' e
. . ) \to
TRUNG TAMIHONG TIN-THU VIEN |

[, / 9L97 l

17




18.

tic la tang thém 90 lan chir s6 hang chuc. Hiéu nay khong phu thuoc
vao chu sd hang don vi'y.

Vi du : S6 57 va s6 507 thi hiéu 507 — 57 = 450. tire tang théem 90.5.
khong phu thuéc vao chir sé hang don vi la 7.
Loi binh : Hay xét truong hop gitia x va y ciia s6 E ta viét xen vao

hai, ba, bén, ..., n chit s6 0 thi sao ?

Néu viét xen vao giifa x va y hai chit s6 0 duge s6 méi la x00y =

1000x + y — (10x + y) = 990.x, tic la s6 mdi da tang lén 990 lan chir s6

hang chuc.

Vi du : V6i cdce s6 35 va 3005 ta c6 hiéu 3005 — 35 = 2970, tic la hiéu
nay da tang them 990.3.

Nhu vay ta thdy ring : néu xen gita so E mot, hai, ba, ..., n chir s6 0
thi s6 mdi theo thia tu tang lén :

90x; 990x; 9990x; 99...9x
(1c/s9) (2¢/s9) (3¢/s9) (nc/s 9)

Mot s6 chdn khi chia cho 9 phai cho thuong la mét sé chan. Mat khac
thuong 16n nhat cé ba chir sé 1a 111 (do 999 : 9 = 111). Vi vay thuong
chi ¢6 thé la cac s6 chdn nho hon 111, dé la : 100, 102. 104, 106, 108
va 110.

Nhan méi sé nay véi 9 ta sé duge cdc s6 phai tim la :
| 900, 918, 936, 954, 972 va 990.
Loi binh : Xét thém bai todn sau :
"“Tim 86 c6 hai chit sé biét rang néu sé dé cong vai hai lan téng cdc
chit s6 ciia né duge 87."
Goi s6 do la ab, tacé: ab + 2a + b) = 87
hay 10a + b + 2a + 2b = 87,
tuc la 12a + 3b =87 hay 4a+b=29 ()

Tir (%) ta thay rang : moét mat b < 10 nén 4a phai 16n hon 29 - 10 = 19,
do dé a > 4; mat khac 4a < 29, do d6 a < 8.

Suy ra a = 5, 6 hoac 7.
Néua=5thib=29-54 =9, ta duoc so 59.
Néua=6thib=29-6.4 =05, ta duge so 65.
Néua=7thib=29 - 74 =1, ta dugc so 71.

Vay s6 phai tim la 59, 65, 71.



19. a)

b)

cy

d)

Ké tir phai sang trai, ¢ cot thi nhat 4 + * = 0 thi dau * phai la chu
sd 6, 0 cot tha hai * + 4 = 1 thi dau * phai la chit s§ 6 (vi ¢6 nhd 1
do ¢ cot tha nhat 4 + 6 = 10).
(J cot thi ba 1 + * = 1 thi dau * phai la chir s6 9 (vi ¢6 nhé 1 do &
cot thit hai 6 + 4 + 1 = 11). O cot thit tu * + 9 = 4 thi dau * phai la
cht s6 4 (vi ¢c6 nhé 1 do ¢ ¢ot thibal + 9 + 1 = 11). Cudi cung &
cot tht nam * + * = 3 thi ca hai dau * phai la hai chit s 1 (vi cé
uhd 1dod cot thutu4 +9 +1=14).
Vay phép cong nhu sau :

14164

+
19946
34110

9] cot thi nhat (ti phdi sang trdi) 2 — * = 1 thi ddu * phai la cha s6
1. O cot thi hai * - 6 = 8 thi dau * phai la chit s6 4 (vi 14 — 6 = 8).
O cot thi ba 5 - * = 1 thi dau * phai 1a ch@ s6 3 (vi ¢6 nhé 1 6 cot
thud hai). O cot tha tu * — 5 = 3 thi dau * phai la chir s6 8.
Vay phép tru nhu sau :

8542

5361

3181

S6 nhan c¢é hai chir s, chut s hang don vi cia né phai la 1 vi khi
nhan vdi 587 (s6 bi nhan) thi cho tich riéng cé ba chir s (néu la 2
thi khi nhan véi 587 phai cho tich 1a s6 ¢6 bon chir s6).
Tuong tu, chit s6 hang chuc cua s6 nhan cang la 1.
Vay phép nhan nhu sau :

587

11
587
587

6457

Chir s6 2 dau tién cta thuong nhan véi sé chia (c6 mot chir s6) cho
tich 1a s6 ¢6 hai chit s6 ma khi lay 10 trir di duge hiéu 1a 0 thi dau *
¢ s0 chia phai la 5.

Khi ha cha s6 * hang chuc xudng thi khéng chia duge cho 5. Do dé
chi s6 hang chuc cua thuong phai la chir s6 0 (tie thuong bay gio la
20%). Ha thém chi s6 * hang don vi cua sé bi chia dugc sé c6 hai
cht 6 ma khi nhan hai cht sé hang don vi cua thuong véi 5 phai
dugc ding s6 ¢6 hai chir s6 nay (dé khi trir duge hiéu la 0).

19
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Ma chit s6 hang don vi cia thuong da la 7 thi 7 nhan véi 5 bang 35.
Do d6 hai chir sé cudi cung cua sd bi chia la 35.

Vay phép chia nhu sau :

1035 | 5

10 207
35
35
R

e Loi binh : Tuong tu, hay giai bai toan :

"Thay chit s6 vao cdc ddu * cua phép nhan va phép chia sau”

" a)

a)

b)

IT R b) e ek e o e e ok
x %%k
* ¥ I T F 2
Aok ok
sokkd T ogkk
ok ok ok ok *ok
T okk
ook ok ok ok ]
0

Ta cd cach giai sau :

Chir s6 hang don vi cua s6 nhan phai biang 8 (vi 3 x 8 = 24) va do
tich riéng thit nhat nho hon tich riéng thi hai nén chir s6 thua nhat
cua s6 nhan la 9. Goi s6 bi nhan la A ta cé :

8A < 9994; 9A > 10000
Suy ra 1112 < A < 1249. Vi A tan cung bang 3 nén A ¢6 theé la :
1113; 1123; 1133; ...; 1233; 1243. '
Vay phép nhan da cho cé nhiéu ddp sé.
Theo so dob ta thay réng :
Khi nhan so chia cé hai chii s6 vdi chit s6 dau va chir sé cudi cua
thuong ta dugc s6 ¢é ba chir s6. Do d6 chir s6 dau va chir s6 cudi cua

thuong chi ¢6 thé la 1, cde chit s6 tha hai va tha tu la 0. Vay thuong
la 10 201. '

O phép trir thd nhat, s6 ¢6 ba chit s6 trir di s6 ¢6 hai chi s6 duoe so
c6é mot chir s& 1a chir s6 thy nhat cua tich cia sé chia véi 2 nén no
la 1. Tur d6 suy ra 6 phép trir thi nhat sé bi trir 1a 100 va s6 tru la
99. Nhung s6 tru nay bang sé chia vi chir s6 thd nhat cia thuong la
1, tire 1a s6 chia bang 99.

Vay sd bi chia la : 99.10 201 = 1 009 899.

Ta duge phép chia phai tim nhu sau :



20.

21.

1009899 99
99 10201
198

198
99
99
0

Sy ca ma chau thy nhat cau duge la @ sau (6) mat dau la 0. Sé cd ma
crau thi hai cau duge la : mét nua cua tam (8) cing la 0. S6 ca ma
crau thd ba cau duge la : chin (9) mat duoéi lai cang la 0.

T5m lai ca ba chdu déu khong cau duge con ¢4 nao.

Lot binh : Tuong tu ta cé bai todn sau :

"ot con ca ¢6 dudi nang 150 gam, dau cd ndng bang dubi céng nia
tlan, than ndng bdng dau cong dudi. Héi cd ndang bao nhiéu 2"

Cich giai nhu sau :

Goi dau la D, than la T va duoi la d.

Theo bai ra ta co :
D;d+r—12‘- nén T=2D-2d, ma T=D+d

Siyra D =3d = 3.150 = 450 (gam).

Trdé T =450 + 150 = 600 (gam).

Viy ca nang : 450 + 600 + 150 = 1200 (gam).

O vong thi hai cac sé bi xéa la : 6; 21; 36; ...

Ovimg thit ba cac s bi x6a sé la : 11; 26; 41; .

Siu d6 cdc s6 bi xéa sé lap lai. Do dé cdc sd bi xéa 12 nhimg sé tir 1
den 1000 ma khi chia cho 5 du 1.

Viy ¢6 200 s6 nhu thé, tic la cdc s6 con lai khong bi xéa 1a 800 sé.

Lyi binh : Sau day la bai todn tuong tu :

"Fam hom dung s6 cam nhu nhau. Néu ¢ méi hom ldy ra 60 qud thi
sc cam con lai trong nam hom bdang tong sé cam trong hai hom lic
deu. Hot hie dau mét hom dung bao nhiéu qua cam 2"

T: thay ngay s6 cam lay ra la 60.5 = 300 (qua). Theo bai ra thi sé cam
n:y bang téng sé cam lic dau cia ba hom. Vay s6 cam dung trong méi
han lie dau la : 300 : 3 = 100 (qua).

Leu y : trong bai nay cho "sé cam con lai trong nadm hom bang téng so
can trong hai hom lic dau" c6 nghia la s6 cam lay ra bing tong s0
can trong ba hom lic dau. '
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1. Khu vui choi giai tri ngoat troi (hinh 2)

Khu vui choi nay gdm 4 téa nha A, B, C, D. Toa nha B va C lai noi véi
nhau bing hai day hanh lang. Ra vao déu phai theo ding chiédu maui
tén. Cé bao nhiéu cach di vao ra dé dén du ca 4 tba nha ?

H.2

. Tham quan khu trién lam (hinh 3)

Mot khu trién lam gém rat nhiéu phong trung bay hién vit. Cidc
phong déu cé cira ra vao. N&u khach tham quan vao phong A thi sé di
nhu thé nao dé vao du cac phong va chi mot lan théi, sau dé se¢ trd vé
ding cira phong A, roi ra vé ?
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§2. SO NCUYEN TO KHAC $© TU NHIEN
NHU THE NAO ?

A. KIiN THUC CAN NAM VUNG

1.

a)

b)

b)

c)

b)

c)

e)

Tinh chia hét cia mot tong
Néu tat ca s6 hang cia mot tong déu chia hét cho cung mot sé thi tong
chia hét cho sé dé.

Néu chi ¢6 mot s6 hang cua tong khong chia hét cho mot sé, con cédc so
hang khac déu chia hét cho sé do, thi tong khong chia hét cho so dé.

Cac ddu hiéu chia hét

Cac s6 c6 chir sé tAn cung la chir sé chdn thi chia hét cho 2 va chi
nhing s6 dé6 méi chia hét cho 2.

Cac sb ¢6 chir s6 tdn cung la 0 hoac 5 thi chia hét cho 5 va chi nhing
s0 d6 mdi chia hét cho 5.

Cac s6 c6 tong cdc chia sé chia hét cho 3 thi chia hét cho 3 va chi
nhimng s4 dé méi chia hét cho 3.

Cac s6 c6 tong cac chit sé6 chia hét cho 9 thi chia hét cho 9 va chi
nhing s6 dé mdi chia hét cho 9.

S6 nguyén té va hop sé

Néu ¢6 so tu nhién a chia hét cho sé tu nhién b thi ta néi : a la bdi cua
b, con b la ude cua a.

S6 nguyén td 1a sé tu nhién 16n hon 1, chi ¢é hai ude 1a 1 va chinh né.
Hop s6 la s6 tu nhién 16n hon 1, ¢6 nhiéu hon hai uéc.

Phan tich mot sé tu nhién 16n hon 1 ra thira s6 nguyén to l1a viét so do
dugi dang mot tich cac thira s6 nguyén té.

Muén tim UCLN cua hai hay nhiéu s6 16n hon 1, ta thuc hién ba buéc sau:
Phan tich moéi s6 ra thura s6 nguyén té
Chon ra cac thira s6 nguyén té chung

Lap tich cdc thua s6 da chon, moéi thira s6 lay vdi s6 mia nhé nhat
cua né. Tich dé la UCLN phdi tim.

Muén tim BCNN cua hai hay nhiéu sé nguyén td 16n hon 1, ta thuc
hién ba budc sau :

Phan tich méi sé ra thira s6 nguyén to
Chon ra cac thira sé nguyén td chung va riéng

Léap tich cac thia sé da chon, moi thira s ldy vdi s6 ma lén nhat
cua né. Tich dé la BCNN phai tim.




B. CAC BAI TOAN PIEN HINH

~
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)

1.

2.

Trong cac sé6 dang 101010...101 thi nhing s6 nao la s6 nguyén to ?

Cong thuc py = %(10k -7) véi k = 2, 3, ..., 7, 8 cho ta bay s6 nguyén

t6. b6 la nhimg s6 nguyén toé nao ?

3. Tim tat ca bo ba s6 nguyén té (m, 1, p) sao cho mnp < mn + np + pm.

Ching minh rang néu tong cdc binh phuong cia hai sé6 nguyén chia
hét cho 3 thi mdi mot sé do chia hét cho 3.

Tim tat ca nhimg s6 c6 bon chir s6 N = aabb thoa man diéu kién :

a) aab va abb déu la nhiing sé nguyén té.

b) N = p,.p..ps trong d6 pi, pz Ps la cac sé nguyén té theo thi tu c6
1, 2, 3 chit so. '

Tim nhimg s6 c6é bén chir sé sao cho méi s6 déu chia hét cho 11 va

téng cac chir sé cua méi sé cing chia hét cho 11.

Cho hai s6 ¢6 bon chir s6 M = abed va N = dcba. Tich M.N la s0 ¢o
tam chir s& ma ba chir s6 cuéi la 0. Tim tat ca cdc tich M.N.

8. Tong cua bdn sb tu nhién lién tiép la so6 nguyén td hay hgp s6 ?

9. Hai ban A va B d6 nhau tim 1&i giai cda bai todn : "Tim s6 co béon chii

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

sd chia hét cho 9 ma sé do chi viét voi ba chit s6' 1, 2, 3."

Ho da tim ra nhiéu dap s6 khdc nhau. Giai thich tai sao.

Ching minh riang téllg T = 2010 + 2010% + 2010° + ... + 2010*""

chia hét cho 2011.

Ching minh ring : Néu s& c6 ba chit s6 abc ma chia hét cho 37 thi cdc

s6 c6 dang” bca va cab cing chia hét cho 37.

C6 bao nhiéu sé c6 ba chit s6 pqr (p, q, r # 0) ma médi chir s6 chia hét
cho hiéu hai chir sé kia ?

Hay phan tich sé 203 duéi dang tdng cia mdt vai sé tu nhién dé thay
tich cac s6 do6 cing bang 203. :

Chung minh riing sé c6 ba chit s6 ;}; sau day :

Xyz = Xy + YZ + zX + Xz + ;; + ; l1a s6 chdn va chia hét cho 11.
Tim s6 c6é ba chit s6 chia hét cho 9 biét rang chir s6 hang chuc 16n hon
chir s6 hang don vi va tich ba chir s§ bing 0.
Thay ddu * bing cdc chir s6 thich hop :

#QF kL gE = FEE L bigt rdng s6 chia 9% 1a s 18.

[



17. Bo ba so (3:5: 7) la bo ba so nguyén to lien tiép. Trong tap hop cac so tu
nhién con ¢6 bo ba so6 lé lién tiép nao la bo ba sé nguyén to nita khong ?

18. Cho s6 xyxxyx c6é sau chu s6 va la boi cua 9. Biét riang né chia hét

cho 56 ¢6 bon chir s6 xxxx. Tim thuong cua phép chia nay.

C. CACH GIAI VA LOI BINH
1. Ta biet rang s6 101 (chia hai chio s6 1) la sé6 nguyén t6. Ta hay xét
xem ngoai so6 101 con ¢6 s6 nguyén to nao nira khong.
Né¢u s6 da cho N chita m > 2 chir s6 1 thi s6 11N chda 2m chir s6 1 va
nhu vay né chia hét cho sé p gom m chir s6 1.

Néu m 1é thi p khéong chia hét cho 11, do d6 N chia hét cho p, néu m

chan thi p chia hét cho 11, do d6 N chia hét cho thuong P Nhu thé
m

véi m > 2 cha s6 1 thi N la hop s6. Vi vay trong cac sé dang

101010...101 chi ¢6 mét 56 nguyén toé duy nhat la 101.

o L&i binh : Trong cdc sé ¢6 bon chi sé giong nhau aaaa thi sé nao chi
co hai woc nguyén té ? P la hai use nguyén té nao ?

Truge hét ta thay rang s6 aaaa c6 thé viét dudi dang :

aaaa = ;:a—.l()l — 5.11.101

Muén s6 nay cé hai ude nguyén té thi thira s6 a phai bing 1 (vi 1
khong phai la sé6 nguyén to). Vay so6 phai tim la 1111 ¢6 hai ude
nguyén to la 11 va 101.

2. Ta lan luot thay k = 2, 3, 4, 5, 6, 7 va 8. Ta dugc :

V6i k = 2 thi cong thide da cho c6 gid tri :

1., 93
sz 2102 -7 =23 a1
P27 3 3

1 993

]

Véik=3taco: ps —?;(1000~7):—-§- = 331

1 9993

Véik=4tacé: py 5(10000-7) - —— =9331

Vai k =5, 6, 7 va 8 ta lan lugt duge cdc s6 nguyén té sau :
ps = 33331; pe=2333331; p;=3333331 va  py = 33333331
e Loi binh : Tuong tu, "Chung minh rdang : néu p va p° + 2 la hai sé
nguyén to thi sé p® + 2 cing la sé nguyén té".
Dé giai bai nay ta nhan xét rang : moi s6 nguyén té khac 3 déu c6
dang p = 3k £ 1, trong d6 k la s6 nguyén nao dé.
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Né&u p = 3k + 1 thi p* + 2 = 9k* + 6k + 3 chia hét cho 3.
Né&u p = 3k — 1 thi p* + 2 = 9k* — 6k + 3 cing chia hét cho 3.

Do p > 2 thi ca hai truong hgp s6 p° + 2 déu 16n hon 3 va chia hét cho
3, tdc 1a p® + 2 1a hop s6. Thanh thi p® + 2 chi ¢6 thé 1a s6 nguyén té
khi p = 3 (khi d6 p* + 2 = 11 la s6 nguyén td).

Vay : p® + 2 = 27 + 2 = 29 1a s& nguyén td.

Trudc tién ta bién ddi bat dang thie mnp < mn + np + pm (*) dudi mot

e 1 1 1
dang khdc. Ta nhan thay rang — + — + — = MAFUP TP an (%) c6
m n p mnp
§ 1
thé viét : il S oo > 1, dodé:——-+}-+l>1 (1)
mnp m n p
Khéng lam mat tinh téng qudt ta gia st m > n 2 p, tic la :
_}m < _1._ < l (2)
m n p
1 1 1 3
Nhu vay : —:-l-+-—+}-2-%—+——+—-—:-—~ (3)
m n p m m m m
1 1 1.1 1 1 3
— +—+ =S —t+ =+ == — (4)
m n p p p p p

Tu (1) va (4) suy ra — > 1 hay p < 3, ma p la sé nguyén té nén p = 2.
p

Tllayp:QVéo(l)duqc:—l—+—1—+—1- > 1 hay i+-]i>l.
m n 2 m n 2
Tl‘x(2)tacé:—-1-+-1-$l+l=—2—. do do g>il- hay n < 4, ma n la so
m n n n n n 2

nguyén té nén n = 2 hoac n = 3.

Bay gio ta phai tim m. Muén thé ta thay n = 2 hodc 3 sé duoc :

5 o d, "k 1 . . —_
Néun =2thi —+=>—= hay — >0, m > 0, ma m la s6 nguyéen to > 2

m 2 2 m
nén suy ra m c6 thé la bat cit sé6 nguyén té nao.
% . 3 12 1 1 X :
Néun =3 thi —+=—>= hay —>—. Suy ra m < 6, mad m la sé
m 3 2 m 6

nguyén to nén m = 2; m = 3 hodcm = 5.

Vay bd ba sé nguyén to phai tim la : (3; 3; 2), hoac (5; 3; 2), hoac (2; 3; 2),
hoac (m; 2; 2) va m l1a bat ¢ sé nguyén té nao.

Loi binh : Bai toan trén véu cau phai bién luan dé tim ra duge bo ba
s6 nguyén té théa man mot bat dang thde cho truge. Nhung vai bai
todn sau : ‘



“Tint ba s6 1¢é lién tiep déu la so nguyén to.”

thi diéu kién phai la ba s6 1é lién tiép (vi chi ¢6 2 la s6 chdn duy nhat
la s& nguyén to).

Pé giai bai todn ta goi ba so 1é lién tiép lan -2, n, n + 2 (véin > 3)
va ching minh rang trong ba sd nay luon c¢é mot s chia hét cho 3.

That vay, néu n chia hét cho 3 thi ta da ching minh xong, néu n chia
cho 3 du 1 hoac 2 thi n + 2 hodac n — 2 sé chia hét cho 3. Vay n = 5, tu
dé n —2=3,n+2=17 Dodé ba sé lé lién tiép la ba s6 nguyén té la :
3: bvalT.

Néu phai “tim hai sé 1é lien tiép la s6 nguyén té" thi ta sé tim dugc
nhiéu cap sé nhu sau :

3vab;, - 5vaT; 11 va 13; 17 va 19; 29 va 31;
41 va 43; 59 va6l; 71va 73; 101 va 103; 107 va 109;
137 va 139; 191 va 193; 197 va 199; v.v...

Téat ca nhimg cap s6 nay goi la cdp sé nguyén té sinh déi (hiéu cua
.chiing bang 2).

. Ta biét rang : méi s6 nguyén hoac chia hét cho 3 hoac chia cho 3 du 1
hoac 2.

N@&u s6 n chia hét cho 3 tice la n = 3k thi binh phuong ctia né la 9k* ro
rang chia hét cho 3.

N@u n khi chia cho 3 du 1 tuc la n = 3k + 1 thi binh phuong cua né la
n® = 3(3k” + 2k) + 1 khi chia cho 3 cung du 1.

N«¢u n khi chia cho 3 du 2 tic la n = 3k + 2 thi binh phuong cua né la
n* = 3(3_1(“’ + 4k + 1) + 1 khi chia cho 3 du 1.

Nlhu thé, néu mét trong hai sé6 khong chia hét cho 3 thi binh phuong
cwa noé khi chia cho 3 sé dur 1, vi thé tong cdc binh phuong cua hai sé
néy khi chia cho 3 sé du 1. Con néu ca hai déu khong chia hét cho 3
thi tong cac binh phuong cua ching khi chia cho 3 sé du 2.

Vay tong cdc binh phuong cua hai s6 nguyén chi chia hét cho 3 trong
truong hop méi sé chia hét cho 3.

L&i binh : Néu ta thay diéu kién chia hét cho 3 bang chia hét cho 7
thi nhu thé nao ?

Tia hay binh phuong cédc sé tir 0 dén 6 ta sé thdy rang cdc binh phuong
tim duge khi chia cho 7 sé cho s6 du la 0, 1, 2 va 4. Vi khéng c6 hai
trong bén so6 nay. trir cap sé 0. c6 tong chia hét cho 7 nén tong cic
binh phuong cua hai s6 nguyén chi chia hét cho 7 khi mdi sé chia hét
chio 7.
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e Nha toan hoc 16i lac Ole da dat van dé : "Ton tai hay khong so z ma
P . A, _‘. n v "
1 + 27 chia hét cho sé6 nguyén té p ?

Ong da ching minh ring : Diéu nay chi thuc hién dugc véi cde s6 p
dang 4k + 1 (tdc 1a vdi cdc s6 nguyén toé p = 5, 13, 17, 29, ...) va khong
thuc hién duge vdi cde s6 p dang 4k + 3 (tire 1a véi cdce s6 nguyén to 3,
7,11, 19, 23, ...). |

Chang han véi z = 2thi 1 + z* = 5 chia hét cho 5, véiz = 5 thi 1 + z* = 26
chia hét cho 13.

. Do aab la so nguyén té, tic la 110a + b la s6 nguyén td, tacé b = 1; 3;
7 hoac 9. Tir diéu kién thut nhat ta ¢c6 : N = 11(100a + b).

re——

Theo bang s& nguyén té ta tim duge cac cap s6 nguyén to aab vi abb
sau day :

(223; 233); (227; 277);, (331; 311); (443; 433);

(449; 499); (857; 577); (773; 733); (881; 811);

(887; 877); (991; 911) va (997; 977). y
Tuong ing véi 100a + b la cdc s6 sau :

203 = 7.29; 207 = 9.23; 301 = 7.43; 403 = 13.31;

409 la s6 nguyén t6; 507 = 3.13%; 703 = 19.37; 801 = 3“.89:

- 807 =3.269; 901 =17.53 va 907 la s6 nguyén to.

Vay N = 8877 = 3.11.269.
Loi binh : Xét thém mot bai toan tuong tu vé sé nguyén to :
"Tim tong tat ca nhing so cé ba chi s6 ma moi sé6 do la tich cua 4 86
nguyén té phan biét.”
Bai ra yéu cAu mbi so phai la tich cia 4 s6 nguyén té phan biét, do do ta
hay tim nhing bo 4 s6 nguyén té trong d6 mdi sé sau lén hon sé truge.
Vi cdc tich 2.3.5 = 30; 2.3.7 = 42; 2.3.11 = 66; nén thira s6 thu tu cua
cac tich nay sé la cac s6 tuogng ung sau : 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31;
11, 13, 17, 19, 23: va 13. Tong tat ca cdc tich nay bang

30(7 + 11 + 13 + 17 + 19 + 23 + 29 + 31) +
+42(11 + 13 + 17 + 19 + 23) + 63.13 = 8844,
Do 2.3.13.17 > 1000 nén khong con ¢6 bd 4 sd nao bat dau bing 2 va 3.
Néu bo 4 s6 bat dau bing 2 va 5 thi ta ¢é cdc bd sau day :
257534 = %W va 2.5.7.13 = 910.

Do cac tich 2.7.11.13 va 3.5.7.11 déu Ién hon 1000 nén khéng con bo 4
s0 nao thoa man diéu kién cua dé bai.

Vay tong can tim 1a : 8844 + 770 + 910 = 10524,



6.

Goi 50 phadi tim la abed = 1000a + 100b + 10c + d.
Theo bairataco:a+b+c+d=11 (1)
Theo dau hiéu chia hét cho 11, ta c6 thé viét ;

ta+c)—(b+d =11k (2)
Do a. b, c. d khong thé lén hon 9 nén k chi c¢6 thé 1a 0, 1.
Chang han néu k = 2 thi (a + ¢) — (b + d) = 22, khong thé xay ra.
Cong (1) va (2) timg vé ta ¢6 :

. (a+c)+(b+d =11

(a+c)-(b+d)=11k (3)
11(1 + k)

2(a + ¢)

Vé trai la s6 chan nén vé phai cing phai la sé chan, suy ra k # 0.
Tru (1) va (3) timg vé ta co
(a+cr+b+d=11
(a+c)-(b+d =11k (3)
2(b +d) =11(1 - k)

Vik=1nénb +d = 0. Diéu nay chi xay ra khi b=0va d = 0. Tu (3)
v6i k = 1tacé a+ c=11. Nhung néu a thay doi tir 2 dén 9 thi c thay
doi tu 9 dén 2.

Suy ra céc s6 ¢6 bon chi sé sau day thoa man bai ra (8 sd) :

2090, 3080, 4070, 5060, 6050, 7040, 8030, 9020.
Lot binh : Xét thém bai toan sau :
“Chitng minh: rang trong 39 sé tu nhién lién tiép phdi co moét s6 ma
tong cac chu sé6 chia hét cho 11.”
Trudc hét ta nhan xét rdng : trong 20 s6 dau tién tir cdc s6 da cho ta
tim dugc hai s6 ma chir sd cudi cung la 0.
Gia su mot trong hai s6 dé trude chit s6 0 1a chir s6 khong bang 9. Goi
s6 do la A va t la téng cdc chir s cua né.
Theé thicacs6 A, A+1,...,A+9, A+ 10 ndm trong 39 s6 da cho va ¢o
tong cacchirsélat, t +1,t+ 2 ..., t+ 10. Nhung trong 11 s6 lién tiép
it nhat cang c6 mot sé chia hét cho 11.
Ta thay ngay rang cédc chir s6 d va a phai khac 0 vid = 0 thi N la so
c6 ba chir so (!). Theo bai ra, tich M.N phai chia hét cho 1000, tic cho
8.125. Nhung M va N khong thé dong thdi chia hét cho 8 va 125, vi se
chia hét cho 10 tic la tan cung bang 0 (trdi véi dieu kién a # 0, d # 0).

Thé thi : M = abed = 1000a + bed nén ca hai so hang nay déu chia
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hét cho 125; do 0 < d < 9 nén d = 5. Suy ra nhiing sd hang be5 chia
hét cho 125 chi c6 thé la :

125.1 = 125; 125.3 =375; 125.5 =625; 125.7 = 875.
Do dé M = al25, a375, a625, a875.

Tu dé ta phai tim chit sé6 a dé cdc s6 N = 521a, 573a, 5264, 578a chia
hét cho 8.

Muén vay cho a = 0, vi du 521a hay 5210 chia cho 8 du 2, thém 6 vao
dé duoc 8 va s 5216 chia hét cho 8.

Vay ta dugc cap s6 M.N = 6125.5216 = 31948000 tan cuing bing ba chir
sé 0. '

Tuong tu ta duge thém ba cap sé nira la :
6375 va 5736; 4625 va 5264 va 4875 va 5784
ma tich M.N ciing t4n cung bing ba chit sé 0.

Li binh : "Tinh tich M.N biét rang M duoc viét bdng 100 chit sé 3, N
dugc viét bang 100 chit s6 6"
Khdc véi bai trén ¢ diy M va N khong phdi 1a sé ¢6 bén chd sg ma
tich M.N phai la sé c6 rat nhiéu chir sé.
V§i nhan xét 1a 3 =9:3 va 6 = 3.2, ta c6 thé viét tich

M.N (33...3) . (66...6) = (99...9) .(22...2)

100chis6 3 100chasé 6 100chirsa9 100chitss 2

"

(10'0° _1). 22..2

p—

100chtiso 2

]

I

22..200..0-22..2 =22..2177...78..
o crsatNeone casa e Sngererid Moy gt
100¢/s2100¢/50  100c¢/s2 99c¢/s2 99c/s7

. Trong bon so lién ti€p thi c6 hai sé chdn (ma téng cha ching la sd

chdn) va hai s6 lé (ma téng cua ching cing la s chdn). Do dé6 téng
cua bén sé lién tiép la moét sé chdn 16n hon 2, vay téng nay la mot
hop so.

Lot binh : "Néu téng cia ba sé tu nhién lién tiép la mot s6 [é thi tich
ctia chiing chia hét cho 24. Chung minh diéu nay."”

Diéu kién la tong 1a mot s6 lé vi tong cé thé 1a mot s6 chén (chang han
5+ 6 + 7 = 18). Khi téng ba s tu nhién lién tiép 1a mot s& 1é thi ré rang
s6 tht nhat va sé tha ba phai la s6 chan (chang han 6 + 7 + 8 = 21) va
mot trong ching phai 1a bdi cua 4. Vay tich céc sé chén dé chia hét cho 8.

Nhung trong ba s6 tu nhién lién tiép thi luén cé mot sé chia hét cho 3.
Do d6 tich nay chia hét cho 3.8 = 24.



10.

la phai tim xem tai sao s6 N thoa man bai ra khong thé viét véi bon
hir 56 3 hoac ba chir s6 3 ma lai phai ¢6 chir s6 3. Tir d6 ma xét hai

truong hop tuy theo N ¢é mét chir sé 3 hodc cé hai chit s6 3. That vay :

Néu N ¢6 bén chir s6 3 thi tong cdc chit s6 3 + 3 + 3 + 3 = 12 khong
*hia hét cho 9. Néu N ¢6 ba chir s6 3 thi tong 3 + 3 + 3 + 1 = 10 khong
hia hét cho 9 hoac téng 3 + 3 + 3 + 2 = 11 cing khong chia hét cho 9.

Nhung theo bai ra N phai cé chir s6 3 vi néu toan la chit sé 1 hoac chu
50 2 thi tong cdc chir s6 sé nho hon 9 nén khong chia hét cho 9. Vay
~on lai hai truong hop :

1) N ¢6 mot chir s6 3. Khi dé N con lai ba chir s6 2 ta dugc céac s6 :
2223, 2232, 2322, 3222

) N co hai chi s6 3. Khi dé N con lai hai chit s6 1a 1 va 2, ta dugce cdc
sO sau : 1332, 1323, 1233

2331, 2313, 2133
va 3312, 3321, 3132, 3231, 3123, 3213.
Vay c6 tat ca 16 dap so.

Loi binh : Ban hay lay nam sinh cia ban tri di tong bon chi sé tao
‘hanh nam sinh dé. Tai sao lai duge hiéu la mét sé chia hét cho 9 ?

Goi s6 nam sinh cua ban la abed tie la 1000a + 100b + 10c + d (1)
long cdc chir s6 cua nam sinh laa +b +c +d (2)
[a lap hiéu (1) — (2) duoc : 999a + 99b + 9¢ = 9(111a + 11b + ¢)

Ro rang s6 nay luén chia hét cho 9.

l'a hay ghép cdc s6 hang cua téong T la lay thua lién tiép chdng han
2010 + 2010° dé lam xuat hién thira s6 chung 1 + 2010 = 2011, vi :

2010 + 2010° = 2010(1 + 2010) = 2010.2011
Ghép nhu vay ta duge :
T = (2010 + 2010%) + (2010”7 + 2010") + ... + (2010*"" + 2010*""")
= 2010(1 + 2010) + 20107(1 + 2010) + ... + 2010*""(1 + 2010)
2011(2010 + 2010" + ... + 2010*""")
luén chia hét cho 2011.
Loi binh :
Néu tong la cdc lay thua lién tié€p cua 2010 thi ta da chung minh duge
vong nay chia hét cho 2010 + 1 = 2011. Do d6 mét cach tong quat :
Néu tong la cac luy thia lién tiép cua n thi ching minh dugc tong chia
hét cho n + 1. Ching han téng 11 + 11° + 117 + ... + 11*'" luén chia
hét cho 11 + 1 = 12.

"
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Ta nhan thay rang :

Tong abe + bea +cab = 111ta + b + ¢) = 37.3(a + b + ¢) chia hét cho 37.
Do abe chia hét cho 37 tuc la (100a + 10b + ¢) chia hét cho 37 nén -
bea = 100b + 10¢ + a = 10(100a + 10b + ¢) — 999a.

S6 bi tru va sé trir déu chia hét cho 37 nén hiéu bea chia hét cho 37.

Téng (abc + bea + cab) chia hét cho 37, ma hai sé6 hang dau da chia

hét cho 37 thi s6 hang tha ba cab cung chia hét cho 37.

Vi du : S6 259 chia hét cho 37 (thuong la 7), ta cang c6 592 chia het
cho 37 (thuong la 16) va 925 chia hét cho 37 (thuong la 25).

e Lot binh :

Luu y riang sé gom ba chir s6 giong nhau aaa chia hét cho 37. vi

ana =a.111, ma 111 = 37.3 nén aaa = 37.3a luén chia hét cho 37.

Ngoai ra, s6 aaabbb cing chia hét cho 37. Tai sao ?

Vi aaabbb = 1000.aaa + bbb
1000.111a + 111b
111(1000a + b)

I

i

ma 111 chia hét cho 37 néen s6 aaabbb cang chia hét cho 37.

. Ro rang ba chit s6 p, q, r phai khdc nhauva gia st p<q<r.

a) Neup =1thir-q=1,tacé cdc sé sau day :
123; 124; ...; 189, trong dé chi c6 hai s6 123 va 134 la thoa man dé
bai.

b) Néup =2thir-q =1 hoac 2.
Véir—q=1thir=q+ 1chia hét cho q - 2, hiéu cua chang la 3
(@ + 1) — (q = 2) chia hét cho q - 2. Diéu nay chi xay ra khi q = :
hoac 5.

-
A

- Véir - q =2 thi (q + 2) chia hét cho (q — 2), hiéu cua chung la 4
chia hét cho q — 2. Diéu nay chi xay ra khi q = 3 hoac 4 hoac 5. V.
ta dugc cdc s : 234, 256, 245, 246. 268, trong dé chi c6 ba s¢ 245,
246 va 268 thoa man dé bai.

¢) Néu p = 3 thi tuong tu nhu trén ta duge bon sé thoa man dé bai la -
345, 347, 358 va 369.

d) Néu p > 4 ta sé dugc bén sé nia la : 459, 567, 589 va 7809.

Tom lai tatcacé : 2 + 3 + 4 + 4 = 13 (s0) thoa man dé bai.



13.

14.

15.

Lot binh :

Ta biét rang so pqr cé thé doi cho cac chir sd cho nhau va dude 6 so la -

pqr, prq, qpr. qrp. rpg va qrp.
Do dé néu déi chd cac chir so trong 13 s6 thoa man dé bai ¢ trén ta sé
dugc tat ca : 13.6 = 78 (s0).
Ta co6 thé phan tich nhu sau :

203=7T+29+ 1+1+..+1 = 7.29.1.1

1

167c/s 167c/s

Loi binh : Mot cau hoi dat ra : "Co so tu nhién nao khéng thé viét
dudgi dang via la tong via la tich cia moét vai sé tu nhién khdc ?"
Tra 1oi d6 1a cac s6 nguyén to.
Lién quan dén cau hoi trén la cau hoi sau :
"Tim cde gid tri tu nhién k sao cho dang thic

a, +ax + ... +a;, = d;.a..a;
thoa man vol cac gid tri cua a tu nhién”.

Ta thay ngay rang :

Véik =1thia =1
Véik=2thia =a,=2
Voik»2thid = 8= .58 =1, 8.4 = 2, ay = k.

Ta c6 thé viét : Xyz = Xy + yz + zX + Xz + ;; + Sf; dudi dang sau :
100x+ 10y +z =10x+y+ 10y +z+10z+x+ 10x+2z+ 10z +y + 10y + x
= 22x + 22y + 22z
=22.(x+y+2z) _
Do 22 la s6 chan chia hét cho 11, nén s6 xyz la s& chan chia hét cho 11.
Loi binh : "Néu chit s6 hang tram x = 1 thi s6 xyz béng bao nhiéu 2"
Theo trén néu x = 1 thi ta ¢6 : iy_z =22(1 +y + z).

Do fﬁ <200nén(l1+y+2)22<200.Suyral+y+z<10hayy+z<?9

Nhung 1yz chia hét cho 22 nén 1lyz chi c6 thé la : 110, 132, 154, 176,

798. Dai chiéu véi y + z < 9 thi chi con lai sé 132 1a thoa man (that
he: 132 =(1 + 3 + 2).22).

301 s6 phai tim la xyz. Do tich ba chit s6 cia né bing 0 nén phai cé

not chi s6 1a 0. Nhung 0 khong thé la chi s6 hang tram, 0 cung
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khong thé la chir sé6 hang chuc (vi y > z) do d6 chir s6 hang don vi z = 0.

S6 xyz phai chia hét cho 9 nén tong x + y cua ;;6 phai chia hét cho
9, tuc la :

X+y=1+8=2+7=3+6=4+05.
Vay s6 phai tim la : 180, 810, 270, 720, 360, 630, 450 va 540 (tat ca co
8 s8).
Loi binh : Néu bai ra la : "Tim s6 ¢6 hai chiz s6 ma tong hai chid so
do bang 10 va lay no tru di so viét theo thu tu nguoc lai se duve niot
s6 tan cung bdng 2" thi cdch giai nhu thé nao ?
Trudc hét ta c6 nhan xét : s6 c6 hai chir s6 ab (a > b) trir di so viét
theo thi tu ngugc lai ba ludn chia hét cho 9.
That vay : ab-ba = 10a+ b - (10b + a) = 9a - 9b = 9a - b) chia het
cho 9.
Do hiéu nay tan cung bang 2 nén hiéu phai bang 72. Suy ra tong hai
s6 la 110 va hiéu cua chung la 72. Biét téng va hiéu cta hai s6 ta tim
dugc ngay dé la s6 91 va sbé viét theo thi tu nguge lai la 19 (ré rang
91 — 19 = 72 va 72 chia hét cho 9).

Vi thuong 1a s6 ¢6 ba chir s6 nén cht s6 dau tién cua s6 bi chia la 9 va
s6 chia la s6 lé 91. Do dé phép chia 92%* cho 91 nhu sau :

92+ |91

91 {10
1=
1%

Phép chia nay chi thuc hién duge khi s6 1** la boi cua 91, tie la khi
1#% = 182

Vay ta c6 phép chia sau: 9282 :91 = 102.

e Loi binh : Sau day la bai todan tuong tu :

34

"Thay dau bing cha sé thich hop trong phép chia sau :

e sk ke ke 11
B * % * g
3
- *
0

Cidch giai nhu sau :
Boi cua 11 la s6 16n nhat cé hai chiu s6, dé 1a s6 99. Do d6 ta ¢6 so do
phép chia sau day :



17.

18.

99 9

S¢ ¢6 ba chit s tao bdi ba chir so dau cua s6 bi chia la tong 99 + 3 = 102.
Sc¢ duy nhat co dang 3* chia hét cho 11 la sé 33.

V:y ta c¢6 phép chia sau :

1023 |11
99 |93
33
33

0

Gi s ton tai mot bd ba s6 nguyén to lién tiép khac. Cac sé nay la so
nguyén to va khdc 3 nén khong c6 sé nao chia hét cho 3 (*).

G s6 nho nhat trong ba sé lién tiép dé la 3n + 1 thi sé tiép theo la
31 + 3 chia hét cho 3. Néu s6 nho nhat ¢6 dang 3n — 1 thi s6 cudi cung
cut bo ba nay la (3n - 1) + 4 = 3n + 3 ciang chia hét cho 3. Ca hai
triong hop deu mau thuan véi (*). Vay khong con ¢6 bd ba sé nguyén
to lién tiép nao nira, néi cach khdc by ba sé6 nguyén té (3; 5; 7) 1a duy.
nkat.

L¢i binh : Co thé giai thém bai todn sau :

“T'ch ciia ba s6 nguyén to co dang ab, ac va aa — 1 bdng bao nhiéu ?"

Tride hét ta tim so nguyén té c6 dang aa - 1. Trong tat ca cac sd ¢6 dang
az (nhu 11; 22; ..; 88; 99) chi c6 s6 aa =44 ma aa-1 = 44 — 1 =43 la
sdnguyén to. Suy ra a = 4.

Trng cdc s6 co hai chir s6 ma chi s6 hang chue la 4 tde la cac s6 40;
41 ...; 48; 49 thi ¢6 ba sé nguyén toé la 41; 43 va 47.

Véy tich : 41.43.47 = 82861,

S6 xyxxyx c6 thé viét : xyx.1001 = xyx.7.11.13. B

S6 xxxx ¢6 thé viét : xx.101 = x.11.101.

Th2o bai ra sé thd nhat chia hét cho s6 thit hai nén trong cdc uée cua
s6 thy hai ¢6 s6 nguyén té 101, do d6é phép chia hét chi thuc hién dugc
kh xyx chia hét cho 101. Diéu nay chi xay ra khi x.y = 0.

S6 x0x lai la boi cua 9 nén trong cdc s6é ¢6 dang x0x la bdi cua 9 chi
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co6 s6 909 la thich hop. Suy ra x = 9.

Vay thuong cua phép chia la 909.7.11.13 cho 9.11.101 1a4. 7.13 = 91.

Lot binh : Mot bai toan khac vé so ¢é ba chir s6 1a boi cua 9 nhu sau -
“Tim sd’,;;; la boi cua 9 trong do chu sé y lon hon chi s6 z la 4 va
tich x.y.z bang 0."

Bai ra cho tich ba chir s6 bang 0, do dé s6 phai tim phai c6 mot cha so
la 0. Nhung x khong thé bang 0 (vi nhu thé sé da cho c6 hai chir s6)
nén chi cé thé la y = 0 hoac z = 0. Do y 16n hon z la 4 nén sé phai tim

¢6 dang *40. S6 nay lai phai la boi cua 9 nén x phai bang 5.

Vay s6 phai tim la 540.

D. PO BAN GIAI PUQC

36

Biéu thi cac s6

. Biéu thi s6 65536 bang bén chir so 2.

. Biéu thi s6 1 bang :

a) ba chirso 1, 2. 3

b) tat ca muoi chi s6 (tr 0; 1;2; ...; 9).



§3. HANG NOU PHAN $© VOI CAC PHED TiNEH

I.

al

by}

)

b)

c)

b)

3 d)

L___._____M

A. KIEN THUC CAN NAM VUNG

Mo réng khai niém phan sé

[s

Nguoi ta gol T (vOl a, b ¢ L b = 0) la mot phan s6, a la tu va b la
mau cua phan so.

. ... .a _¢ A o
Hai phan so B va rl goi la bang nhau néu a.d = b.c.
) C

Neéu nhan ca tu va mau voi cung mot sé6 nguyén khac 0 thi duge mot
phan s6 bang phan so6 da cho.

Neéu chia ca td va mau cho cung mot uée chung thi dugc mot phan sé
biang phan so da cho.

Riit gon phan s6 va quy dong mau

Mudn rut gon mot phan s, ta chia ca ti va mau cho mot ude chung
(khac +1) cua chung.

Phan s6 to1 gian la phan s6 ma ti va mau chi ¢é ude chung 1a 1 va -1.
Muon quy dong mau nhiéu phan so (véi mau duong) ta lam nhu sau :
Tim mot boi chung cua cac mau (thuong la BCNN) dé lam mau chung.
Tim thua s6 phu cua méi mau (chia mau chung cho timg mau).

Nhan ti va mau cua mdi phan sé véi thira sé6 phu tuong ng.

Trong hai phan sé cung mau duong, phan s6 nao ¢6 tu 16n hon thi lén
hon. Muén so sanh hai phan sé6 khdac mau, ta viét ching dudi dang hai
phan s6 cung mau duong roi so sanh cdc t véi nhau : phan s6 nao co
tu lén hon thi Ién hon.

Cac phép tinh vé phan sé

Mudn cong hai phan sé cung mau, ta cong cdc ti va gid nguyén mau.
Muén cong hai phan s6 khdc mau, ta viét chung duéi dang hai phan s0
cung mot mau roi cong cdce t va gitd nguyén mau chung.

Mudn trir mot phan sé cho mot phan sé, ta cong sé bi trit voi so doi
cua so trir. '

Muén nhan hai phan so6, ta nhan cdc tu véi nhau va nhan cdac mau vdi
nhau.

Muén chia mét phan sé6 hay mot s6 nguyén cho mét phan sé, ta nhan
s0 bi chia véi s6 nghich ddo cua sé chia.
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B. CAC BAI TOAN PIEN HINH

10.

38

L.

. 2 » . - ~7 "7 N 8 2 2 «
Nhan tu va mau cua hai phan so = va 5 lan luot vé1 2, 3, 4, ... 8 ta

sé dugc nhimg cap phan sé mdi. Héi trong sé d6 c¢6 bao nhiéu phin sé

7 L 8 \ = i - ~ a”
16n hon 5 nhung nho hon > ma mau chi ¢6 1 chir s6 ?

Viét s6 100 dudi dang mét hén sé véi sau chir s6 9.

. 52367
Cho phan so
47633

. Hay tim s¢ n sao cho khi cdng mau véi no va lay
b el T el SR . U |
tu trir di né roi rit gon sé duge phan so6 tdi gian e
) A e 5 et e i T S .
Né1 phéan so Vi la téi gian néu a la s6 nguyén t6 thi ding hay sai ?
i e A e A ,.’ b % ~ o ~ ~
Cung hoi nhu thé vdi phan so Fr= va b la sé nguyén to.

. .. 123+246+4812+7.1421 a
Biét rang biéu thuc : = —.
1.3.56+2.6.10+4.1220+7.21.35 b

. . . A
Tim phéan s6 =
)

Viét phan so % dudi dang mot s thap phan. C6 nhan xét gi vé so
thap phan d6 ? Chi s6 thap phan tht 100 sau ddu phay la chir s6 gi ?

B o e 3 .. 1
Tim nam phan sé nho hon g va 16n hon £y

Cho hai phan soé —§§-— va ———8— Tim s6 nho nhat ma khi chia cho moi
396 297

phan so6 ta duge cdc s6 tu nhién.

. : . g N % o ; ; . |
. Tim hai phan sé biét rang hiéu cua chiung bang 445 va néu tang

phan so bé lén 7 lan thi hiéu sé bang 10%.

Phai chia 5115 qua cam thanh bao nhiéu phan dé phan thg nhat bang

1 ; ; . - 1 . : ;
5 phan thua hai, phan thya hai bang = phan thu ba, phan thd ba bang

1 R . e x ] L . 5 .
5 phan thua tu, v.v..., biét rang theo cdach chia nay thi phan thd nam

duoc 80 qua cam.



11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

.z S 4T 4747
So sanh hal phan s6 — va
i

. Rdt ra nhan xét dé chung to rang

«

61 . 61061
va ;
411 411411

tar sao hai phan sé sau lai bang nhau :

Tinh nhanh cdc biéu thic sau :

1 1 1 1 1 1 1 1

a) — +

20 30 42 56 72 90 110 132

+ b— — p —  —— o ——

4 4 4 4 4

b) —— + 4 +

57 79 911 5759 5961

Tinh nhanh :

120 - 1.40‘5.1.20.—1- - 20
M = 2 5 4 .
1+5+9+...+33+37+41’
N = 10101, 6 5 6 - _ é .
111111 222222  3.7.11.13.37

Chung to rang biéu thic :

[1) 12 12 12 3 3 . 3 N 3 \I

VoAl S vl S s il -y e e -

564‘{ 7 25 71 13 "o To1| 124242423
.44 4 5 5 5 | 237373735
| B g i e s e 54 — 4+ — 4 —

L7 25 T 13 19 101

co gid trl 1476.
Mau cua mét phan sé lén hon tu la 14. Sau khi rat gon ta duge phan

SO

. Tim phan s6 khi chua rat gon.

Hai ba A va B mua hai ré xoai. Ré cua ba A con thiéu 4 qua thi bang
l sO xoai cua hai rd. Ro cua ba B bang % s6 xoai cua hai ré va thém
9] ’
16 qua. Hoi cdc ro xoai cua hai ba mua ¢6 may qua ?

C6 ba voi nude cung chay vao mot cdi bé. Néu md voi thi nhat va voi

’ sy Py 2 3 A ~ ) . i ' & P
thia hai cing chay trong 6 gio thi day -5— bé. Néu md voi thi hai va thu

ba cung chay trong 5 gio thi day ™ bé. Néu mo voi tha nhat va voi

«

thu ba cung chay trong 9 gig thi day 1 bé. Hoi néu md ca ba voi cung
chay vao bé thi sau bao lau bé sé day nuée ?

oy



18.

19.

20.

21.

22,

23.

Tinh gia tri cua biéu thice : 1 +

Ban Nguyén di xe dap tu A dén B gom mét doan lén déc, mot doan

. : ) < v N P A S
nam ngang hét 2 gig va luc tro vé hét 1-6— g1o. Van toc khi lén doc la
8km/h, khi xuéng déc la 18km/h va trén doan nidm ngang la 12km/h.
Hoi quang dudng AB dai bao nhiéu kilomét ?

Tinh gid tri cua A biét ring :

A‘64.[ 1,07 =(3,75;}_+2-2—.1,25 -—(1.0,8~1,2:iﬂ.
2 4 5 2 2)

Tim gia tri cua p dé phén so bang mdt s6 tu nhién.

p-3

Cho cdc phan so 1 L1 - L

1’2 3 T p-2 p-1
cong ching lai, hay ching minh rang néu p la s6 nguyén t6 16n hon 2
thi tir cia phan sé tong tim dugc chia hét cho p.

. Sau khi quy dong mau va

Tim bén s6 nguyén duong p, q, r, s sao cho :
1 1 1 1

— 4 —+ =+ —==1.

P q r S

C. CACH GIAI VA LOI BINH

1.

1
"(\’

Luu y rang z < §-, tir dé 7.2 < 8'2, r o 8'3, s 2—8— 2 §—§ Chi can
9 9 92 92 93 93 9.8 9.
.y ; = 14 | 8. ‘ . . 15 5
tim phan s6 ndm gita LE = L va B2 = ~1—§ d6 la phan s — = -
9.2 18 92 18 1& 6
ma mau chi ¢é 1 chix s6, v.v...
i RS WU, (ERPE -
Ta hay nhan ti va mau cua 5 va —
e S . BE s R v 22 &
vdi 3 duge cap phan s6 — va -25- ca hai phan sé nam giga 22 va 23
27 27 24 27

déu tdi gian, nén khong thé rit gon dé c6 phan sé ma mau chi c¢o 1
chir sé; '

[ L X

” : s~ 28 5 Fisg o . 3(C .
v6il 4 duge cap phan s6 — va —, tur d6 tim duge phén s6 L = —, (da
36 36 36

Do

xét 0 trén);



o R R | . .36 4
vO1 5 duge cap phan s6 — va —, tu dé tim duge phan s6 — = —
45 45 45 O
: . 42 48 . . - 45 b
61 6 duge cap phan s6 — va —, tu d6 tim duge phan so6 — = —, (da
54 54 54 6
et o tren);
B . .49 b6 .. . .. b4 6
\G1 7 duge cap phan s6 — va —, tur do6 tim duge phan s6 — = —;
63 63 63 7
iy i} . .56 64 . . .60 5
\01 8 duge cap phan s6 — va —, tu do tim duoc cac phan s6 — = —
72 72 72 6
e W aEw g OO T
(da xét o trén) va — = —.
2 8
4 5 6 7
fomn lal tat ca ¢6 4 phan sé thoamandée baila: —, —, — va —
5 6 7 8
Loi binh : Xét thém bai toan sau :
g N . . g 11 4 -
Fim ba phan sé theo thu ty bang ba phan sé6 —, 50" 75 sao cho hicu

cia mau va tid cia moi phan sé déu bdang nhaw, ngoai ra hiéu do co
ga tri nho nhat’. '

¢ day ¢6 hai yéu cau : hiéu bang nhau, hiéu dé cé gid tri nho nhat.
luu v la ba phan sd da cho déu téi gian nén cdac phan sé phai tim déu

o dang : 2 S5k ¢ 1lm e 4n
ST b 8k'd 20m g 156n

Theo dé bai ta phaieé :b—-a=d-c =g~ e, va cdac hied nay phai co
gd tri nho nhat.

Mhuthé ;. 8k — 5k = 20m ~ 11m = 15n — 4n,
hay 3k =9m = 11n = P. véi P = BCNN(3, 9, 11) = 99.
Suyra: k=33, m=11,n=9

165 121 . 36

\ay ba phan so phai tim'la : —, — va —.
264 220 135
Truge hét ta nhan xét rang 100 = 99 + 1. Nhu thé con thiéu bon chir

; . . 99
£ Y ma ta c6 the thay 1 bang phan so 5"

Vay : 100 = 99 + gg = 99?—?.
99 99

101 binh : N&u bai ra yéu cau "viét so 55 dudi dang mét tong voi nam
it so 4" thi viet nhu thé nao ?

Tuong tu nhu trén, ta nhan xét rang : 55 = 44 + 11. Nhu thé con thiéu
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ba chit s6 4 nwa, do dé phai tim cach viét 11 dudi dang phan so vgi ba
44
™

chir s6 4. Cach viét nhu sau : 11 =

44

L . c e . 1T :
. Ta nhan thay rang vdi phan sé6 to1 gian 23 thi tong 17 + 83 = 100.

22 36; thi tong 52 367 + 47 633 = 170 000.. Ta

Con vdi phan so da cho e
7

lai biét thém rang : Tong cua t& va mau cua phan sd da tho khidng
thay déi néu ta trir t di mot sé bat ki va cong sé dé vao mau

Ta cé: 100000 : 100 = 1000, day la s6 ma phan s6 thu duce phai rit
gon cho né dé ducce dang toi gian.

1000.17 = 17 000, day la tu cua phan so thu duoe, dc do :

n = 52367 - 17000 = 35 367.

52367 - 35367 17000 17

Thu lai : ——— = — = —.
47633 +35367 83000 83
e g e e . . 203 P . .
Loi binh : Néu bay gio “cho phan sé o va yéu cau tin s6 m de
X . 203 +n . . . PRS- o DAL
phan s6 ————— sau khi rut gon sé cho phan sé toi gian =" thi céch
605 ~ n 5

giai nhu thé nao ?
Trude hét ta tinh tong cua tu va mau cua phan sé da cho duoe
203 + 605 = 808.
Khi cong vao tu déng thoi tru di mau mot sé nao dé thi ténz cua tud va

mau khong doéi, ma téng cua tu va mau cua phan soé téi gian — la :
' 5

3+5=8=808.
Nhu vay ta da riat gon phan so cho s6 808 : 8 = 101 dé dugc phan s :
3 3101 303

5 5101 505

. 203 + 10 30:
Sy ra soé n = 100 (vi u~——i————-2:~_—~3~.
605 - 100 505

. Vo' phan so6 i ta hay lay a = 2 duge phan so 5 khong phai la toi

gian, nhung néu lay a = 47 thi duge phan s6 — = — lai la td gian..
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Vi phan so LN ta hay lay b = 5 thi duge phan sé = — la toi
175 176 35

. . .7 1 )
lan, hoac néu lay b = 7 thi dugc phan s6 — = — cang la té1 gian.
g . y jc p 75 = 35 cing g

Lot binh : Cho phan so 3 to1 gian.

a) Néu cong them 1 thi co duoc phan so tor gian khong ?

b) Phan so bu voi né dé thanh 1 co t6i gian khéng ?
Néu phan so % tdi gian, tic 1a UCLN(a, b) = 1 thi :

a+b

a; Phan so %+ 1= cung t6i gian, vi UCLN(a + b, b) = 1;

a b-a

b) Phan so 1 - _l; = cing toi gian, vi UCLN(b — a, b) = 1.

Vi du : Véi1 phan so té1 gian — taco: phan so6 = +1= = té1 gian va
: 5

phan so 1 - —g— = 5 cung to1 gian.

Co thé ching minh rang diéu nguge lai khong thé xay ra nhu sau :

Gia su -b—;%a khong toi gian, tdic la — 4 ¢6 thé rat gon cho k > 1, khi

dé b —a =km, vab =kn (véi m, n tu nhién va n > m). Suy ra :
b-(b-a)=k(n-m), hay a=k(n-m).

Theo trén thi b = kn va a = kin — m), tiic l1a a va b cung chia hét cho

k > 1, diéu nay vo li vi theo dé bai phan so % la toi gian, tuc la

....'i =
~ la

UCLN(a, b) = 1. Vay diéu gia su trén la sai, do dé phan so
phan so toi gidn.
. ~ ’ -~ ~ " w’: -~ a’ a N Al . oy -~ Y "7
Ngoai ra, can luu y thém la : "Néu phan s6 — la téi gian thi phan so
b
ddo nguoc — cung toi gian”, vi UCLN(a, b) déu biang 1.
a

. Van dé chi la dat thua so chung ¢ tu va mau dé trong ngoac dugce biéu
thie giong nhau o ca tu va mau, sau dé rat gon.

P
123.1+222+444+777) 123 2

Ta ¢6 ¢ L = = —,
1.35(1+222+444+77.7) 135 5
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1.2+24+36+48+5.10+6.12

e Loi binh : Voi biéu thic thi rut

3.4+68+9.12+12.16+ 1520+ 18.24

gon nhu thé nao ?

. 112+8+18+32+50+72) 1

Ta co : = —.
6(2+8+18+32+560+72) ©

Khi chia 1 cho 7 ta dugc s6 thap phan vé han tuan hoan véi cau ki
gom 6 chu s6 1a (142857).

Vi 100 = 6.16 + 4 nén chir s6 thap phan tha 100 sau ddu phay chiah la
chir s6 thu tu cua chu ki, tic 1a chir s6 8. )

Loi binh : Néu cau hoi la : "Chiz s6 thap phan thi 2012 la chat s6 o 2

Ciung hdi nhu thé voi phan s6 —.
' 7

Cach giai sé nhu sau :
Vi 2012 = 6.335 + 2 nén chu s6 thap phan thd 2012 sau dau phay la
chir s6 thu hai cua chu ki, tie la chir sé 4. ’

V61 phan so = ta lam phép chia de doi né ra s6 thap phan vo han sau

18 | 7
40 |2,67142857...
50
10
30
20
60
40
50

Két qud ta dugc s&thép phan vé han tuan hoan véi chu ki gom 6 chi
s0 la 571428. Theo trén thi chi s6 thap phan tha hai sau dau phay la
chit s6 thu hai cua chu ki tire la chir s6 7.

Trude tién ta nhan xét rang :

. 1 3 ... 1 1+43 3 1 4 3
Néu — < — thi =< <— hay — < — < —:
5 8 5 5+8 8 5 13 8
1 4 1 1 : ; : B
Xét = < — taco = < — 1 < 3 ta dugc phan sé thi nhat —9»
5 13 5 5+13 8 18
. .. 1 5 s . 5
Lai xét — < — ta duge phan so thya hai ik = 6 ;
5 18 5+18 23 N
Xét tiép x < -6— ta duge phan sé thu ba L K ;
5 23 5+23 28



17 5 om 1+7 8
Lai xét — « ~f- ta duoc phan so thu tu - i !7 = —
5 28 5+28 33
o1 8 S 1+8 9
Xét tiéep — < — ta dugc phan sé thu nam = —.
§ 33 5+33 38

Loi binh : Xét thém bai todn :

. : . .. 368972 368975 ,
So sanh hat phan s6 ——— va —————.
\ 764797 764 864

Cac phan so da cho kha lon, nhung néu ta dat a = 368972 va b = 764 797
thi duge phan so thu nhat o con phan so thu hai la —.

Cuoi cung
D b +

chi can so sanh hai phan so nay bang cach xét hiéu cua chung, tue la
) ... a a+3 Ta-3b
xét hiéu — - - ‘
b+7 bb+7)

Ta c¢é - 7a > 7.360 000 = 252.10 000, con 3b < 3.770 000 = 231.10 000.

a-+J3
b+7

Nhu vay 7a > 3b, do dé phan so T I6n hon phan so

. Ta ¢6 : BCNN(35, 28) = 140 va UCLN(396, 297) = 99.

: . . 140 .. . , & e ;
Do do phan sé 59 la s6 nho nhat trong tat ca cdc s6 ma khi chia no

S, 1w e w8 . 28 . .
cho moi phan so va ta dugc cac so6 tu nhién.
396 297 .
1 35 14 2
That vay ta co : —iq : . =10 va -—-9 ; __-8-. =
99 396 99 297

L¢i binh : Néu déi bai ra nhu sau :
i ; A P Sy . i’ S o gy o T :
Cho hai phan so o va Erg Tim so lon nhat ma khi chia moi phan

sd cho s6 dé ta duve cdce sé tu nhién.” thi cach giai tuong tu sau day :
BCNN(35, 15) = 105; UCLN(S, 18) = 2.

Do dé ta ¢6 so 16n nhat la phan s6 —— ma khi chia méi phan sé do

cho no ta duge cic s6 tu nhién.

That vay : —E—3~:-~2——:‘8 va l23:—-2—:2'7.
15 105 35 105
9. Hi¢u hai phan sé da giam di 89 143 %= 624 - 143 = 480 = 240 khi
2 14 14 14 )

. o R ... 240 . . o
tang phan so bé 1én 7 lan, tdc la — bang 6 lan phan so bé.
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10.

11.

240 40 5

Vay phan so bé la: =—:6 = — =5—.
7 7 7
Phan sé 1én la : ol + 22 = 29 +bep = L4 = 50—:1.
7 2 14 14 14

Loi binh : Néu déi bai ra la :

Tim hat phan so biét rang hiéu cua ching bang 10 ra néu ting

~ A’ ‘ A ~ % . L 75
phdan sé lon lén 5 lan thi hi¢u bang

" thi cach giai sé nhu sau :

7 " : 5
Hiéu da tang lén : 1o, {155 khi tang phéan sé 16n lén 5 lan, tic
10 10 10
7 ; y ) ; 18
la 744 bang 4 lan s6 16n. Do dé phan sé6 Ién la : Gl 4 = G
10 10
S o o zam . 496 T L1789
va phansé béla: — - — = —.
10 10 10

Do phan thit nam cé 80 qua cam nén phan thd tu c6 80 : 2 = 40 (qua),
phan thi ba c6 40 : 2 = 20 (qua), phan thi hai ¢6 20 : 2 = 10 (qua) va
phan thd nhat ¢é 10 : 2 = 5 (qua).

Tuong tu, phan thd sdu trg di ¢6 160 qua, 320 qua, 640 qua, 1280 qua,
2560 qua, 5120 qua, v.v...

Riéng phan thd 11 ¢6 5120 qua lén hon sé qua 5115 da cho nén khong

thé chia thanh 11 phan duge. Ta thi xem cé thé chia thanh 10 phan
hay khong. Ta c6 :

5+ 10 + 20 + 40 + 60 + 80 + 160 + 320 + 640 + 1280 + 2560 = 5115 (qua).
Vay s6 cam duge chia thanh 10 phan va phan thi 10 nay cé 2560 qua cam.
Loi binh : Co thé giai cach khac nhu sau :
Goi s6 cam ¢ phan thi nhat la ¢ thi ta ¢6 tong :
¢+ 2¢ + 4c + 8c + 16¢ + ... = 1023c.
Trong téong nay, ké tir s6 hang thir ba déu bing téng cdc s6 hang ding

1023c + ¢

truéec né cong thém c, do do sé hang cudi cung la = §le.

Kéo dai day so ¢, 2¢, 4c. 8¢, 16¢, 32¢, 64c, 128c, 256¢, 512¢ ta sé dugc
512c¢ la s6 thu 10.
Vay s6 cam duoc chia thanh 10 phan.
MC : 7373. ma 7373 = 73.101. Do nhan xét dé ta cé :
4747  47.101 47

7373 73.101 73




- . i B oasl 61 61.1001 61061
'uong tu ta co thé viét : B = .
' 411 411.1001 411411

e [.oi binh : Dua vao nhan xét tren,

31 3131 . b4 54054054

hayv so sanh hai phan s6 —;

va hai phan sé

77 7777 455° 455 455 455

Ta co :

12. 2) Ta hay biéu dién méi phan s6 thanh hiéu hai phan sé nhu sau :

111111

— - = =——=; V.V...

20 4 530 5 6
Nhu vay tong da cho ¢6 thé viét :
L1111 1 11

—_—t — o —  — + —
90 30 42 56 72 90 110 132
1 1111 1.1 1.1 1.1 1 1 1 1
zZ —-— 4 ———t— =t = - — = — = — - — — = — f —
4 5 5 6 6 7 7 8 8 979 1010 11 1
b1 3-1 2 1
T4 12 12 12 6
b) Tuong tu nhu trén ta co :
4 4 4 4 4
#+: + g +
57 7.9 9.11 57.59 59.61
_ 2.2 2 2.2 2 2 2 2 2
S s T T 9 e 11T 57 59 9 61
o2 2 122-10 112
5 61 305 305

e Loi binh : Dua theo cach trén, hay tinh cdc tong sau :
i .1 -4 1 J
¢ —t -t — L —t—
2 & 12 72 90
1.7.9+3.21.27 + 5.35.45 + 7.49.63
1.3.5+1.9.15+5.15.25 +7.21.35

al

Ta ¢o .

¢) Thay — = — - l -é = L l, biéu thite da cho tré thanh
1111110 1 1 19
1 2 2 3 3 4 9 10 10 10
1,79.01+3.88+555+7.0.7) 179 _3
1.3.7.1+3.33+555+7.7.7 137

3131 31101 31 54054054  54.1001001 54
777

7 77.101 77 455455455 455.1001001 455

1

12

47



13. Ta co theé viéet :

120—(1- )(520)l4 -1-3_20
M < L2 5 L4 B 120 - 100 - 20 G
. 1+5+9+..+33+37+41  1+5+9+ +33+3:+1I
10101.6 10101.6 10101.7
111111 222222 111111

10101.12 +10101.6 -10101.14

Y

Quy déng mau : 222 222 dugc :

222092
Tay N:—l—gm}fg—l_—(12+6w14) 101014 4 2
222 222 222222 22 11

(vi 222 222 = 22.10 101).
e Loi binh : Tuong tu, "tinh nhanh .
1 4 1 _12010_52012_ 5 ;
2011 2013 2011 2013 2013
b) @ = 8006.80 058 005 — 8005.80 068 006."

Ta ¢6 cach giai sau :

)l P= 3

1 1 . oo .
a) Dat =m, —— =N ta co ngay gia tri cua P bang :
Y2011 2013 B SES ;

]O
(Jll

b) BPat 8005 = p thi 8006 = p + 1. Biéu thic Q ¢6 thé viét gon nhusau :
Q =(p + 1).10001p — p.10001(p + 1) = 0.
Vay Q =0.

P=B3+mi4+n)—(2-m)6-n)-5n=10m, tiicla P =

: R U 12 e s 1 ..
14. Trude tién luu y viét moi phan s6 nhu % thanh mét tich 12.—7—. Ngoai

ra can rut gon phan sé cudi bang cach van dung tinh chat chic hét dé
viét ti va mau thanh mot tich roi rat gon né :

124242423 341414141 3411010101 3.41

237373735 5.47474747 5.47.1010101 5.47

Véi diéu luu y trén ta lam phép tinh nhu sau :

/ N E
f121 1. 1 1) 31(1¢_1_w__1_+ 1 w
_ 7 25 71, . 13 19 101)| 3.41
5()4 g !
| 1 1 = 1 1 1 \;g 547
41+ Blle—r—+—]|]
"7 25 71 .13 19 101,
(12 3% 3.41 11
= 564 2. 21220 _ 1247522 © 12341 = 1476.
L4 '5) 547 5.47



e Loi binh : Tuong tu nhu trén, ta cé bai todn :

Chung to bicu thic :

[ 12 12012 12 e 5+5+5‘\
| S o s S 4 — T
ST 7 289 85 13 169 91| 505505505
158. : :
4 4 4 6 6 6 | 711711711
g - = = ——— 6+ —+ —+ —
7 289 85 13 169 91

0 gid tri 404."

. . ) ... .. .. 505505505 505.1001001 505
“ung nhu trén ta tinh gia tri phan so = = ’
' 711711711 711.1001001 711

01 tinh gia tri cua biéu thuc trong ngoac bang cach luwu y dén dac diém
‘ua tu va mau dé co6 thé tinh nhanh. Ta c¢6 biéu thice trong ngoac bang :

( \
121—1—i-iJ 5(1+—1—+—1-+i\
7 280 8) 12 _, 13 169 91) 5

( \ o4 1 1) 6

1}]——1—-~——1—-*—L% 2 6(1+—1~+———+—) ©

\ 7 289 85 13 169 91/

4
Ue la biéu thae trong ngoac c¢6 gia trila 3 : A S.E = }E
6 5 5
Vay biéu thice da cho bay gio tré thanh :
158.—1;§~ 505 _ 79.2.9.2.5.101 _ 99101 = 404,
&5 Til 8.9.79
15i. Hiéu s6 phan cua mau va tu la : 1000 —- 993 = 7.
. pos , AE e
Suy ra tu la : — 993 = 1986.
7
x s 14
Mau la : — 1000 = 2000.
{
, ) 19
Vay phan s6 khi chua rat gon la : 86.
2000
Thu lai : mau hon tu la 2000 — 1986 = 14, sau khi rit gon cho 2 duce
... 993
ohan sd ¥
1000

v Lori binh : Sau day la bai todn tuong tu :
‘Mau cia mot phan sé lon hon tu la 3521. Sau khi rit gon ta duoc

han so 'Th Tim phan so khi chua rut gon”.

la giai cdach khac nhu sau :

Fa co s do minh hoa bai ra :
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16.

—t—t+—+—+—— (miu 11 phan)
-

gon 1591 (tu 4 phan)
I'u

. ; 4 . )
Trude khi rat gon phan sé6 da cho c6 dang Hli_ (k tu nhiéa). Vi vay

néu mau duge chia thanh 11 phan bing nhau thi ti bang 4 phan do,
va hiéu gida mau va td bang 3521 va bang (11 — 4) phan dé.

3521

Suy ra tu phai tim la : = 503.4 = 2012.

Mau la : 2012 + 3521 = 5533.
2012
5533

(Thu lai : mau hon tu 1a 5533 — 2012 = 3521, phan sé rut gon cho 503
2012 503.4 4
duoc =

5533 503.11 11

Vay phan sé phai tim la :

Ta ¢6 so d6 minh hoa bai ra nhu sau :

Hai ro xoai A " + +
Ro ba A w—~—4 |
T
16 qu

w2

o xoai dro baBla: 16 « 2 + 4 = 36 (qua)
So xoai G roba Ala: (36-4):4 -4 =4 (qua)

Loi binh : Tuong tu ta giai bai toan sau :

Ba ba A, B, C chung nhau mua mot thing tdao. Ba A mua '} SO tdw va

8 qud, ba B mua — s6 tdo con lat va 8 qua ba C mua = $0 tao cont lai

lan thu hai va 8 qua cudi cung. Hoi méi ba da mua bao nhiéu cuct taor 2"

Ta ¢6 so d6 minh hoa bai toan :

Sa qua tao y ‘: - = |
S6 tdao ba A mua ~ -- _____:f_qiua

Sa tao ba B mua . ‘_____:_ff_ﬁya

SO tdao ba C mua »__4-“__-4

12/3 $6 tao

.......................

2/3 86 tdo



17.

Loar toan nay khi giai phai tinh nguoe tu dudi lén, tidc la tinh tu so
tao ma ba C mua cho dén sé tao ba A mua.

S6 tao con lail sau khi ba B mua la : 'y = 12 (qua)

Sé tao ¢ lae dau (khi chua mua ban) la : (3—0%—@3 = 57 (qua)

Viay ba A da mua 57 — 30 = 27 (qua), ba B da mua 30 - 12 = 18 (qua)
va ba C da mua 12 qua.
(Thu lai: ba Adamua (57 :3)+ 8 =19 + 8 = 27 qua,
ba B da mua (57 - 27):3 +8 =10 + 8 = 18 qua
va ba C da mua [67 - (27 + 18)]: 3 + 8 =4 + 8 = 12 qua).

i 2 - g B 3 . ) . s N P 3 - . ~
Biet voir I va voi Il cung chay trong 6 gio thi day " bé thi hay tim

xem trong 1 gio hai'voi lam day duge bao nhiéu phan bé. Tuong tu tim
xem trong 1 gio voi II va voi III, voi I va voi III lam day duoc bao
nhiéu phan bé. Tu dé tinh duge ca 3 voi trong 1 gis lam day duge may
phan bé, suy ra thoi gian ca 3 vdi cung chay lam day bé. Do dé ta c6
cach giai sau :

1 "

Trong 1 gio hai voi I va II chay vao duge g— 16 = e (bé);

—

. NN . L 7 7 .
Trong 1 gio hai voi II va 111 chay vao duge — : 5 = — (bé);
12 60

Trong 1 gio hai voi [ va 11l chay vao duge % 9= Ilﬁ (bé).
Trong 2 gio ca ba voi chay vao duge :
1 7 1 6+7+5 18 3

— =2 = (bé).

10 60 12 60 60 10

Trong 1 gitr ca ba voi chay vao duge : k.3 12 = ] (bé).
10 20

Thoi gian ca ba voi cung chay lam day bé trong : 1 : 5-3(-)- = 6% (gid).

Laovi binh :

a) Neéu cau hoi bay gio la : "Néu voi thi ba chay mét minh thi sau buo
[au sé day bé ?" thi cach giai nhu shu :

‘ 3 1 .
Trong 1 gi0 voi [II chay vao dude — - — = — (bé). Vay thoi gian
=5 y 20 10 20 44 5

ma voi III chay mot minh lam day bé trong : 1 : —2}6 = 20 (gi0).
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b) Mot bai toan khéac tuong tu :

"Ba té cong nhdan cung rdi nhua mét quang duong. Néu to I va to 11

cung lam trong 9 gio thi rdi duoc = qudang duong; néu té Il va to
I cung lam trong 5 gio thi rai duoc I quang duong. Néu to 111

va to I cung lam trong 6 gio thi rai duoc . quang duong. Hoi néu

ca ba to cung lam thi sau mdy gio se rdi nhua xong quang duong ¢"
Trudc hét ta phai tinh xem 1 gio thi t6 I va té I, t6 II va to III, ta
III va t6 I theo thu tu rai nhua duge may phan quang dudng. Tu do
trong 1 gio ca ba t6 cung lam duge may phan quang dudng dé di tai
thoi gian can thiét dé ca ba to hoan thanh cong viéc.

. . X cr ir s 3 A
Do to I va t6 II cung lam trong 9 gig thi rai duge " quang dudng.

vay trong 1 gid ca hai toé rai dugce g 9= -1 (quang duong).

—

Tuong tu, trong 1 gio to 1l va té6 1II rai duge o :5 = (‘316 (quang

dutmg), t6 I1I va to I rai duge fg— G = ~1—16 (quang dudng).

Viy ca ba t6 cung lam trong 1 gid sé rai dugc :
1 7 1 5+ 17
( ] g 9tT+ 6

12 60 10 60

3
: 2 = — (quang dudng).
20 q g g
Tir d6 suy ra cd ba to6 cung lam thi sé hoan thanh cong viéc trong
3 20 2
thoi gian 1 : — = — = 6— (gid) hay 6 gio 40 phuat.
g 50 3 3 g yosg p
18. Day la loai toan "bac thang” ma thuc chat la thue hién cac phép cong
va chia phan sé.

Biéu thue da cho lan lugt bang :

1+ 1 :14_____1_,,_:1+ 1
1+ 1 1+ 1 1+ 1
1+ : 1+—1— 1+—:i
3+1 4 4
3 3
= 1+ - =1+ 1 =1+ 1
1+ 1 1+—1~ 1+—
4+3 7 7
1 4
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= 1+_,1 f:1+-1—:1+—?—:11+7=}-8-:ll
/[ +4 -1_1 11 11 11 11
T 7
o L&i binh : Tuong tu, "hay tinh gia tri ciia biéu thie sau :
2 + . ;
1+ 7
1+ 7
3+ —
4
Ta lan luot o6 :
2 + ! ; =2+ ! g 2 + 1 :
1+ 7 1+ ] 1+ 1
1 1+— 1+ —
1241 13 13
4 4
= 24 - =2+ d =2+ !
i 1 13
1+ 1+ — 1+—
13+4 17 17
13 13
- 24t =2+ =24+l 0ll
17 +13 30 30 30
17 17 |
19. Goi quang duong luc di lén dée la AM, lic vé xuéng doc la MA. Ta c6
- .
hi¢u thoi gian lén doc va xuéng doc la @ 2 - -151- =—;— gid = 50 phut.
Trén cung quang duong AM do6 thoi gian ti nghich véi van téc nén :
: £
LTI SN S v a9

Suy ra thoi gian di lén doc la : 50.% = 90 (phut)

Quang duong AM lén doc la : 8. —Z% = 12 (km)

Thoi gian di trén doan nam ngang la : 120 — 90 = 30 (phut)

Quang dudng nam ngang MB la : 12. -g-g- = 6 (km)

Vay do dai quang dudng AB la : 12 + 6 = 18 (km).
e Loi binh : Néu doi bai toan nhu sau :

"Quang duong ti A dén B gom mot doan lén doc AM va mét doan xuong
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20.

doc MB. Thot gian di tw A dén B heét ]}—5 gio va trg ve het 7; &10.
Bict rang van toc khi len doc la 12km /[ h va khi xuong doc la 20km /1,
tinh quang duwng AB." thi cach gial cung se¢ tuong tu.

That vay, ca di lan vé quang dudng lén déc M

la AM + BM va quang duong xuéng doc sé /\\\

la MA + MB, hai quang dudng nay bang A T~
nhau vi cung bang AB.

L. >y T F il e - n tién vxumlg
Do thoi gian ti 1é nghich véi van toe nén : = =
J t

— (6o
NS
i
o

Xuong Vien

P

s 7
Thoi gian ca di lan vé heét : 1; + 1—15 = 3% (gi0) = 200 phut.

Suy ra thoi gian xuéng déc lic di va vé la _z__g_(_)_ .3 = 75 (phut).

20.75

Vay quang duong xudng doc, tiuc la quang dudng AB la : = 25 (k).

Ta tinh gid tri cua tung veé.
/
V& phai : A‘64.(ll + 0,75) = A.64,[1-% g 3). AGaY - A.144.
\ Ry 4
. S IR S &
Vé trai 375:—+2=125-|-.08-1,2: E]
4 5 J \2
3. 3. 12 5) (7 4 122j
- 3_:..__',.___._ B T I B 00
4 4 5 4/125 10 .3
5 \ 4 4\
= .1_‘1.3.;.3!‘«-{_1—_1‘.::(15+3}-2=16.
.4 1 ) \5 5)

Vay tacod @ A 144 = 16. Tudo: A=16:144 = %

Loi binh : C6 thé giai thém bai todn tuong tu sau :

"Tinh gia tri biéu thuc

[ )
l375.1 42 (__+0,).____)2“1H.
=2 150 e TS,
4 E ,{i 2.4 1,05 + 0,95 '

! 5 ..y

Cach giai nhu sau :

Tinh gid tri caa biéu thic trong | | trude, ta o :



4.95: g5 0.2 2+diU-4 Lo 5

3 10 60 7 _15-2 3 13 5 47
21 2 4 2 T2 2 2 8 8
5 7 5

[a hay bién doi phan so da cho thanh mdt s6 tu nhién cong véi mot
vhan so nhu sau
3p+24 Bp-9+33 3(p-3) 33 3 33
= a2 = + g
p-3 p-3 p-3 p-3 p-3

phai la sé tu nhién, nhu thé

Do 3 da la so tu nhién nén phan so

p - 3 phai la ude cua 33. Cdc ude cua 33 1a 1; 3; 11 va 33.
[aco: p-3=1 khip=4
p-3=3 khip=6
p-3=11 khip=14
p-3 =33 khip =36
Vay khi p bang 4; 6; 14 va 36 ta lan luot c6 cde s tu nhién sau :
54424 .. 36+24 42

= 36; = 14;
4 -3 6-3 3
3.14 + 24 - &: 3.36 + 24 132 _4
14-3 86-3. 33 ...
Hoac thay p — 3 vao 3 + 2 duge 3 + 33 = 36; thay p — 3 = 3 dugce
P
3+ 11 = 14; thay p - 3 = 11 duge 3 + 11 = 14 va thay p - 3 = 3 dugc
3+ 33 = 36). .
o Loi binh : Tuong tu ta c6 bai toan sau :
C
Tim t dé phan so T = St la s6 tu nhién."”
4¢ + 3
Ta lam nhutréen va co . T = w =2+ 33

4t + 3 4t + 3

Muon T la so tu nhién thi phan so phai 1a s6 tu nhién, tic la

t+3
4t + 3 phai la udc cua 43. Do 43 la s6 nguyén td nén né chi c¢6 hai uge
la 1 va 43. |

Voidt +3 =1 thi T=2+43=45

VGidt +3=43 thi T=2+1=3.



22. Trude tién ta thay rang néu p la so nguyén toé lén hon 2 thi p - 1 1a so

06

chdn. Ta cé thé tinh tong cdc phan sé da cho bang cach nhém s6 hang
dau vdi s6 hang cudi, s6 hang thi hai v6i s6 hang ngay trude sd hang

cudl, V.v...
| 1 1 1 1 ](1 1‘} 1 1
—_—— =+ + =|—+ |4+ — + + 4| ——+ :
1 2 p-2 p-1 \1 p-1) (2 p-2 p-1 -p+1
L2 g )
N U U S
Ip-1) 2(p-2) p-1 p+1
2 2

Sau khi quy déng mau véi mau chung la :

-1 +1 .
12“£m~23—4p~%m~1)

p-m
12.(p-2)(p-1)

ta duge phan sé : , trong d6 m la sé tu nhién nao do.
R6 rang véi moi cdch nhém ta duge phdan sé tong hodc bang
pmn
1.2..(0p-2Np-1)
khi rat gon cho udc chung cua ti va mau, va sau khi rit gon ¢ tu vin
con lai s6 p. That thé, vi p la s6 nguyén té nén p nguyén td cung nhau
v6i moéi mot trong cdc s6 2, 3,4, .., p— 2, p— 1. Ma ¢ tu con lai s6 p
nén ro rang tu chia hét cho p.

(véi n la s6 tu nhién) hodc bing mot phan sé sau

Loi binh : Cé thé giai bai toan tuong tu sau :

"Ching minh rang tich cdac phan so

. [Ih_{)(]_f_)“_i}“(l_ 4 {) bcing]+2n
1A 9 L 25 (2n - 17 1-2n

voi moi 6 tu nhién n =0."

Ta ¢6 cach giai sau day :

" ¢ _ 2 : ¢ i ) £
Trude hét ta nhan xét la 1 - = — = -1 ‘ ¢ - L 3)(21{;—-’[—).
2k -1*  (2k - 1) (2k - 1)°
Lan lugt cho k = 1, 2, 3, ..., n, réi nhan cdc két qua ta dugce :
(1*1X1_1M1*3J P_ 4 ) _ (-1.3)1.5)3.7)..42n - 3)(2n + 1)
oo Al 8 25, (2n - 1)* ) 1.325% (2n - 1)°

= ~1.1.3%2.5%..(2n - 3)%.(2n - 1)(2n + 1)  -12n +1) ~1+2n

1.32.52 (2n - 1)% on -1 1-2n




. Giasip <q<r<s Thée thi p <4 la sé6 nho nhat (vi néu khong thi

1 1 1 1 . T .
— 4+ —+—+— < 1)va p cang = 2. Vay ta phai xét ba truong hop p = 2,

P q r s

=3, p=4d
o111 , ot g o X .
Neup=2thh —+—-+—=—. Ta lai thay rang q < 6 (néu khong thi
q r s 2
i 1 3 1
—+—+—<=)vaqz3.
q r s 2
L p 11 1 1 . .
Bay gio trong dang thic — + =+ — = — ta thay lan lugt q = 3, 4, 5, 6.
q r s

Xet tiép r va s theo cach danh gia p va q ¢ trén.
Ta lai xét hai truong hgp p = 3 va p = 4. Cudi cung sé dugc 14 bo bon
SO (p, q, r, s) phan biét sau day :

(2, 3,7, 42) (2, 4, 5, 20) (3, 3, 4, 12)
(2, 3, 8, 24) (2, 4,6, 12) (3, 3, 6, 6)
(2,3,9,18) (2.4, 8, 8) va (3.4, 4, 6)
(2, 3, 10, 15) (2,5,5,10) (4, 4, 4, 4).

(2, 3,12, 12) (2, 6,6, 6)
Laoi binh :
a) Bai todan nay lién quan dén cau chuyén co6 vé "di chiic chia lac da”
sau day : )
"Mot ong gia ¢6 ba ngudi con trai. Khi ong mat da dé lai di chic vé

. . R . .. , P
viec chia 17 con lac da nhu sau : chia cho nguti con thu nhat % s0 lac
< " S ol o ey - ., "
da, cho nguai con thia hai 5 va cho ngudi con thia ba = so lac da.

Ro rang néu cd thuc hién duing thi ngudi con thd nhat duge
7 7 :
L 8% (lac da), nguoi con thua hai duge % = 5% (lac da) va nguoi

-t €

con that ba duoc 1—97: = 1-3— (lac da). Lam sao ma chia duge 1 con lac
da thanh -1—, ?- g ?

2 3 9
R R e T L0 ' P
Néu ta cong ba phan so 5 + 3 - AT thi thay ngay néu cé 18 lac

da thi viéc chia sé rat dé dang. diéu d6 giai thich tai sao lai mugn
thém 1 con lac da cua hang x6m, roi chia xong lai tra lai con lac da
do.



b) Néu s chia hét cho p. q, r thi bai todn chia lac da c6 thé la truong

i ) 2 5 ,. S S S
hop dac biét cua dang thuc sau day = — + = +— =s5-1
p r

(s la so6 lac da 18 con, con s — 1 la 17 con lac da).
< . R Y . i1 1 1 1

Dang thuc tréen lai c6 the viet dudi dang : — + — + — + = = 1.
p 2 r s

o day s phai chia hét cho p, q, r cho nén so vdi bai toan da cho hic

dau thi chi ¢6 12 bd bon sé (p, q, r. s) phan biét (chd khong phai 14

bo). tie la loai*di hai bo (2, 3, 10, 15) va (3, 4, 4, 6) vi s = 15 khong

chia hét cho 10 va s = 6 khong chia hét cho 4.

Doi vdi cau chuyén cd vé "di chice chia lac da" thi dé la bo bon so
(2,3,9, 18) ma —1—+£+l+—1—-= 1.
2 3 9 18

D. DO BAN GIAI BUGC
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1. Bén vong vanh khuyén (hinh 4)

2.

Hay sdp xép cac so trén moi vong vanh khuyén sao cho tong cac s0 ¢
moi vong siap xép theo 1 ban kinh déu bang nhau va bang bao nhiéu ?
(dién két qua vao dau ?)

Vé hinh chi bang mét nét

Cho hinh 5. Biat dau tir A hay vé hinh nay chi bing mot nét.

—

ﬁ{/ \Q
] 7 us
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b)

c)

§4. TAD HOD SO NCUYEN €O Ci LA ?

IE:N THUC CAN NAM VUNG

Tap hop cac s6 nguyén

Cac s6 tu nhién khac 0 con duge goi la cac s6 nguyén duong; Cac so ~1,
-2, -3, ... la cac s6 nguyén am.

Tap hop gom cae s6 nguyén am. so 0 va cac s6 nguyvén duong la tap
hop cac s6 nguyén, ki hi¢u la Z.

Mot s6 nguyeén duong déu lon hon so 0;

Moi s0 nguyen am deéu nho hon so 0;

Moi s6 nguyen am deu nho hon bat ki sé nguyén duong nao.

Gid tri tuyet doi : (0] =0; (71 =7: [-7| = 7.

Trong hai s6 nguyén am, sd nao co gia tri tuyét doi nho hon thi lén
hon. Hai s6 doi nhau co gia tri tuyét déi bang nhau.

Cac phép tinh vé‘_sé’ nguyén

Cong hai s6 nguyén duong chinh la cong hai so6 tu nhién khac 0. Muon
cong hai s0 nguyén khac dau, ta tim hi¢u hai gia tri tuyét doi (s lon
tri s0 nho) roi dat truge két qua dau cua sé co gia tri tuyet déi lon hon.

Muén trir s6 nguyen a cho s6 nguyén b, ta cong a véi so déi cua b.

Muén nhan hai s6 nguyén khac dau ta nhan hai gia tri tuyét doi roi
dat dau "-" trudce ket qua.

Muén nhéan hai s6 nguyén am ta nhan hai gia tri tuyét déi cua ching.
Quy tdac ddu ngodc va quy tdac chuyén vé

Khi bo dau ngoac ¢6 dau "-" dang trude. ta phai doi dau tat ca cac so
hang trong dau ngoac.

Khi bo dau ngoac ¢é dau "+" dang trude thi dau cdac s6 hang trong ngoac
van gitt nguyén.

Khi chuyén mét s6 hang tir vé nay sang vé kia cua mdt déng thic, ta
phai doi dau s6 hang do.

B. CAC BAI TOAN DIEN HINH

Cau nao dung, cau nao sai ?
a) Moi s nguyén déu la sé tu nhién.
b) So tu nhién la s6 nguyén duong.

¢) So nguyén khong phai la s6 tu nhién la s6 nguyén am.

n



d) Né&u p la s6 tu nhién va q la sé nguyén sao cho p > q thi g la so am.
e) Néu Im| = Inl thim=n.

b . ) , be g ‘22
2. Viét :a) Nam s6 nguyén nho hon moi1 s6 sau : -15; -3,5;

b) Nam s6 nguyén am lén hon méi sé sau : -7; -8,565; -9=.
e~
]

3. Viét so lién trude va so lién sau cac so déi cua 44, 70, —12.
4. Tinh téng cac s6 nguyén p biét :
a) -8<p<5b : b) -11 < p < -7.
5. Bo dau ngoac va rit gon biéu thuc: 2a - (-b +¢) + a— (-2b - ¢).
Sau dé kiem tra két qua véia=-5.b=-1,¢c=4.
6. Tinh nhanh :
a) (173 — 914) — (=127 + 86)
5 (1)

-i'!--—l-ri

1
b) —
2012 \ 9) | 2

7. Chung to rang :
) Tong cua nam so nguyén lién ti€p chia hét cho 5. Cho vi du.
b) Téng cua bay sé nguyén lién tiép chia hét cho 7. Cho vi du.
8. C6 hay khéng : '
a) Hai s6 nguyén khac nhau ma s nay chia hét cho sé kia va ngugc lai ?
b) S6 nguyén ina binh phuong bing chinh né ?
¢) So6 nguyén ma lap phuong bang chinh né ?
9. ChoA=alb-c)—bla-c)vaB =b(a-c)-alb+c)
Tinh tong A + B va hiéu A — B.
(-2) + (-8).(-1).0 + (-4)
(-1).(-1)+ 3
(-1).(-2) + (-3).(-4) - (-2).(-3)
(-2).(-3): (1) = (=3).(-2) : (-6) + (-2)
Tinh tong M + N va hiéu M - N.
11. Giai thich tai sao téng cua t s6 1é lién tiép lai chia hét cho t. Cho vi du.
12. Tinh nhanh : ’
a) (=312)213 - 70) - 213(70 - 312)

10. Cho M =

va =

, { 4 \
bi (087 4+ 0.64).11,25.7 - —.1.25 | - (-31.64).

9]
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13.

14.

16.

17.

S6 nao nho hon trong hai s6 A va B dugi day va nho hon bao nhiéu lan ?

A =1(0,87 +O.8“)A{1,25‘7—?12 } + 31,64
\ 9 5

(11,81 + 8,19).0,02
9:11,25 '

B =

T 100 56 nguyén tuy y ta luén cé thé chon duge 15 s6 ma hleu cua hai
so bat ki chia hét cho 7. Diéu nay ding hay sai ?

. Chung to rang tén tai vo so tu nhiéen khong thé biéu thi dudi dang

tong cdc lap phuong cua ba s6 nguyén khéong am.

Chung to rang c¢6 mot s6 ma binh phuong cia né bat dau bang 1983
chu s0 9.

Tinh téng T = -2001 + 2003 — 2005 + 2007 + ... — 2105 + 2107.

C. CACH GIAI VA LOI BINH

1.

a) Sai, vi 6 nhimg s6 nguyén nhu -1, =2, -3, ... khong phai la sé tu nhién.
b) Sai, vi 6 0 1a 86 tu nhién nhung 0 khéng phai la sé nguyén duong.

¢) bung, chang han (-7) la s6 am nhung né khong phai la s6 tu nhién
ma la s6 nguyeén.

d) Sai, chang han p =4, q = 1 thi p > q nhung q = 1 khong phai la so am.
e) Sai, vi |5] = %—5[, nhung 5 = -5.

e Lot binh : Cung hoi nhu trén véi cac cau sau :

a) Moi s6 tu nhién déu la s6 nguyén.

b) Néu m la so tu nhién thi [m/| = m.

¢! Taluon cé Ipl > 0.

Tra loi :

a) ‘Dung, vi tap hop Z cdc s6 nguyén bao gbm cdc s6 tu nhién va cdc so
am nhu -1, -2, ...

b) Dung, vi 8] = 8.

¢} Sai, vi ?pi > 0, ma fpi =0 néup=0.

a) Nam so nguyén nho hon (-15) ¢6 thé la : -16, -17, —=18, —19 va —20
vi cdc s6 nay déu c6 gid tri tuyét doi 16n hon |-15] = 15.

- 1nho hon (-3,5) ¢6 the la : -4, -5, -6, -7 va -8.

' \
— 1nho hon —?32 (: -7 i

(=71 ¢6 thé 1a : -8, =9, -10, 11 va ~12.
% 3/ :
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b) Nam s6 nguyén am lén hon (=7) ¢6 thé la : -6, -5, -4, -3 va -2.

— 16n hon -8,55 ¢o the la ;: -8, -7. -6, -5 va —-4.

2 _
~ 1én hon -9— (= -9,4) c¢6 thé la : -9, -8, -7, -6 va -5.
5

Loi binh :

a) Can doc ki dé bai dé tranh nham lan khi giai. Chang han, doi véi
cau a) néu dé bai la "Viét nam so (khong phai la nan s6 aguyén)
nho hon (-15)" thi dap s6 ¢é the la :

-15.1; -15,2; -15,3; -15,4 va -15,5

1 1 1 1
hoacla 16—, -16—, -16—, ‘—161 va -16~.
3 4 5 6

2

b) Néu deé bai la : "Viét tat ca so nguyén nhoé hon 0 nhung lon hon -7"
thi ddp so se la : -6, -5, -4, -3, -2, —-1.
Nhung néu la : "Viét tat ca s6 nguyén nho hon 0 nhmg 611 hon
|—7| thi ro rang khong c¢6 sé am nao lai Ién hon s duoag 7.

Bai nay c6 hai yéu cau : viét sé doi cua 44. 70, =12, sau d¢ mdi viét so

lién trude va sé lien sau cdc so doi do. Vi vay ta co :

So dai cua 44 la —44, cua 70 la -=70, cua -12 la 12.

S6 lién truge —44 la —45, lien sau la —-43.

Sé lién truge —70 la —71, lién sau la —69.

So lién truge 12 la 11, lién sau la 13.

Lot binh : "Hay xét xem so nguyéen m nhu thé nao néu :

ai so lien trioe m la so nguyén duong.

b) so lien sau m la s6 nguyén am.

¢/ s lien truoe m la sé nguyén am con sé lién sau m lt s6 nguyén
duong.”

O day can luu y : s6 nguyén b la sé lién sau cua s6 nguyéna néu a < b

va khong ¢é s6 nguyén p nao thoa man a < p < b. Khi d6 ta ciug noi b

la 56 lién trude a. Chang han -8 ¢6 so lién trude la =9 vi sd ién sau

la -7.

Cach giai sé nhu sau :

a) Néu-so lién trude s6 nguyvén m la sé nguyén duong thi m la moét so
nguyén duong (vi du néu sé lien truée m la 11 thi m = 12).

b) Néu s6 lién sau s6 nguyén m la s6 nguyén am thi n la mot so
nguyén am (vi du néu so lien sau m la =21 thi m = -20).

¢) Do la so 0 vi so lién trude no la —1 va lién sau né la 1.



Hav nhg them rang : S6 nguyén duong nho nhat la 1, sé6 nguyén am
lon phat la =1, nhung khong co so nguyén duong lén nhat va cung

khong ¢6 s0 nguyén am nho nhat.
Truge hét ta phai tim tdt ca gia tri cua p thoa man bat dang thuc, sau
do mdi tinh tong tat ca gia tri do.
a) Vi tong —8 < p < 5. ta ¢6 tat ca gia tri cua p la :
-8, -7, -6, -5, -4,-3,-2,-1,0,1, 2, 3, 4.

Do cdac s0 hang ~4 va 4, -3 va 3, -2 va 2, -1 va 1 la nhung cap so
d61 nhau nén moi cap c¢6 tong bang 0, do do téng phai tim chi con
la: —(8+7+6+5)=-26.

bl Vgi tong —=11 < p < -7, ta ¢6 tat ca gia tri cua p la : =10, -9, -8, -7.
Tong phai tim la : —(10 + 9 + 8 + 7) = =34,
Loi binh : Néu bai ra la : "Tim tong cdc sé p biet -9 < p < 9" thi tat
ca ga tri cua p la
-8, -7.-6,-5,-4.-3,-2,-1.0,1, 2, 3,4,5,6, 7. 8.

Ta thav ngay la tong nay bang 0, vi cac cap so +8, +7, +6, +5, +4, +3,
+2, +1 déu co tong bang 0.

Néu bai ra la : "Tim tong cdac so nguyén co gia tri tuyét dot bao ham

giia 13 va 23", thl cach giai sé nhu sau :

Cac so nguyén co gia tri tuyét déi bao ham gitra 13 va 23 1a : +14, +15,

+16, <17, £18, +19, +20, +21, +22. Tong cua ching ré rang bang 0.

Van dung cach bo dau ngoac ¢é diau "-" dang trudce ta ¢ :
‘2a+b—;c+a+2b+c=3a+3b.

Kiém tra két qua : :

20—~ (-b+c)+a-(-2b-c) =2-5) - [—(-1) + 4] + (-5) - [-2(~1) - 4]

-10 -1 + 4] + (-5) - [2 - 4]

=-10-5~-5+2=-18.
3a + 3b = 3(-5) + 3(-1) = -15 - 3 = -18.

Ta thay hai két qua bang nhau.
Loi binh : Lién quan dén bo dau ngodac, hay "thue hién phép tinh sau :
(—4) = (=2) = {(=5) = [(-7) + (-3) — (-8)]}".

bé lam phép tinh trong dé cé cae dau ( ), [ | va { } ta bo cdc dau ()
tiude, roi dén cdac dau [ | va cuoi cung la dau { ). Ta ¢6 :

~4 +2 - {-5-[-7T-3+8ll =-2-{-5-[-2]
=-2-{-3l=-2+3=1.
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. a) Hiéu da cho cé thé viét :

(173 - 914) - (=127 + 86) =173 - 914 + 127 - 86
(173 + 127) - (914 + 86)
200 - 1000 = -800.

]

[ 1y (73 (3 4 2 5
b) Tacc'):[i—l}m(—mw'———-—]‘ﬂ[*+——+-—}+-————
79,7172/ "18)| {5 35 7) 2012
2-9-7 21+4+10 5 5 5
= - + =-1+1+ =
18 35 2012 2012 2012

. a) Goi nam s6 nguyén lién tiéplan -2, n -1, n,n+ 1, n + 2 Toug

cua chung bang :
m-2)+m-1)+n+(n+1)+(n+2)=5n, chia hét cho 5.
Vidu: (=7) + (=6) + (=5) + (-4) + (=3) = =25, chia hét cho 5.
b) Goi bay s6 nguyén lién tiéplan -3, n -2 n-1,n,n + 1, n + 2.
n + 3. Téng cua ching bang :
m-3+m-2)+n-D+n+m+1)+n+2)+n+3)=7n,
chia hét cho 7.

Vidu:1+2+3+4+5+6+7 =28, chia hét cho 7.

Loi binh : Tong cia ba so nguyeén lién tiép, bon sé nguyén licn tiép,
sau s6 nguyén lién tiép, chin so nguyen lién tiép theo thu ti ¢é chia
hét cho 3, cho 4, cho 6, cho 9 khéng ?

Ta c6 : Tong cua ba sé nguyén lién tiép (N — 1) + n + (n + 1) = 3n. chia
hét cho 3. Vidu : (-9) + (-8) + (=7) = —24 chia hét cho 3.

Tong cua bon so nguyén lien tiépn — D+n+Mm+ 1)+ (n+2)=4n + 2
khong chia hét cho 4. Vidu : 7 + 8 + 9 + 10 = 34 khong chia hét cho 4.

Tong cua sdau s6 nguyén lién tiép khong chia hét cho 6, nhung tong cua
chin s¢ nguyén lién tiép lai chia hét cho 9, chang han : _

(=9) + (-8) + (=7) + (=6) + (=5) + (-4) + (=3) + (-2) + (-1) = =45, chia
hét cho 9.

Nhu vay néu téng cia ba, nam, bay, chin s6 nguyén lién tiép thi la

lugt chia hét cho 3, 5, 7. 9. Nhung tong cua bon, sdu, tdm s6 nguyén
lién tiép thi khong chia hét cho 4, 6. 8.

. a) C6. Do la cap so nguyén doi nhau va khac 0. Vi du : 7 chia hét cho

(=7) va (=7) chia hét cho 7.
b) Cé. D6 la cdc sé nguyén O va 1, vi: 0° =0, 1% = 1.
c) C6. Pélacacsonguyén 0, 1va-1,vi:0°=0,1" =1, (-1)" = 1.



o Lot binh : C6 hay khong (cho vi du) :
i) Newu m chia het cho p thi m chia hét cho —p ?
by Néwu m chia het cho p thi —m chia hét cho p va —p ?
¢) Néu m chia hét cho p thi \'m| chia hét cho |p| ?
Céau tra 1o1 sé nhu sau :
) C6. Vi du néu m = -48 chia hét cho p==8thi:
(-48) chia hét cho (-8).
b) C6. Vi du néu m = 35 chia hét cho p = 5 thi :
- (-35) chia hét cho 5 va cho (-5).
¢) C6. Vi du néu m = -63 chia hét cho p = 9 thi :
|63/ = 63 chia hét cho [9] = 9.
9. Ap dung tinh chat phan phoéi cua phép nhan déi véi phép C(’_\)l'lg va
phép tru, ta co :
A=alb-c¢)-Dbla-—c)=ab - ac - ba + bc;
B =bla-c¢)-a(b+c)=ba-bc-ab-ac;
Vay A+ B =ab - ac-ba+ bc +ba-bc-ab- ac=-2ac;
A - B =ab - ac-ba + bc - (ba-bc- ab - ac)
= ab — ac — ba + bc — ba + bc + ab + ac = 2be.
o Loi binh : "Hay tinh tich A.B". Ta ¢6 :
A = ab - ac — ba + bc = -ac + be
B = ba - bt — ab - ac = -bec - ac
Vay tich A.B = (-ac + be).(~be — ac)

abc® + a“c” — b%c? — abe®

iy 94} ) 3 3
= a"¢ - b %" = ¢(a® - b°).

10. Luu y dén tha tu thue hlen cdc phép tinh : nhan chia trude, cong tru
sau. Ta c6 :

_(-2+80-4 -6 _ 3
N 1+3 4 2
2+ (+12) ~ (+6) . 2+12-6 8 8

T 6. (-1)-(+6):(6)+(-2) B-(-1D-2 T 7
3 (8} 21 16 _ 37,

I

Vay M+N=—§+

7 14 14 14
M-N=-_3_ [ 8.2 16 _ -5
2 "7/ 12 12 14
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e Loi binh : "Hay tinh tich M.N va thuong M : N. Suy ra M gap may

11.

12.

lan N 2"

Dua vao két qua d trén ta cé ngay :

T (__3;)_(,33_): Lt

\2)U7) 7 7
M:N:(—E]:(——%‘:E.Z:gl:lé—zl,&
STl e) U 7)) 28 16 16

Vay M gan gdp 1,3 lan N. -
Goi t so nguyén lé lien ti€p la : 2m + 1,2m + 3, 2m + 5, ..., 2m + Qt — 1)
v6i m nguyén. Ta cé tong cua chung bing :

Cm+1LH+C2m+3)+Cm+5)+...+2m+ (2t - 1)

1

2Zmt + (1 +3 + 5+ ... + (2t - 1)]

" 1 2t e ]. 7] . -
2mt + mﬂ—g—m—}.t = 2mt + t° = t(2m-+ t), chia hét cho t.

H

Vidu :(-9) + (=7) + (=5) + (-3) + {(-1) =25, chia hét cho 5.

Loi binh : "Tong cua p s6 nguyén chdn lién tiép cé chia hét cho p
khong 2" :

Ta hay xét vi du sau :
Téng cua sdu s nguyén chin lién tiép :
(-14) + (=12) + (-10) + (-8) + (-6) + (-4) = -54, chia hét cho 6.

Ro rang tong cua p sé chdn lién tiép :

2m + (2m + 2) + (2m + 4) + ... + (2m + 2p) ludn chia hét cho p
Ta c6 :
a) (“312).213 + 312,70 — 213.70 + 213.312 = 70.(312 - 213)

= 70.99 = 6930.
6,24.1,25:6,2 + 31,64
6,24.7,75 + 31,64
43,36 + 31,64 = 75.

I

b) (5.6 + 0,64).1,25(7 - 0.8)] + 31,64

1

H

e Loi binh : Tuong tu, hay tinh :
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1
(9.0,08 + 0,7.0,08}.(9. 12,5 - 0,7.12.—5] ~(-9,49).

Tacé: [0,08.09 + 0,7).[12,5.(9 — 0,7)] + 9,49
= (0,08.9,7.1,256.8,3) + 9,49 = (9,7.8,3) + 9,49 = 80,51 + 9.9 = 90.



13.

14.

15.

Taco: A

0,8.(7 + 0,8).1,25.(7 - 0,8) + 31,64
(0,8.7,8.1,25.6,2) + 31,64
(7,8.6,2) + 31,64 = 48,36 + 31,64 = 80.

1 0,02 200,
g . (181+819002 20002
9:11,25 0,8

Vay A > B ding 80 : 0,5 = 160 (lan), hay A = 160.B.

i

Il

Loi binh : Tuong tu ta cé bai todn sau :

' 2 , 5
3:2-009:(0,15:2,5) (1,09 - 0,29).—

“Cho M = 5 z o 4.
: 0,32.6 + 0,03 (5,3 -3,88) + 0,67 18.9 333\ 8
’ 20 )9

S6 nao lén hon trong hai s6 M va N va lén hon bao nhiéu lan ?".

Cdch giai nhu sau :

B 7,5 - 0,09 : 0,06 __15-15 _ 6 _,

©1,92+0,03-1,42+0,67 195-0,75 1,2
" 5

) 0,8.2 1

T 218-148 2

Vay M > N ding 5: —;— = 10 (l1an) hay M = 10.N.

Tra 161 : dung.

Hiéu cia hai s6 chia hét cho 7 khi va chi khi cdc s6 du ctia phép chia
hai s6 d6 cho 7 bing nhau. Khi chia mot sé cho 7 thi s du cé thé la 0,
1,2, 3,4,5va6.

Gia su khéng thé chon duge 15 sé tir 100 s6 da cho. Piéu nay cé nghia
la : khéng c6 trén 14 sd khi chia cho 7 ¢6 s6 du la 0, khéng c6 trén 14
s0 khi chia cho 7 ¢6 s6 du la 1, v.v... Nhung thé& thi tat ca cdc sé co
duge khong qua 14.7 = 98 < 100, do dé diéu gid'sir khong diing.

Loi binh : "Néu muén chon 16 sé thi cé duoc hay khéng 2"

Muén thé, ta hay ldy mot phan vi du : xét 100 sd tu nhién tu 1 dén
100. Trong s6 d6 c6 14 sé : 7, 14, ..., 98 cho s6 du la 0; c6 15 sé cho s6
dula 1 va 2; ¢6 14 s6 cho s6 du la 3, 4, 5, 6. Vay khong c6 16 sé ma
hiéu cua hai sé bat ki chia hét cho 7.

Ta ching to rang khong c¢6 sé dang 9n + 4 (n la sé tu nhién) biéu thi
duge dusi dang tong cua ba lap phuong, vi ¢é vé sb cdc sé dang nay.

That vay, moi s6 nguyén hodc c¢6 dang 3k, hoac 3k + 1, hoic 3k - 1,

67



16.

trong d6 k la s6 nguyén. Do d6 lap phuong cua moi sé nguyén cé dang
27k", hoac : 27k” + 27k* + 9k + 1 = 93k’ + 3k* + k) + 1

tice la hoac cé dang 9m, hoac ¢é dang 9m + 1.

Dung moi cdach két hop c6 thé duge, ta sé thay rang : tdong cac lap
phuong cua ba s6 nguyén sé cé6 mot trong cac dang sau : 9n; 9n = 1;
9n + 2; 9n + 3, nhung khong thé bing s6 ¢6 dang 9n + 4.

Lot binh :
a) Luu y : Moi s6 tu nhién n c6 thé phan tich dé dang dudt deng tong.
cua 5 lap phuong. |

That thé, hiéu n - n’ chia hét cho 6 véi moi n. Vi thé ta viét dugc
~n =n"+ 6t (t nguyén). Vay :
n=n%+t+ 1%+ @t-1)" +(<t)+ (-t).
b) C6 thé giai thém bai todn sau vé lap phuong cua mot sé :
"Tim s6 nho nhdt phdi nhan voi 2940 dé duoc tich la lap phuong
cia mot s6 nguyen duong.” '

Trude hét ta nhan xét rang : khi phan tich lap phuong cuz mot so
nguyén duong ra thira sé6 nguyén té thi sé6 ma cua lay thua cac thia
s06 nguyén té doé chia hét cho 3.

Phan tich s8 2940 ra thira s6 nguyén t& duoc : 2940 = 2°.35.7° ()
Do dé, mudén duge sd6 nho nhat la lap phuong cua mot sd nguyén duong
ta phai nhan 2°.3.5.7° cua (*) véi 2.3.5".7 tic la nhan véi 3150.
Thu lai : 2940.3150 = (2.3.5.7)" = 210" = 9 261 000.
Mot trong cac s6 thoa man bai ra la :
N = 999...995 (gébm 1983 chir s6 9).
That vay ta co :
N* = (10" - 5)* = 10*™ - 10.10'"*" + 25
= 99...9900...025 (gom 1983 chir s6 9 va 1983 chi s6 0).

o Loi binh:

a) Luu y : Mot cach tong quat, cé thé tim duge bat cd s6 ndo ma 1983
chir s dau 1a 9, con chir s6 thit 1984 khéng nhé hon 5.

b) Cé thé xét thém bai todn sau :
"Viéet cac s6 nguyén duong tix 1 dén mét ti. Tong tat cd cac chi so
phdi viét bang bao nhiéu 2"
Dé gidai bai nay ta phai lam nhu sau :

Trude hét ta tach chit s6 1 ¢ 1000 000 000 bing cich lay not ti trir di
1 dugce s6 999 999 999, sau dé nhém cac s6 thanh ting cap nhu sau :



(0; 999999 999); (1: 999999998); (2; 999999 997);
(499 999 998; 500 000 001); (499999 999; 500 000 000).

Ma se duge 500 000 000 cap s6 nhu trén. Tong cac chit s6 trong moéi cap
ang 9.9 = 81. Ké thém chi so 1 lie dau ta-duge tong phai tim bang :

500 000 000.81 + 1 = 40500 000 001 (bon muoi ti nAm tram triéu lé mot).
« Loi binh : Sau day la bai todn tuong tu :
Tim so nguyen p biét rang :
2110 + 2109 + 2108 + ... + p = 21,1.100."
Jé phai bang 21,1.100 = 2110, do dé dang thic da cho c6 thé viét :
2109 + 2108 + ... + p= 0.

(2109 + p)n
2

Jon #0nénsuyra: 2109 + p =0, tt dé p = -2109.

Néu vé tral gom n so6 hang thi ta c6 : = 1

D. b BAN GIAI PUGC

Jung ddu cua bon phép tinh va dau ngoidc xen gita cdc chir s6 dé dugc
(€t gqua bang 2 :

Vidu: voi 1234 = 2, ta viet 1.2.3 — 4 = 2).
1) 12345 =2 b) 123456 = 2
') 1234567 = 2 d) 12345678 = 2.
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§3. XUNG QUANH KHAI NIEM HAM $€
VA PO THI

A. KIEN THUC CAN NAM VUNG

1. Dai luong ti-lé thudn va ti l¢ nghich
a) Néu dai lugng y lién hé véi dai lugng x theo cong thic y = kx (k 1a
hing s6 khéc 0) thi ta né6i y ti 1é thuan véi x theo hé so ti lé L.

. 3 : Ao . o G a .
b) Néu dai luong y lién hé véi dai lugng x theo cong thicy = — 1ay xy = a
" :

(a la hing s6 khdc 0) thi ta néi y ti 1& nghich véi x theo hé sotilé a.

2. Ham sé

a) N&u dai lugng y phu thudc vao dai lugng thay déi x sao cho v3i méi gia
tri cia x ta luon xdc dinh duge chi mdt gid tri tuong ing cia y thi vy
duoc goi la ham s6 cia x va x goi la bién sé.

b) Hé truc toa do Oxy c6 Ox la truc hoanh, Oy la truc tung, giwo di€ém O
cua hai truc la géc toa do. Mat phing c6 hé toa do Oxy gi la mat
phing toa do Oxy.

Mbi diém M trén mat phang toa do xdc dinh mot cap so (Xo;yo), goi la
toa do ctia diém M, ki hiéu la M(x,; y,), X la hoanh dé, y, la ung doé.

3. Dé6 thi

a) D6 thi cia ham sé y = f(x) 1a tap hop tat ca cac diém biéu di:n cdc cap
gia tri tuong dng (X; y) trén mat phang toa do.

b) D6 thi cia ham sé y = ax (a # 0) la mot dudng thang di qua gic toa do.

B. CAC BAI TOAN PIEN HINH

1. Khi dem 100kg théc xay xat thi thu dugc 64kg gao. Néu dem tay xat 18
thung théc, madi thung chita 20kg théc, thi sé thu duge bao nhiéukg gao ?

2. Chia s6 828 thanh ba phan ti l¢ thuan vdi —% «3— va %

3. S6 hoc sinh tham gia déng dién thé duc ¢ bén khai 16p 5, 6, °, 8 theo ti
le 21, 22, 23, 20. Biét ring sé hoc sinh ¢ khéi 16p 6 nhiéu lon ¢ khéi
16p 8 1a 48 em. Tinh s6 hoc sinh ¢ mdi khéi 16p tham gia déngdién.

4. Nam doi may cay gom 87 may lam viéc trén nam cénh dong o dién tich
bang nhau. Poi A hoan thanh céng viée trong 4 ngay, ddi B trag 6 ngay,
doi C trong 8 ngay, doi D trong 10 ngay va doi E trong 12 ngay Biét riang
nang suat cua cac may bang nhau, hoi méi doi cé bao nhiéu may-ay ?
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6.

9.

10.

11,

12.

13.

14.

~

15.

Chia s 2475 thanh ba phan ti lé nghich vdi —-1—, 1 va -}—

22 33 44
Mot nguoi di xe mdy tir A dén B bat dau lac 7 gio sdng véi van toe 50
kimm/h. Bén B ngusi ay nghi 30 phut rdi tré vé A vdi van téc 60 km/h.
Trén duong vé do xe hong nén nguoi ay phai dung lat 1 gio rudi, vi thé
da tro vé luc 14 gio rusi. Tinh quang duong AB.

Cho ba s (-1,5), 2 va 0.
a) Hay viét tat ca cac cap sod duoc lap nén tir cac sé da cho;
b) Biéu dién cac cap s6 d6 trén mit phang toa do.
Tim nghiém cua phuong trinh x| = p.
a) Biéu dién cdc cap s6 sau trén mat phang toa do :
(1: 6), (-1: 4), (-3; =2). (4; -2), (0; 5) va (3; 0).

b) Néu nhan xét vé toa do cdc diém nam trong cdc géc phan tu I, II,
IIT va IV.

Vé tam giac ABC c¢6 toa do cdc dinh la A(-4; 1), B(-4; 4), C(-2; 1) va
tinh dién tich cua né, biét moi khoang chia trén cdc truc toa do ung
val lem.

Ve trén cung mot hé truc toa do dé thi cdc ham sé :
1 .
yi= i-z—x; Yy = 12x;  y; = X,

Co6 nhan xét gi vé céac doé thi d6 ?
3+t  voit <0

Cho ham so f(t) = )

Tim ham so fifit)) va vé dé thi cua né.

Vé do thi cac ham so sau :
a) y = [x| tham s6 phan nguyén);
(1khix >0
b) y = Sgnx = , (ham so dau).
) & ~1khix <0
Vé duong biéu dién caa biéu thuec : lyl = 1= |x].

Ve dudng biéu dién cda bidu thic :y + |y| = x + |x].

C. CACH GIAI VA LOI BINH

1.

So théc dem xay xat va sé gao thu duge la hai dai luong ti lé thuan.

i . : o X B - L

Theo tinh chat cua dai lugng ti 1é thuan x, y ta ¢6 : —L = Z—’ tuc la
X2 Yo
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~1

o

; 1 : ; . | o o
. Véiy = ——2—x thi khi x tang tu 1 dén 4 gia tri cua y lai giam tu | -

0 6 , 1
100 ¢ vél x; = 18.20 = 360 (kg) théc, hay —O—O- = %
X Y2 360y,

Ticdo : y, = 20064 _ 9304,
100

Nhu vay s6 gao thu dugce la 230.4kg.

Loi binh : Tuong tu : "Khi dung 8 may cay thi tieu thu hét 72 lit xing,
khi dung 15 may-cay cung loai thi so xdng tieu thu la bao nhiéu ?".

S6 mdy cay va sé xang tiéu thu la hai dai lugng ti 1é thuan, do do ta

Folk Lo g ol E R . 7
co ti lé thuce (v61 x 1a sé xang can tim) : L4 = —2~ .
X
Tido: x= E’gi% - 159 = 135.

Vay s6 xang tiéu thu la 135 lit.

* Néu y ti 1& thuan véi x theo cong thic y = ax ma hé s6 ti l¢ a la s6 am,

2 1 » L A . . i G - ~
chang han y = -ax, thi cach phat biéu vé hai dai lugng ti 1é thuan

nhu thé nao ?

1)
3
xudéng (-2). Trong trudng hop nay ta dung gia tri tuyét déi dé phait
biéu : "Néu hai dai lugng ti 1& thuan véi nhau thi khi gia tri tuyét doi
cua dai lugng nay t;’mg (hodc giam) lam cho gia tri tuyét déi tuong dng

cua dai lugng kia cang tang (hoac giam). Vi thé véi vidu y = - %x g

trén thi : khi gia tri tuyét doi cua x tang tiu 1 dén 4 thi gid tri tuyét

e ] - . 1 A ) ~ ~ e
déi clia y ciing t3ng tir |-—| dén |-2], tide la tur -é- dén 2.
, S g : : , .1 2
. Goi ba phan lan lugt la a, b, c¢. Biét ba phan nay ti 1é thuan véi -, =
2 3
v 3 hay véi 5 2 ne ta c6 day ti s ba h
a — —, — va —=— nén ta cé day ti s6 bang nhau :
4 % 12 .12 12 4 T
a_b ¢
6 8 9
12 12 12

Do a + b + ¢ = 828 va theo tinh chat cua day ti s6 bang nhau ta c6 :
a b c a+b+c 828
“6i8+90 23 ~ o0l

12 12

6 8 9
12 12 12



a 6

Tu do =36.12, suyra a 36.12.;—5 = 216;

il

36.12, suyra b= 36.12.— = 288;

324.

c
g
12

=36.12, suyra c¢= 36.12.2-
12

Vay ba phan phai tim lan lugt la : 216, 288 va 324.
. IJb.i binh .
a) Néu dé bai la : "Tim bon sé x, y, z, t biét rang chung ti [é thudan vdi
6, 7,8 9vax+t=75"thi cach giai nhu sau :

. x_y _z t_x+t 175

TacH: —===—=—= e,
6 7 8 9 6+9 15

T dd » x=86.5=30 y = 7.5 = 35;

z=85=40 va t=905=145,

b) Néu dé bai la : "Chia s6 129 thanh bén phan ti (¢ thudn vdi 0,5;
0,75; 0,8 va 0,1" thi cach giai nhu sau :

a b ¢ d a+b+c+d 129

— i = = = = 60
05 075 08 01 05+075+08+01 2]15
Tudé : a=60.0,5=30; b=0,7560=45;
¢c=0,860=48;, d=0,1.60=6.
* Ta cung c6 thé déi s6 thap phan ra phan sé :
05=2. 07522 O8=2 & 01=s
2 .4 5 10
. - .10 15 16 2 R
Sau dé quy dong mau duge cac phan s6 —, —, — va —, ro1 lap da
L . ’ . 20 20 20 e

ti s6 bang rthau :
a b - ¢ d a+b+c+d 129

— — — —-—

= 3.

10 15 16 2 10+15+16+2 43

Tu dé cang tim ra ngay két qua nhu ¢ trén.

“Goi X, y, z, t theo thd tu la sé hoc sinh tham gia déng dién cua cac
khoi I6p 5, 6, 7, 8. Ta ¢6 -
X y 2 t y-t 48

——-—:—:——:—-—:——————-—:——:24.
21 22 23 20 22-20 2
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Tu dé: x =21.24 = 504; ¥y = 22.24 = 528;
z = 23.24 = 552; t = 20.24 = 480.

Vay s6 hoc sinh tham gia dong dién ¢ khéi 16p 5 1a 504 em, ¢ klsi lap
6 1a 528 em, ¢ khdi 16p 7 1a 552 em va ¢ khoi lép 8 1a 480 em.

e Loi binh : Sau day 1a mot bai toan khdc vé ti 1é thuan.

"Hai nguot di xe dap khdi hanh cung mot lic tit huyén H va huyén K
cach nhau 18km dé dén huyén M. Van téc nguoi di xe dap t Hla 10
km/h, cia nguoi di xe dap t K la 12 km/h. Biét rdng cd hai ctrg dén
M mét lic, tinh quang duong ma méi nguoi da di.”

Do bai ra khong néi rd la huyén M nam giita hai huyén H va K hay
khéng nam giita nén ta xét hai trudng hop.

a) Huyén M nam giira hai huyén H va K.

Do thoi gian di bdng nhau nén quang dudng di va van toc 14 lai dai
lugng ti 1& thuan, do dé néu goi dy va dk la cac quang dudng ¢ dugce
cua hai ngudi thi ta ¢6 :

dH_dK_dH+dI{_18 9

10 12 10+12 22 11

3. = 9—0 = 8—% (km): dg = 12.-9— = 10—8- = 93 (km).
11 11 11 11 11 1]

b) Huyén M khéng niim gia H va K.

Véy dH = 10

O day chi c6 thé la H nim giita M va K vi ca hai di trong cing mot
thoi gian va ngudi di tir K lai ¢6 van toc 16n hon (12 > 10 kmh). Do
dé ta cé : '

dg dy _‘dK -dy 18

_ =

12 .10 1210 =2
Vay dg = 12.9 = 108 (km); d;; = 10.9 = 90 (km).

4. Goi s0 mdy cay cua nam doi theo thi tu la x, y, z, t, u. Vi s6 miy tilé
nghich véi s6 ngay hoan thanh céng viéc nén ta cé :

4x = 6y = 8z = 10t = 12u,

X 'y z t u X+y+z+t+u 87
hay: — === —= — = — = ; = B = 200.
Sy T T o T 1 1 4 gy v
- = = — = — =t — — —  —
4 6 8 10 12 4 6 8 10 12 120

Titdé: x= i.120 =30, y= é.lil() =20 z= %.120 = 15;

1 : 1

t=-—120 =12 va u= 120 = 10.
10 12



VAy sO may cay cua moi doi theo thu tu la :

Pai A : 30, doi B : 20, doi C : 15, doi D : 12 va doi E : 10.
Lot binh : Cach giai ¢ trén la dua vao nhan xét sau : "Néu chia s6 M
thanh nam phan ti lé nghich véi cdc so a, b, ¢, d, e thi cing la chia s6
11 1,

, = va —.
e

k]

o~
o |
o

. T o e
M thanh nam phan ti l1é thuan véi cac s6 —,
a

Tuong tu, ta cé bai toan vé dai lugng ti 1é nghich sau :

‘Har xe 6té cung khot hanh tu M dén N. Vdn téoc xe thu nhdt la
54 kni/h, van toc xe thi hai la 36 km/h. Thoi gian xe thu nhdt di
quang duong MN it hon xe thu hai la 30 phut. Tinh thot gian méi xe
da di quang duong trén va chicu dai quang duong.”

Cach giai nhu sau ;

Goi thoi gian va van toc cua xe thi nhat di trén quang dudng MN la t,
va v,, cua xe thu hai di trén quang duong nay la t, va v (t, < t,), ta cé

Vit = vty =8 (chg dai quang dudng MN)

hay —=—==—-=

Wb

t i
Tude —=-== = =0,5 (vi 30 phit = 0,5 gi¥)

Viay t, =205 =1(gig); t,=305=15 (giv);

quang duong MN dai : 54.1 = 54 (km).

Chis 2475 118 nghioh v8i —; - VA - cing B olia 58 44 H 16-thoAn
22 33 4

vol 22, 33 va 44. Ta co :

X y z Xx+y+z 2475

TT e T — T

29 33 44 922+33+44 99
Vay x =2225=550; y=233.25=825 va z=44.25= 1100.

25.

Lot binh : Néu bai ra la : "Tim hai sé ma tong, hiéu va tich cia ching

1 1
ti lé nghich voi I 1 va }E thi cach giai nhu sau :

Goi hai s6 dé la a va b. Tong, hiéu va tich cua ching ti 1& nghich vé6i

—;;, 1 va I% tuce la ti lé thuan véi1 5, 1 va 18. Ta ¢6 :

a+b a-b ab E a

5 1 18 6 3
Tu d6: 3ab = 18a, hay b =18a: 3a = 6.



a+6 a-6

I

Thay b = 6 ta co : haya+6 =5a-30,tidé 4a =36, a = 9.

Vay hai s6 phai tim la 9 va 6.

. Thoi gian xe may di trén quang duong AB va BA la :

14,5 -(0,5+ 1,56 +7) = 5,5 (giv).

Goi thoi gian va van toc khi di tir A dén B la t, va v;, thoi gian va van
tdoc khi tro vé tir B dén A la t, va v,. Do thoi gian va van toc la hai dai
luong ti 1é nghich nén ta c6 :

t \2 60 6 t t.
t, v, 50 5 6

t t. ty +ty .
I R o I i 0,5 (gio).
6 5 6+5 11

Suy ra: t; = 0,56.6 = 3 (gi6), vay quang duong AB dai 50.3 = 150 (k).

Loi binh : Néu bai ra la : "Me chia 63 qud cam cho ba con A, B, C
thanh ba phan ti 1¢ nghich véi cdc s6 3, 5 va 6. Héi méi nguor con
dugce bao nhiéu qua cam ?" thi ta ¢6 cach giai sau :

Goi ba phan phai tim theo thu tu la a, b, c. Chia 63 ti 1& nghich véi 3,

5, 6 tuce la chia 63 ti 1é thuan vai }-, 1’-, }- Ta cé :
3 5 6
:1_2__c_a+b+c_ 63 w63__90
1’1.“1"1+1+1 T 10+6+5 21
3 o 6 3 5 6 30 30

Suyra: a= —1—.90 =30 b= —1—.90 =18, c¢= -1-.90 = 15.
8 G 6

Vay A duge 30 qua, B duge 18 qua va C duge 15 qua.

. a) Tu ba s6 htu ti -1,5; 0; 2 ta lap duge i
tat ca 9 cip so sau : | al1
‘ By---#45 - +D
(<1,5; ~1,5), (-1,6} 2), (-1,5; 0),(2; 2), : Z
(2: -1,5), (2; 0), (0; 0), (0; -1,5) va (0; 2). C; e -
‘ ; . r N & _1:5: O '2 X
b) Cac cap s6 viua lap dugc biéu dien : _
trén mat phang toa do bdi cdc diém A‘-'-le- - 4E
. — 1,9
A, B, C,D,E, G, O, H, I (hinh 6).

Loi binh :
a) "Co nhdan xét gi vé hai diém A va D, vé hai diém B va E ?"

Hai diom A va D cé hoanh do bing tung do, ching cung ndm trén
» phan gidc cua cdce gée phan tu I va III.



Iy

Hai diém B va E ¢6 hoanh do diém nay biang tung dé diém kia va
tung do diém nay bang hoanh do diém kia, nhung chung khong
trung nhau.

"Cuc so p, g phai co diéu kién gi dé diém Mip; q) nam trong goc
phan tu L1, ndam trén truce hoanh, nam trén truc tung 2"

R6 rang néu M nam trong goc phan tu IIT thi cdc s6 p va q déu phai
am, nam trén truc hoanh thi q = 0 con p la bat ci s6 hiu ti nao, nam
trén truc tung thi p = 0 con q la bat cir s6 hau ti nao.

Ta phai xét ba truong hop tuy theop >0, p =0, p <0.

Néu p > 0 thi phuong trinh |x| = p ¢6 hai nghiém la hai s6 déi nhau,
vidu (x| =2thix=+2. ‘

Néu p = 0 thi phuong trinh ¢6 mét nghiém x = 0.

Néu p < 0 thi phuong trinh khong ¢6 nghiém (vo nghiém) vi |x| = 0.
Lot binh :

al

Néu phai “gidi bing do thi phuong trinh lx| = p” thi cach giai nhu sau.
Trude hét ta vé do thi ham sé y = x| AY
(hinh 7) gom hai tia biéu dién do thi

y = xvadothiy = -x N

Con do thi ham s6 y = p la duong
thang song song véi truc hoanh nam
phia trén truc hoanh néu p > 0, nam
phia dudi truc hoanh néu p < 0, trung
v6i truc hoanh néu p = 0. Do dé6 -

H.7

Néu p > 0 thi duong thing y = p cit do thi y = |x| tai hai diém
(phuong trinh da cho ¢6 2 nghiém la 2 s6 doi nhau x = +p).

Néu p = 0 thi duong thing y = p trung vdi truc hoanh (phuong trinh
¢6 mot nghiém bang 0).

Néu p < 0 thi duong thang y = p khong cdt dé thiy = [x! (phuong
trinh vé nghiém). - -

AV

Cac cap so duoge bieu dién trén mat Bl nik
phang toa dd nhu sau (hinh 8). 5E
Diém A nam trong goéc phan tu I 11 BE'"‘* |
cotoaddo:x=1>0;,v=6>0.
Diém B nam trong géc phan tu 11
c6toadd:x=-1<0;y=4>0. = 3 0:1 ;'4 >\
biém C nam trong géc phan tu I11 ‘ !
cotoado:x=-3<0;y=-2<0. i | =g o

I11 v



10. Ta c¢6 tam gidc ABC nhu ¢ hinh 9.

b6 1a mot tam gidc vudng tai A.

11. a) Cac ham sé da cho déu c6 dang
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Piém D nam trong géc phadn tu [Vecétoadd : x=4>0;y=-2<0.
Piém E nim trén truc tung c6 toadd : x =0;y =5 > 0.

Piém G nam trén truc hoanh ¢6 toadd : x=3>0;y =0.

e Loi binh : Luuy thém :

a)

b)

c)

Duong phan gidc cia cdc géc phan tu I va III goi la phéan giac thu
nhdt c6 phuong trinh 12 y = x va hoanh d¢ luén bang tung dg, néi
cdch khac phan gidc tha nhat la tap hop cdc di€m cé haanh do
biang tung do.

Con phan gide thit hai 12 phan gidc ctua cdc géc phan tu II vi IV, né
la tap hgp cdc diém c6 hoanh d¢ bang s6 ddi caa tung do.

Truc hoanh Ox la tap hop cdc diém c6 tung do béng 0.

Truc tung Oy la tap hop cdc diém c6 hoanh dé bang 0.

Puong thing song song véi truc hoanh va cdt truc tung tai diém m
la tap hop cde diém c6 tung do bang m.

Dudng thing song song vdi truc tung va cdt truc hoanh taidiém p
la tap hop cdc diém c6 hoanh do bang p.

Dién tich tam gidc vuéng nay bang : HD
1 2
lAC.AB ==.23 =3 (cm”).
2 2 N
X

e Loi binh :

Tuong tu, "hay tinh dién tich cia ti gide BCDE vdi toa do cdcdinh la
D(0; 1) va E(0; 4)". ‘

Tit giic BCDE la hinh thang vuéng nén dién tich ctia né bang :

CD+BEDE E 2+ 4
2 2

3 =9 (em?).

: ) ¢ 1
y = ax (vdi a theo thua tu bang :E;

+2 va +1). D6 thi cua ching deu di

F 4

qua diém goéc toa do O(0; 0), ngoai

.. : 1 \
ravélx =1thiy, = :5, y, = +2 va

ys = 1. Ta ¢6 do thi cua chung nhu
sau (hinh 10).




13.

b) Nhan xét :

. . ; 1 . 1 .
Cac dudng thang y, = 5X vay, = --é—x; Yo = 2X; y2 = -2x; y; = x va

<

y, = —x tung doi déi ximg nhau qua truc hoanh Ox.

Loi binh : Véi bai toan : "Cho hai ham sé fit) = |2t| va fit) = 2. Tim
toa do giao diém hai dé thi réi can ci vao do dé tim cdc gid tri ctia t
sao cho |t] < 2", ta co6 cach giai sau :
Pb thi cia hai ham sé fit) = |2t| M)

va f(t) = 2 nhu ¢ hinh 11. Hai dé _ \ AU:_ 12t |
thi nay ciat nhau tai hai diem A va Mt o . Z :
B ma toa do la A(-1; 2) va B(1; 2). :
Vdi fit) = -2 thi do thi nam duéi
truc hoanh Ox nén khong cat dé
thi cua f(t) = |2t|, do d6 khong ¢o
giao diém.

oV

FL.Ll

Can cu vao dob thi cdc gid tri can tim la hoanh d§ cua cac diém thuoc
do thi ham sé fit) = |2t| nim phia dudi dudng thang f(t) = 2, dé la
-2 <t <2

Pat f(t) = u theo bai ra ta c6 thé viet u=3 - |t].

Do déy = fiftt)) = flu) =3 - |ul, hayy = 3-]3-|t|.

Véit < -1 tacé y =6 +t. H.12
Vi -83<t<0tacéy=~t: = eeniO.... '

Vii0<t<3tacoy=t.

[l TR

Véitz3tacdy=6-t. 8 =
D6 thi cua ham so da cho nhu ¢ hinh 12.

Loi binh : Tuong tu, néu phai "Gidi bing dé thi phuong trinh |t -~ 11 = m”
thi cach giai nhu sau :

Trugc tién ta vé dd thi ciia ham s6y = [t — 1| gdm hai tia nim phia trén
truc hoanh (hinh 13) va vé dudng thang y = m song song véi truc hoanh.

Néu m > 0 thi dudng thang cit dé thi tai Ay
hu} diéem (2 ng!nem); zle\u m = 0 d.l{o'ug \ / y=m
thang trang vdi truc hoanh (1 nghiém); \
con néu m < 0 thi duong thiang khong 1\/=]t ~1]
at do thi (vo nghiém). >
car ac 1 ghie ol 1 A
a) Ta lap bang sau day : H.13

X -2,4 -2 -1,6 60 * 0,5 2 2.7

[x] ' -3 -2 -1 0 1 2 3



D6 thi la nhing diém nam trén cac doan ke dam, triu nhimg liém ¢

dau mdut bén phai cua méi doan (hinh 14).

. !\y
—3—2—1 o b
o0l T o2 o3
R
S e
A =3 H.14

vV
L
s

b) Do thi cua ham s6 y = Sgnx 1a nhitng diém ném trén hai mu: dudng

fhand trir dau mut (hinh 15).

e Loi binh : Néu phdi vé dé thi ham s6'y = ||x| - 1| thi ta lam mhr sau :
i . . /\y
Vé theo 3 budce : buée 1 vé do thi ham sé ,
y = |x|; bude 2 tinh tién dé thi doc theo i /
truc tung Oy mot don vi vé phia duéi truc ,
hoanh; bude 3 vdéi phan dudi truc hoanh /
- 2 Ate % aow = ————
Ox ve phan dé1 xung véi ndé qua truc —IV 1 X
hoanh sé duge do thi y = “x]—l’ (nét 1 . '
= 116
dam) (hinh 16).
14. Ta chi can vé dudng biéu dién trong goéc Ay
phan tu I, tic la véi x 2 0 va y > 0. O géc
phan tu nay ta ¢ |x| = x, |yl = y nén Q

15.

80

biéu thice da cho cé dang y = 1 - X.

Dudng biéu dién-la nhimg diém thuoc doan
AB. Suy ra toan bd duong biéu dién la
nhimg diém thudc bén canh hinh vuoéng
ABCD (hinh 17).

Lot binh :
biéu thuc x| - iyl
thuc dudi dang |yl = |x

veé di((m g bicu dién
. thi ta viét biéu
E =1

Néu phai *

‘Ta vé duge dutmg biéu dién cua né nhu

hinh bén.

Ta phai xét biéu thic trong ting géc ‘phén tu.

Trong géc phan tu I biéu thic c¢6 dang y =

gidc cua goc do.

Trong géc phan tu 1l taco |yl =y, (x|
la nua truc hoanh.

£

DV

¥
va

x, nén do thila ta phan

= -xvay=0,néndd ti chinh



Trong géc phan tu lll tacé y — y = x — x, day
la hing dang thuc, diéu nay cé nghia la moi
diém thuoe géc phan tu nay déu théa man hé
thite da cho.

Trong géc phan tu IV ta c¢6 x°= 0, do thi

chinh la nua truc tung am.

Ta duge duong biéu dién nhu ¢ bén (hinh 18).

=4
o Loi-binh :
Néu la : "Ve do thi ham sé 1y| = |lx - 1]"thi \
truge hét phai ve dé thi ham sy = |x - 1],
/1\

sau do lay déi xiung qua truc hoanh (hinh 19) 0 ";
dé duge hai duong thang vuong géc tai diém
(1; 0. /
H.19
D. bO BAN GIAl BPUGC -

1. Chi qua méi 6 mét lan

Cho hinh vuéng gdm 6 = 6 6 trong dé ¢é hai 6 den (hinh 20). Hay veé
duong di tir 6 A dén 6 B qua tat ca cac 6 (khong qua hai 6 den) va chi

qua moi 6 mot lan.
-

H.20
2. Bong hoa canh kép (hinh 21)

Hinh béong hoa nay gém ba cdnh hoa lién nhau lién ti€p két hop vdi ba
canh hoa lién nhau khac thanh bong hoa cdnh kép.

Hay vé mot nét qua ba canh hoa dau tién va mot nét qua ba canh hoa
tha hai.

H.21
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§6. CAC TAD HOP $© HUU Ti, $O VO Ti
VA $O THUC

A. KIEN THUC CAN NAM VUNG

1.

a)

d)

e)

a)

b)

a)
b)

Tap hop Q cac s6 hizu ti
Sé hiru ti 1a sé viet duge dudi dang phan s % (véia, beZ = 0)
Tap hop cdc s hitu ti duge ki hiéu la Q.

Vi moi s6 hitu ti déu viét dugc dudi dang phan sé nén ta cé thé cong,
trit, nhan, chia nhu déi véi phan sé.

Gid tri tuyét doi ciia mot sé hitu ti x :
x| xnéux >0
x| = )
-xnéux <0

L

Lay thira cia mdt sé hiru ti v6i s6 ma ty nhién :

- Tich va thuong cua hai lay thita cung cg so6 :

m _n m+n,

" x" = x : xﬁ] . xl\ — xl!l"ll

(x 20, m=n)
- Lay thia cta lay thiua : (x™)" = x™"
—~ Ly thura cua mot tich, cua mét thuong :

n n
(x.y) = x".y"; [i} . (y # 0)

y yn

Mbi sé hitu ti duge biéu dién bdi mét s6 thap phan hiu han loac vé
han tuan hoan va nguge lai.

Ti lé thuc
Ti 1& thic 1a ddng thic cia haitisé > = <. Néu 2 = £ thiad =be.
b d b d
Tinh chat cua day ti sé bing nhau :
A .e¢ e a c e a+c+e a-c+e
Ty —=—=—tasuyra —=—=—= = .
b d f b d f b+d+f b-d+f

S6 vé ti va sé6 vé thuc
S6 v ti 1a s6 dugc viét dudi dang so thap phan v han khong tuan hoan.
Can bac hai cia mot s6 a khéng am la sé x ma x” = a.

Sé hitu ti va s6 vo ti duge goi chung la sd thuc. Tap hgp cdc 6 thuc
duogc ki hiéu la R.
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B. CAC BAI TOAN DIEN HINH

1.

e v N 1. ., X+6
. Viét tap hop cac s0 nguyén x sao cho sé hiru ti

[.am phép tinh sau mot cdach hop li :

1 ([ 16) 4 4, 11 19 17

= T . e (8

2 (17) 5 | 9, 45 34 105

1 1

. Tim cdc s0 nguyén a va b sao cho et

b 4

sO nguyén.

.- Chung té rang biéu thuc sau c6 gia tri bang -41 :

(13i~—2f1~_10§]230-l~+463
4 27 6) 25 4

\
1
|(1—31 + }B] : (12-— - 14-2—)
7 3] . 3 7

Cawu nao ddng, cau nao sai ?

a) S6 thuc bao gom s6 hiu ti va so vo ti.

b) S6 0 la s6 hiu ti duong. -

¢) S6 thap phan vo han khéng tuan hoan la mét dang cua sé vé ti.

d) J3 va b déula so vo ti.

cé gid tri la mot

L e ” T ‘
e) Moi s6 hiu ti déu viét duge duéi dang phan so 5 véi a, b 1a nhing

s6 nguyeén.

.37 . s z2 T : i 2 N
a) DPo1 phan so —3—5 thanh so thap phan v6 han tuan hoan.

b) S6 0,11(7) ¢6 thé doi thanh phan s nhu sau :
11711 106 53

0,11(7) =

900 900 450
Dua theo cich déi nay, hay déi -2,15(16) thanh phan sé.

Timh : a) 0,(3)+ 3% + 0,4(2).

4 3.3 3
-5 2
Tl'Flhi a) (—é——-“:—“)— b) —4—'—5—?
125° (3" -37)

3 2 3
. R 1 .
Xép theo thit tu tang dan : (—%J . -;—; [E) ;(—1—) ; (-2)%

b) [0,(5).0,(2)] : (3—:15:

33
25

J
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

84

Chung minh rang :

a) 41(!() = 22(]13 b) 75'.5[) e 4.51[,.‘!‘53”‘
So sanh :
a) 3% vgi 2 b) 2.5° véi 5.2°,

. .1 1
Cho s6 duong a, tim n dé : E(a“ - ——:1 = i,

a J

Tim p dé : 3" < 27.

59049

, : b 3125
Tim s6 nguyén n dé : [g)

4%9° 162120

Tinh gid tri cua M =

gi 312 _ gll
10211 | 1 02012 , 1

Cho A = - . -~ vaB-= —l——-——j— Chimg minh A < B.
102012 | 1 192013 1

M&i s& tu nhién abe c6 thé biéu dién dudi dang téng céc lay thiua khac
nhau cia 2, vidu': 231 = 27 + 25+ 2° + 2% + 2! + 2°,
Hoéi nhimng sd tu nhién cé ba chit s6 abc nao cé thé biéu dién rhu trén
vG6i s6 I6n nhat cdc s6 hang 7
Mot nhém hoc sinh di cadm trai trong dé sé nit nhé hon 50% nlung lén
hon 40%. Héi ¢6 it nhat bao nhiéu hoc sinh di cdm trai ?
Tim a va b biét riang :

‘

a)gz—?—véa+b=60 b) —= — vaa-b=7.
9 11 12 26

. . % - i - -, a ] - r
Chung minh rang tu ti lé thuc 5 = — ta suy ra dugc ti lé thuc :

c
d
a’ + b? ) b?
g% 4 42 ?
117-11 106 53
900 900 450
thanh phéan s6 : 0,18(0); 0,14(9); 0,(37).
a) Viét cdc s6 hiu ti sau dudi dang sé thap phan tuén hoan :
2-2-;4- va -I-E—.
33 132
b) So sanh : 0,(26) va 0,261; -3,776 va -3,(776).
Cho vi du vé :

a) S8 hiru ti xen giira J2 va 3

Dua vao két qua 0,11(7) = , hay do6i cdc s6 sau




b) S6 vO t1 xen giua 5 va

] w

24. Thu lai cac dang thuc sau :
a) 3"+ 4" + 5" = 6" b) 12%9' = 18"
c) 14,2.11 + 14,2.41 + 5,8.11 + 5,8.4 = 1040.

C. CACH GIAI VA LOI BINH

1. Ta co bang cdch thay -(—3\' s s |
b)) 7b

1 16 4 4 11 19 17 (1 16 19} [4 4 11) 17

\ = -t —t—F - — —F— = | —t—F+— |+ |+ —— — |+ ——

2 17 5 9 5 34 105 2 17 34 5 9 45/ 105

17432419 36+20-11 17

34 45 105
B8 0 i ol =g
34 45 105

105 105
e Lot binh : Tuong tu ta c6 bai toan sau :
4 4 4 7 7 7

T B LIl 2 8. J0 8.

e BACARTRSEI J
111\\) b b

5(3*?{*5} 5(%*16“§J
1 ( 5 7 2 { 1) 3

— — —_—
12 2015 (.9) 45 3 4 5

hoac bal toan sau : "Tinh C =

Chi can viét thanh mot tong dai s6 réi van dung tinh chat giao hodn
va két hop nhu ciau A dé dé quy dong mau va tinh todn duge nhanh

két qua.
Ta ¢cé6 : _
& 1 1 5 7 2 1- 38 (1 2 1) (5 a 7) 1
Cz — b b —m e e i e 2l o p ] | o o o e [ e
12 2015 9 45 3 4 5 12 3 4 9 5 45, 2015
1+8+3 254279  E 1 1
= + -+ = + + ::2 .
12 45 2016 2015 2015



2. Trudc hét ta cho b phu thuéc vao a biang cach bién doi
1 a 1 a-2

b 8 4 8
1

tuc la ta cé ti lé thic e = aéz dé suy ra 1.8 = b(a - 2). Nhu vay b va

a — 2 déu la udc cua 8.
Ma 8 c¢6 cdc ude la +1, +2,'+4, +8.

Bing cach lap bang ta syy ra ngay cac s6 nguyén can tim :

b -1 1 -2 2 -4 4 -8 8
a-2 | -8 8 -4 4 -2 2 -1 1
a -6 10 -2 6 0 4 1 3

- .. . el ot 1 ., 1 )
e Loi binh : Bai ra trén cho biét hiéu %— -5 bang 7 nhung 1éu cho

i ; a 1 .1 N _
biét tong chang han = + =5 thi cdch gidi ciing tuong tu.

Ta c6 : -l = E- a2 3 *a, suy ra b(3 — a) = 6. Cdc udc cia6 12 +1, +2,

b 2 6 6 ’

+3, +6. Ta lap bang dé tim cdc gid triciaava b :

b -1 1 -2 2 -3 3 -6 E

3-a -6 6 -3 3 -2 2 -1 1

a 9 -3 6 0 5 1 4 2
3. S6 hitu ti > 6 sé la s6 nguyén khi x + 6 chia hét cho 2. Nhun; 6 chia

hét cho 2 nén x + 6 chia hét cho 2 khi x chia hét cho 2, tuc a khi x
thudc tap hop M = {x = 2k |k € Z).

e Loi binh : Tap hop M ¢ trén 12 mot sd nguyén chdn, nén cé'hé viét
cdch khdc nhu sau :

-

M = {0; +2; +4: 16; ...]

‘ e
X+ 6 X+6

That vay véi x = 0 thi = 3, v61 x = -2 thi =2 vix=2
thi X;G w4, vl g =8 1 XE2 - 1 v

4. Biéu thic c6 dang —II\:;I— Ta tinh M nhu sau :



27 - 20 - 90} 5751 . 187 _ 639 . 187 313 N 187 100
. = = T _

M = 5{1 + :
L 108 ) 25 4 12 4 4

Tinh tiép N, ta cé :

N :(1+§+3+l):(12'-14+l—3)
S | 3 3 7

( 16 [ 7_6] 100 [ 41) 100
= |4+—|:|-2+ = | —— | = ——
21 21 21 ( 21 41

M 100
Vay — = —— = -41.

41 ~

, s 5
Lovi binh : Tuong tu : "Chung to biéu thuc sau c6 gid tri bang 5 :

3 1) 1

fes o P | Fins

P 4)°3
Q (1 1\ ( 1 1\ 5
Q (L—+3-——J =+ 3=+ —
3 6 7)) 42

Céach giai nhu sau :

p (10 9)_1_9_(40—63]19_ (ﬁg_} 10 __[23.10)__115_
"7 4)3 | 28 /3 (28)3 28.3 42’
Q = 2+3+—}-+-}»)+(-~4+3~1+1]+—5—
3 & & 6 7) 42
, ‘ / B
_ 5+3+2]+ 14 7+6J+_§_
| 42 ) 42
35 (_43'J+_§__ 245-43 5 _ 207
T 6 42) 42 42 42 42
T 115 207 115 5
Viay — TR 5 = - = e
) Q 42 42 207 9
. a) Pung;
b) Sai. S6 0 khong la s6 hiu ti duong va cang khong 1a sé hitu ti 4m;
c) DPung;
d) Pung;

e) Sai. Moi s6 hitu ti déu viét dugc dusi dang phan sé % véia,beZ

vabz0.

&7



6. a) Ta lam phép chia sau”

b) -2,15(16) = -~

370 39

730 0,3737...

693 37

bl Vay — = 037,
730
693

370

21516 - 215 21301

9900 9900

e L¢i binh : Luu ¥ them la ta cé thé viét :

Ngoai ra :

b) Vi 0.(5) =

0=0,0); 2=200; -13=-13,0).
_0.18(0) = _180v18 _ 162 _ i;
900 900 50
0.14(9) = 149 - 14 _ 135 _ 0.15.
900 900
— - 1 s
a) Vi 0,(3) = 1_3___0 = §- = l va -0,4(2) = *42 4 = —§-§ = H—Q- nén
9 9 3 . 90 90 45
1 10 19 11 49
0,(3) + 3l - 0,4(2) = ——+l—-1—g—=———w-—-
3 3 3 45 3 45
_165-19 146 .11
- 45 45 45
i«—-—q n—5— va 0,(2) = ?u-:—g"—"g nén
9 9 9 9
_ 1 2Y (10 2 )
oo [o}: ) (82).(122) _ 19, (11028
3 D 99 333, 81 33
10. .33 3 1 1

T 8111025 8125 2725 675

e Loi binh : Tuong tu ta c6 thé "tinh biéu thuc sau :

Ta cé :

1 1
1 373 50
M=043 + 06(2)2—-2_3 .22
2 05(8) 53
04 = BT Gem. 82=8 50
90 90 90
5(8) = ?ﬁj - i?i
90 90



Vay bieu thue M ¢6 gia tri -

5
30 565 ¢ 53 13 14 59053 13 14 3
90 902 5330 30 9 65350 30 9 2
O ‘ .
_139+1430-3135 402 67 22
- 270 270 45 45
y 3
(5* - 5%) [53(5 - 1’}' 54 4° 64
8. a) Taco : — = : R oo 25 i B st
125° (5%)° 5 5¢ gF
9° Bey 3¢ 1
b) 3 52 . 2 a602 a4
(3" -37) [3-*(3_1)} 3°.2 4
o Loi binh : Cé thé giai thém bai toan sau :
5 1o 1Y 1 (5Y 1
"Tinh P = | Jom | W 20| e 5 e
0,25\ 4) ’4\‘ \ 4 2
_(3,1 ] L3
(‘ach giai nhu sau : Ta lan lugt o :
2 2
Al W5
0,25 25 4 4 16
119 [5]{}3@_ N 1. faY
4 1616 4 64 ‘oY & B
{g 9 "3 27
25 9 125 27
Vaiy P =4 —+25|—: — :(—«-——-J
16 16 64 8
25 . 9 648 25 32 _375-128 247 |, 7
T4 '16'12527 4 15 60 60 60
\ - 1Y 1 3¢ 9
9. Ta lan lugt co :L—-I-J = - — (—) = -
4 64 (2, 4
3 3
6 '
B E -
3 3 27
3 3 & N
Vay (~—1——-J < [—l] < —1— < [é) < (-2)%
| 1) “2°\2



10. Taco: a) 4" = (25" = 251 = 22,

b) 75% = (15.5)* = (3.5%)* = 3*".5'".5"
=15".3".5" = (15.3)"".5" = 45" 5",
e Loi binh :
a) Tuong tu : "So sdnh 54° voi 21°%."
Tacé: 5b4'=(2.27)" =(2.3%)" = 213"
21" = (3.7)"* = 347"
Do 7'% > 2' nén ta suy ra ngay : 21'* > 54",
b) Ching to ring : (-1)* = 1 con (-1)**! = -1 véi moi k tu nhiér.
Tacé : (-1)? = (-1).(-1) = 1, suy ra (-1)* = (-1)H* = 1* =1
Lai ¢6 (-1)**' = (-1)*(-1) = 1.-1) = -1.

11. a) Tacé: 321 =3%3=(3%9"3=9"3

24 = 2%.2 = (292 =8"2
Do 9" > 8" nén 3.9" > 3.8" > 2.8", vay :
34! = 3.9" > 28" = 2 tiye la 3% > 2%
b) Tacé: 2.5° =2.5°5=505
52°=5.8
Vay *50.5 > 5.8, tic la 2.5" > 5.2
e Loi binh :
a) Tuong tu : "Hay so sanh hai s6 100*° va 9898'°."
Ta thay ngay rang 9898'’ < 10000'", ma 10000 = (100%" = 100*".
Vay 1002 > 9898 \

b) So sdnh bon cdch viét vdoi ba chit s6 sau dady,: 222, 22°, 2° 2%
Ta c6 : 22 = 2 = 16; 227 = 484; 2%% > 2° = 512,

QY ) : 9?2

Vay : 2% > 22° > 222 > 2%,

12. Vi a" duong v6i moi n nén nhan hai vé€ cia ding thic {a cho

90

1 1 ”e n 2 ’ 2n n
—2-(3“ + T) = 1 v61 a" ta duge dang thuc tuong duong a™" — 23" +1 = 0,
al-

hay (a — 1)*=0. Suy raa” = 1, tiuc la n = 0.
e Loi binh : Cé thé giai cdc bai toan tuong tQ :
a) "Tim s6 tu nhién n sac cho 25 5" <125."
Cach giai nhu sau

Ta c6 25 = 5% va 125 = 5°, do dé 5° < 5" < 5%



Suy ra : 5" = 57, vay n = 3, hoac 5" = 5* vay n = 2.
Néun = 3 thi 5 = 5" > 5%, con néu n = 2 thi 5° > 5" = 5%
Vay n = (2; 3l.

; ; 1
b) "Tim tat ca cdc s6 nguyén n sao cho —9—.27” = 3"

Ta cé cach giai sau :
1 n 1 3\n 33“ 3n - 2 P - N 3 n .- z
27" = —=.(3")" =— =3 . Biéu thuce nay bang 3" nén ta cé :
9 3? g
3™ ?=3" suyrad3n-2=n,trdén = 1. _
13. Do 27 = 3” nén tir bat phuong trinh da cho suy ra : [pl < 3. Tu dé ta
co:p e {-3; 3.
o Loi binh : Tuong tu, ta cé thé "Tim gid tri ciia p sao cho 63 <2° < 128"
Cach giai nhu sau :
Ta c6 64 = 2° 128 = 2°. Tur d6 ta c6 ngay cac gid tri cia p la 6 va 7.

5

; . 1y
e Nhung néu phai tim p sao cho 16 < [QJ <32 thido 16 = 2%, 32 = 2

nén khong ton tai gia tri nao cia p théa man bat diang thuc kép da
cho.

n 5
14. Ta c6 : 3125 = 5" va 59049 = 9° do dé :[g] = — = (g_} , suyran=5.

] 1 .
o Loi binh : Tuong ty ta c6 thé "Tim n sao cho (0,25)" = 256'”

1 o 4
Ta ¢6 0,25 = '] nén (0,25)" = [}"J va 256 = 4* nén --—1——- = —1- = [—1—} i
4 4 2566 4% 4

g" ] -\§H

o, 2
Vay : L = LEJ , turdé n = 4.
1) Tla :
15. Ta hay bién doi biéu thie da cho thanh lay thira cia 2 va 3 nhu sau :
(2°)°.3%)° +(2.3°.(8.35) 223" +2°3°2%35

M= (28)* 312 _ (3. )11 ~ gl2 312 _gligll

21231 + 212395 2%3%1+5) 26
323~ c kRl 3.5

4
=— (= 0,8).
5

o Loi binh : Ta gidi thém bai toan sau :
"Ching minh biéu thuc 8" ~ 8" - 8 chia hét cho 55 va biéu thic
10" + 10% + 107 chia hét cho 111."



16.

17.

Cich gial nhu sau : :

8" - 8" - 8% =8%8" - 8 — 1) = 8".55, chia hét cho 55.

10° + 10% + 107 = 10%(10% + 10 + 1) = 10°.111, chia hét cho 111
Trudc hét ta so sanh 10.A vdi 10.B, tiu dé suy ra A < B. Ta ¢6 :
~10(10%°"" +1)  —~(10*°'".10 + 10)

il

10.A

102012 | 1 102012 1

_-(107? 4100 -(10*"% + 1) 9 i 9

102012 , 1 - 102012 1 - 102012 | 1 - T 102«11271'
Tuong tu : 10.B = -1 - —-—)—-gww—
¢ 10;()15 + 1

9 9
102013 +1 - 22012 +1'
Do dé 10.A < 10.B, tic la A < B.
Loi binh : Tuong tu )
A 1+13+1§?+m+1y3Lﬁl)=1+11+1ﬁ4n”+1ﬂ{
1+13+13% +..+13% 14114117 ..+ 117

Chiting minh rang-C > D.”

Do 10" + 1 > 10*"% + 1, nén

Cach giai nhu sau :

& (k315 +18% + .. = $3%) 413'8 ) 1313
s =1+ > =
1+13+13% +...+13"2 1 +13+ 18% % ...+ 18"
1+ 18+ 13% +.. 418 1 1
=1+1: il =1 4+11 (1313 + 312 + ..+ ﬁ,i
Ho G+11+18 4. 410518 . - - 117
1+11+112 4. +1112 1+11+11%2 +... +11%2
14314 11% & .. 31" 1 1 ‘)
=1+ 1: =141 —— L — |,
1118 o 11,
1 1 11 1

Vi

1
— & —— < ——,..,— <— nén C>D.
1814 3% 18 e 13 11

Ta biét rang tong : 2° + 2% + ... + 2' + 2 = 1023 (*) nén mét s6 c6 ba
chii s6 abc biéu dién duge dudi dang téng cdc liy thita khdc nheu cua
s6 2 khong thé co qua 9 sé hang.

Do dé dé tim sé c6 ba chit s6 chita 9 s6 hang c¢6 thé dua vao () dtrén,
bang cach bo di bat cd sé6 hang nao lén hon 23, tic la tur s6 1023 a tru
bat di 32; 128; 256 va 512.

Vay cdc s6 ¢6 ba chir s6 thoa man bai ra la : 991; 959 90° 767 vas11,



o Lovi binh : Ta xét them bai toan sau vé tim so ¢6 ba chia so

18.

Tim tat ca nhang so co ba chua so, sao cho khi xéa bat cu chua so nao
thi s6 co ba chi s6 do chia hét cho so con lai co hai chit s6."

Gia su abe la mot trong cac sé thoa man bai ra. Vi abc = 10.ab + ¢
nén ¢ = 0. Thé thi theo gia thiét 100a + 10b chia hét cho 10a va cho
10b. tic la 10a + b chia hét cho a va cho b.

Diéu kién tha nhat duoe thoa man néu b chia hét cho a, tuc la b = k.a.
the thi tir diéu kién thd hai suy ra 10a chia hét cho ka, tic la chia hét
chok. Vib=#anénk =2 hoac5.

Vi k = 2 ta duge bon so @ 120; 240; 360 va 480.

V@i k = 5 ta duge mot so la 150.

Vay ca thay c¢6 5 s6 thoa man bai ra.

Gia su mot nhém hoc sinh gom n ngusi trong dé ¢6 m nir. Ta phai tim

s6 tu nhién n nho nhat sao cho ton tai sé tu nhién m thoa man bat
dang thuce 2 Py —1—

5 n 2
Chio n cdc gid tri t 2 dén 7 ta thay rang bat dang thic trén chi thoa
mén vdéi phan so % = % Vay 7 la gia tri nho nhat cia n can tim, tuc
la nhém hoc sinh do it nhat phai c6 7 nguoi.

e Lovi binh :

a) Luu y ‘rang : phan so ;;- c6 dugc tu cdc phan so 5 va 1 bang cach

congti 2+ 1=3vacongmaub + 2 = 7.
b) V61 bai ra ¢ trén néu c¢6 thém cau hoi :
“Cé it nhdt bao nhiéu hoc sinh di cdm trai néu sé ni nho hon 44%
nhung lon hon 43% ?" thi cach giai.lai nhu sau :
o .., . Im .43 m 44 11
Ta phai tim gia tri — saocho'— < — < — = — (1)
n 100 n 100 25
vél n la s6 tu nhién nho nhat. (1) co thé viét :
14 n 3 14 n-2m 3
e > — > 2, hay — > —m > — £2)
Lai mdt lan nua viét nhu trén :
1 m 2 1 m-3n-2m) 7m-3n

3— <« ——— < 3—, hay — <
14 n-2m 3 14 n-2m n-2m

2
& —
3

: -2 ,
va mot lan nua : 14 > e ?1 (3)
Tm-3n 2
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bé y rang gita khoang 14 va = ta sé tim dugc gia tri nguyén nhéo
nhat 1a 2. Ty n — 2m = 2 va 7m — 3n = 1 ta sé& tim dugc hai so tu
nhiénn=16vam-="17.

Vay nhém hoc sinh dé c6 it nhat la 16 ngudi.

19. Ap dung tinh chat cua day ti s6 bing nhau ta c6 :

Tu dé cé ngay :a=93=27; b=11.3 = 33.
a b a-b 7 1

12 26 12-926 -14 2

Tu dé a = 12.(-*—1*J =-6; b= 26.(*}-) = -13.
: 2 2

o Logi binh : Ta giai thém bai todn tuong tu :
“Tim ba s6 x, y, z ti lé vdi cgc s6 5, 6, 7 biét rdng téng ba sé de¢ bdng
108."

Ro rang ta c6 theé viét : = i,

X Z_E__x+y+z=108
5 6 7 565+6+7 18
Turdox=56=30;, y=66=236;, z=176=42,
Vay ba sé phai tim la x = 30, y = 36 va z = 42.

2 2
20. Theo tinh chat cua ti 16 thic ta c6 thé viét : %2- =L

2 2 2, 12 2 | 12
_ a c a“+b c® +d
Cong 1 vao hai vé duge : 1 + — =1+ —, hay. = +.(‘"‘
b’ d? b’ d?

at+b® b
Vay 5 2 i
¢ +d d®

e L¢i binh : Cé thé thém cau hoi sau :

> 3
. ac a” +c o )
Tu — = — suy ra — = ———." Ta c6 cach giai sau day :
b d bd  b* + d-

a c
bat — =
b

[

=k, ta ¢6 a = bk, ¢ = dk.

ac  bkdk ) aZ +c?  (bk)? +(dk)? k(b +d)
Do dé6 — = = k*, con = -

bd bd b? + d2 b? + d? b? + d?

= k=,

" ~ ... ac a®+c?
Vay ta suy ra ti lé thic: — = ———.
b” +d
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-18 1 :
21. Taco: 0,18(0) = 180 — 1¢ o 62 - 18.9 - _?_;
900 900 9.100 50
/ — { =
0.14(9) = 149 - 14 _ 135 - 0.15:
900 900
ey Sho0 ST
99 99

] 1
o Laoi binh : Tuong tu, hay "tinh tong sau ddy : 0,(3) + 33 +0,4(2)."

Taco: 0,3)= 3—_—O:§=—1- 0.4(2) = 42W4=-3—8-=£. Vay :
9 9 3 90 90 45
D3] + B ¢ Daihe 220, 38 L 10 169419 18 4%
3 3 3 45 3 45 45 45 45
22. Taco:
2 22 _ 0727272, = 0(72), Do dé 22% = 2,(72):
3 33
19 0143939, = 0.14(39). Do dé -122 = _1,14(39).
132 132

b) Do 0,(26) = 0,2626... nén 0,(26) > 0,261;
Cang do -3,(776) = -3,776776... nén -3,776 < -3,(776).

e Loi binh : Tuong tu :

o , 8
¢) “Viét cac s6 hdu ti —— va -
123

2
d} ”SO Sdn/l 3 ""2‘3‘ U() ""2,67;

Ta ¢6 :
8

P

123

1

c) 0,(06504) va —1-?-
13

~

|
N
o

d)

-2,6666 = -2,(6).

= 0,(142857).

3| =

23.

b)

V3

+

(SR

1000

va 0,1428(57)."

N~

-1,(230769);
) 2
Do do —2-?: > -2,67,

Do dé ;1; < 0,1428(57).
7

Giita hai s6 vo ti V2 va \G co6 sb hitu ti la %

o - - o - » 1 ~ 3 » - a7 - » -~
Giua hai so hau t1 ?2— va ~5— co cdc so vo t1 la :

2

va é - :
5 10000

3 ; : "
-1 T duoi dang so thap phan tuan hoan.
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e Loi binh : Tuong tu :

24.

¢) "Cho vi du uc:; ba s6 hiau ti gita cac sé 1 va J2

d) "Cho vi du vé hai s6 vé ti giva cac s6 1 va 1,1."

Tra loi :

¢) Gita cdc s6 1 va /2 ¢6 ba s6 hiru ti sau : 1,1; 1,01 va 1,001,

d) Giira cac s6 1 va 1,1 ¢6 hai s6 vo ti sau: 1 + —‘—/—E— val+ -—»\@-
100 1004

Ta cé :

a) 3" + 4% + 57 = 27 + 64 + 125 = 216 = 6",

by 129" = (129" = (2'.3%)" = (18")" = 18"

c) 14,2.11 + 14,241 + 5,8.11 + 5,841 14,2(11 + 41) + 5,8(11 -41)

52(14,2 + 5,8) = 52.20 = 1040.

I

Lot binh : Tuong tu, "hay thi lai cdc ddng thie sau :
a) (1+2+3+47°=1"+2"+3"+ 4%

—~ i) 1 0 1 Z l’
b) 75 = 45°".5™, C) —— 4 — + ..+

) "
57 79 63.65 (5

Ta co :

a) 10°=1 + 8 + 27 + 64 (= 100);

b) .-.5;5!} - 252(;.321; — 51[3.9“; - (5.9)lu‘5::n — 451()‘530;
1

c)

o
-
~J
©
o
Lo
)
o

e aeal -3
61 63) 63 65/ 25 &) 65

D. DO BAN GIAI PUGC
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Biéu thi cac sé

. Biéu thi s6 1000 bang :

a) nam hoac chin chir s6 9 (vi du 999-3 = 1000 vé6i nam chit s6 ))

b) sdu chu sd 3

¢) mudi ba chir s 5

d) tat ca muoi chir s6 (tur 0; 1; ...; 9).
Biéu thi s6 100 biang :

a) nam chi so 1 b) nam chu s6 3 c¢) nam chir 5.



A. KIEEN THUC CAN NAM VUNG

1.

a)

by

§7. TU PON THUC PEN PA THUC

Don thiue

Pon thde la biéu thie dai sé chi gom mot sé, hoac mot bién, hoac mot
tich gita cac so va cac bién. :

Bac cua don thic ¢6 hé s6 khac 0 1a tong cac s6 mi cua tat ca cdac bién
co trong don thue. ' .

S0 thue khace 0 la don thie bac 0; so6 0 duge coi la don thuace khong ¢o
bac.

Muén nhan hai don thic ta nhan cac hé sé véi nhau va cdc phan bién
vdil nhau.

Hai don thuae déng dang la hai don thdc ¢6 hé sd khac 0 va c6 cung
phan bien.

Muén cong (hay tru) cac don thdc dong dang, ta cong (hay tri) cdac hé
s0 vd1 nhau va gitd nguyén phan bién.

Da thuc

Da thic la mét tong cua nhing don thie. Mai don thic trong tong dugc
gol la mot hang tu cua da thuae dé.

Bae cua da thice la bac cua hang tu ¢6 bac cao nhat trong dang thu gon
cua da thuce do.

Da thiuc mot bién la tong cua nhimg don thite cia cung mot bién.

Muon cong hoic tru hai da thide moét bién, ta c6 thé thuc hién theo mot
trong hai cach sau :

Thuge hién theo cach cong, trir da thuc;

Sajp xép cac hang tu cua hai da thuc cung theo luy thita giam (hoac
tamg) cua bién, roi dat cac phép tinh theo ¢4t doc tuong tu nhu cong,
trir ciac so (chu y dat cde don thie dong dang trong cung mot cot).
Nghiém cua da thiec mot bién : Néu tai x = a, da thidc P(x) cé gid tri
bag O thi ta néi a (hoac x = a) la mot nghiém cua da thie d6. M¢t da
thuie (khac da thie khong) cé thé c6 mot nghiém, hai nghiém, ..., hoac
vo nghiem.

B. CAC BAI TOAN DIEN HINH

1.

Timh nhanh gia tri cua biéu thuc :

a’(b +c?)a® - c®xa? - ¢)

= véia=-4,¢c=16.

2
a- +¢
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2.

3.

10.

98

5
1 4 1 11165118 5

Tinh nhanh gia tri cua biéu thic : 3—. - : .
117 119 117 119 119

Sé6 1973 c6 thé viét dudi hai dang sau :
a) 1973 =1".19" - 7" -3")
b) 1973 = (1 + 9°.7° + 3) = (61 + 9)° + (7 + 3)°].

Hay dung cdc dau : +, —, . , : va cdc s6 ma, cung véi cdc ddu ngodic ( )
va [ | dé viét 1973 theo cach tuong tu nhu trén (viét duge cang nhiéu

cang tot). .

Ching minh ring :
o (a— b 20 a
: le-d T Q2014 q2014°

2014, 2014
Néu c6 ti lé thuce

oo

=
b

" Rat gon biéu thic : 2p - m - {2m — p — [p + 3m — (5p — m)|}

khi m = a° + 2ab + b* va p = a® - 2ab + b*.
a) Tinh gia tri nho nhat cua biéu thic : A = (2x + 1)° - 3.
b) Tinh gid tri 16n nhat cia biéu thic : B =5 - (3y - 1)*.

2
. . 2 - mn i .
Cho cac don thuc —3—mx4 y3: ~7n°x"my”; --g--x7yw trong dé m, n 1a cdc

hang sé, con x, y la.cdc bién.
a) Xdc dinh hé s6 cia moi don thiic.
b) Xdc dinh bac cia don thic déi vdi timg bién va déi véi tap hop cic

bién.
a) Tinh téng cac don thic :

3x’y” — (%xzyr + 321y°x% - x2y5]+ (__l_g_x-zys) + 321y°x”.
b) Tinh tich cac don thuc va tim bac cua don thide thu duge -
(-7x*y*)" (nx'y'?)*. (-2mxy”)".

a) Tinh téng cdc da thic va tim bac cua da thic thu duge :

(4x* - x*y — 5y") + (6y” - 15xy” - 4x”’y - 10x")

— (-2x" + 6xy* + x%y) — (-3x" —~ 10y").
b) Tinh hiéu cac da thic va tim bac cua da thice thu duge :
(5,72*t - 3,1zt + 8t”) — (6.9zt — 2,3z°t* + 8t).

Giai thich tai sao :
a) Téng cua s& c6 hai chir s5 ab va s c6 hai chir sé viét theo thu tu

nguge lai ba 1a mot sé chia hét cho 11. Cho vi du.



11.

12.

13.

14.

17.

18.

19.

20.

b) Hiéu cua s6 c6 ba chu s6 abc va sé c¢6 ba chi sd viét theo thy tu
nguoc lai cha cang la mot so chia hét cho 11. Cho vi du.

Chung minh rang :

4) S6 aabb chia hét cho 11, cho vi du.

b) So abe + bea + cab chia hét cho 3 va cho 37, cho vi du.

Tim s6 p ¢6 tinh chat sau : néu tong cac chit s6 a + b ma chia hét cho

p thi cdc s6 abbb va baaa cang chia hét cho p.
Cho 6 111...11 gom n cht sé6 1. Hoi n bang bao nhiéu dé sé nay chia
hét cho 13 ?
Cho cac da thue mot bién :

A=-3xx-3)+3x" —x(x-3)-9x + 2

B=2x(x*+3)-4x" +2(x - 1) + 3.
a) Thu gon cac da thic trén va sip xép ching theo lay thira giam cua

bién.
b) Tinh A + B.
Thu gon cac da thic sau roi tim nghiém cua chung :
al (2t°~5t+ 1)—(t*+3t+ 1)
b) (3t7 - 2t + 1) — (3t° — 2t + 5).
Cho da thuec fit) = at® + bt + c¢. Tim cdc hé s6 a, b, ¢ biét rang khi thay
t lan lugt bang 0, 1, 2 ta duge fl0) = 1, f(1) = 2, f(2) = 2.
Cho cdc da thic : A = 5a® - 8a’b + 2a’b* — 4ab® — b*;
B =a' + 3a’b - 5a°b” - 6ab” - 2b";
C = -4a" + 5a"b - 7a’b* + 10ab® - 5b".

Tinh :a) A+ B-C b) -A-B + C.
C6 nhan xét gi vé hai két qua tim duoc ?
Chung minh rang cac da thuc sau day cé gid tri khéng am véi moi gid
tricua X,y :
a) X -2x +2y" +8y + 9 b) (x* — xy + y*)' + (x* + xy + y°).
Khi nao thi ¢6 dang thiec ?
Viét du6i dang da thie :

—

g i PR R —
a) mn + 2m - 3n b) (ab) - ab c¢) abe - be + a.

Ching minh ring :
a) Biéu thuc mn(m + n) chia hét cho 2 v6i moi m, n.
b) Hiéu 2011° — 20117 chia hét cho 2010.
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C. CACH GIAI VA LOI BINH

100

Doa = -4, ¢c = 16 nén a° = ¢ = 16, vi vay thira sé cuéi a° - ¢J t cua
biéu thuc da cho bang 16 — 16 = 0. Do d6 biéu thic bing 0.

Loi binh : Tuong tu, hay "tinh nhanh gid tri ciia biéu thuc :
la + b3’ - 0'")ia® - b)vdia = 25, b= -5."
Ta thdy rdng b” = (-5)* = 25 va a = -25

nén thua sé thi hai a + b* = -25 + 25 = 0, do d6 biéu thuc da chcbang 0.

bat 1 = i, 25 = b. Ta nhan thay rang héon s6 m-— cothe viet
117 119 ‘ n
S % i) 1 Pa <
dud dang mot tong m + — nén :
n
1 1 1
3— =3+ =3 + a; 4——————-4+—1——::4+b:
117 117 119 119
1—1-—1—§:1+~¥-1—6--ﬂ1 l1=2-a;vyv
117 117

Vay biéu thie da cho ¢ the viet -
10

(83 +akd4d +b)—(2—a)6—-b)<=5b=10a = —,
, 117

Loi binh : Tuong tu, hay "tinh nhanh gia tri cia biéu thic :
201202013 + 2013" + ... + 2013° + 2014) + 1."
Ta dat 2013 = m thi biéu thue da cho cé thé viét :
m-Dm +m + .. +m +m+ 1)+ 1
=m"+m’+m*+ rmrmT -’ +m L mT e me 1)y 1
= m',
Vay gia tri cua biéu thuce da cho bang 2013".
Ta c6 thé viét theo cdc cdach sau day :
a) 1973 = (19° + 7' - 3") - (1.9.7 - 3)
b) 1973 = (1" = 9"+ 7'+ 3") - (1 - 9.7 + 3)
¢y 1973 = 1" 29 =TV a8 P 249 - 1)
d) 1973 = [(1 + 9" + (T + 3’| + [(1 - 9 + 7).3”|
e) 1973 =[(1+ 9" +(7T+ 3" - [P -9+ 7) + 3"l
Loi binh : Néu bay gio. "so 1973 co thé bic¢u dien dusi dnmg tch,
chang han : 1973 = 1.2.3..8.9 va 1973 =9.8.7..2.1.

Hay dung cac ddu +, - . va ddu ( ) dé xen vao gitta cdc chi $ ctiv s6
123...89 va s6 987...21 sao cho duoce két qud la 1973."



Cach giai sé nhu sau :
a) (-1 +2).34.56 + 78 - 9 = 1973
by 9+ 8~7+6543+2-1=1973.

. a ¢ ,.,. ..a b ) . wd o TS :
4. T le thuc L c6 thé viet — = —. Theo tinh chat cua day t1 s6 bang

c
a b a-b . A .
nhau ta ¢6 1 — = — = hay nang lén lay thua 2014 :
e d c¢-
a0 2014 2014

9 E - D] - D) ®
C_Oll d-014 {ii s d)_014

Ap dung lan naa tinh chat day ti sé6 bang nhau sé duoc :
Q20018 L p20M (g 20

C'_’UH + d‘2014 (¢ - d)ZUIfl

e Loi binh : Ta giai thém bai toan sau :
Tim gia tri nho nhat cua ti so P trong do abe la s6 ¢6 ba chu
a+b+c .

A0

SO.
Cdch gial nhu sau :
100a + 10b + ¢ lla+ b
=1+9 —m8—.
a+b+ec a+b+c

'Ti s6 da cho c6 thé viét - k =

Ta ¢6 k nho nhat khi ¢ I6n nhat (vdi a, b xdc dinh), tdc la khi ¢ = 9.

.4
Khidé : k=10 + 9.—19?*-——{-.
a+b+9
Vi a xdc dinh, k sé nho nhat khi b = 9. Khi dé :
k= 10 + 9.10a - 9_: 10 + 9.10(::-1 +18) - 189 - 100 — 9.189
a+ 18 a+18 a+18
va 1t se nho nhat khi a nho nhat tde la khia= 1.
Suy ra s6 phai tim abe = 199 va ti sé k = LA ]O—9-~.
1+9+9 19 19

Luu y la bai toan nay c¢6 the md rong cho s6 gom n chit sé.

5 Trude tién ta riat gon biéu thie, sau d6 mdi thay cdc gid tri cia m va p
wao bieu thue da rut gon. Ta ¢6 :

2p - m - {2m - p - |[p + 3m - (5p — m)}}

1!

2p—m - {2m - p - [p + 3m - 5p + m]}
= 2p—m- {2m - p + 4p — 4m|} &
= 2p—m-3p+2m=m - p.
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Thay cdc gid tri cia m va p vao biéu thife rit gon m — p nay dugc :
m - p = a’ + 2ab + b* — (a* — 2ab + b?)
= a’ + 2ab + b* - a* + 2ab — b® = 4ab.
e Loi binh : Tuong tu, hay "rut gon biéu thuc 6m - 4 — 18m - 1/."

3mw-1khimzl
Tacé: |3m-1] = :13
1—3mkhim<§.

. 1., .. i P, "
Dodé: Véim = P biéu thuc cé gid tri6m — 4 — (3m - 1) = 3m - 3;

Véi m < %— biéu thuc c6 gia tri 6m — 4 — (1 — 3m) = 9m — 5.

6. a) Véi moi x ta ludn c6 (2x + 1) 2 0 nén biéu thic A = (2x + 1)° — 3 = -3,
do dé gid tri nho nhat cia (2x + 1)° — 3 bing -3 khi 2x + 1 = 0, tuc
la khi x = -+,

2

Véy khi x = «% thi biéu thic A c6 gis tri nhé nhat bing -3.

b) Véi moi y ta luén c¢6 (3y — 1)* > 0. Nhan hai vé véi -1 ta cé
~(3y = 1)" £ 0 (nhé6 déi dau > 0 thanh < 0). Thém 5 vao hai vé dugc
B=5-(3y-1)<5. !

!

o

Do dé gid tri I6n nhat cua B bang 5 khi 3y -~ 1 = 0, tic la khiy =

. 1 " . . . o —
Vay khiy = . thi biéu thiuc B cé gid tri 16n nhat bang 5.

o LJi binh : Tuong tu, ta cé bai todn sau :
¢) "Tim gid tri nhé nhdt cia biéu thic : C = (x* - 9)° + |y -5|=-1"
3

d) "Tim gid tri lon nhdt cia biéu thic : D = =
3t° +6

Céach giai nhu sau :

¢) V6i moi x ta luon c6 (x* — 9)° > 0 va véi moi y ta ludn ¢6 |y — 5| 2 0,
do d6 bidu thic (x* - 9)* + |y - 5| 20 nén

C=x*-9'+|y-5l-1>-1.
Vay gid tri nho nhat cia C bing -1 khi (x* - 9% + |y - 5| = 0.
Ma téng cua hai s6 khéng am bing 0 khi va chi khi méi s6 dé phai

bang 0, tuc la tacé :
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(x* -9 =0,suyrax*—9=0, tr dé x = +3;
'y-5/=0,suyray-5=0,turdéy=5.
Vay khi x = +3, y = 5 thi biéu thic C cé gia tri nho nhat bang -1.

d) Ta luén ¢6 3t* + 6 > 6 vdi moi t. Ngoai ra, néu hai phan sé c6 cung
tr 1a 3 thi phan s6 nao c6 mau 16n hon la phan sé nhoé hon, do dé

ta co :

Gia tri I6n nhat cua biéu thue D =

_ bang 1 khit=0
3t2 + 6 2

Viy khi t = 0 thi bidu thife ID ¢6 gid tri 160 nhi bing -;-

- 2
7. a) Heé s6 cua moi don thic da cho theo thy tu la : 2—;“—; ~7n°m; mn_

b) Don thiec gmx“y“‘ c6 bac 4 doi véi bién x, bac 3 dé1 véi bién y va
bac 7 déi vdi tap hop cédc bién x, y;
Pon thie -7n"x"my’ ¢6 bac 4 doi véi bién y (vi x” = 1) va bac 4 dai
vdi tap hop cac bién x, y;
2

mn® s o5 o wb . e
x'y' ¢6 bac 7 déi véi bién x, bac 10 d6i véi bién y

Pon thuce

va bac 17 doéi véi tap hop cdc bién x, y.
e Loi binh : C6 thé hoi thém : "Cdc don thiic nao la dong dang néu co
ba don thuc : —§mxy‘5; Imx’y’ va ~?7.~1113.ry5 VoI :
a) m la hang, x va y la bién ?
b) x va y la hdng, m la bién 2"
Cau tra loi nhu sau :
a) Khi m la hing, x va y la bién thi c6 hai don thic dong dang la

%mxy5 va —%m:;xys (vi c6 phan bién déu la xy”);

b) Khi x va y la hang, m la bién thi c¢6 hai don thie déng dang la %xyf’m

va 9x’y’m (vi ¢6 phan bién déu la m).

8. a) Cdc don thiec da cho déu déng dang, dé tinh téng cta chiing ta coéng
(hay tru) cdc hé sé véi nhau va giit nguyén phan bién. Ta c6 thé
viét, sau khi bo cdac dau ngoac :
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2 9 9 £ 5
3x7y” ~ - 321y°x” + x%y” - 15-xzy" + 321y"x’

- 1 19 l . , &
= (3 - g -321+1- — + 321 fxzys o O.X'y” = (.
5 J

b) D% nhan ba don thie ta nhan cac hé so véi nhau va nhin cac phan
bién v61 nhau. Ta c6, sau khi nang l1én lay thua :
(-343x"y").(m*x"y*).(16m"x"y %)
= (-343.m°.16m").(x"y" x"'y* x'y'?) = -5488m° x*" y**
Bon thie thu duge co bac 69.
e Lot binh : Tuong tu, hay tra 161 thém cac cau hsi sau :
¢) "Viét cdc don thitc A, B, C biét rang : A + B+ C =x"."
~d) "Viét cac don thic'M, N, P biét rang : M.N.P = y*."
Cac cau hoi nay ¢6 nhiéu dap sé, sau déy‘la hai d4dp s6, chdrg han :
¢) 7x” - 5x” - x” = x*: ~11x” - 4x” + 16x" = ¥".
d) y.y’y™ = y*; y'Ly®yt =y
8. a) Bo6 cdc dau ngoac ta co -
4x* — X’y — 5y° + 6y’ — 15xy° — 4x°y — 10x" + 2x" — 6xy* — x“y = 3%’ + 10y"
= 4x° - 6x%y - 21xy* + 5x° + 11y°.
DPa thic thu duge ¢6 bac 3 d6i véi hai bién x,
b) Bé cdc ddu ngodc ta ¢6 -
5,7zt* - 3,1zt + 8t” — 6,9zt + 2,32t — 8t* = £2°t* - 10zt.
Da thirc thu duge c¢6 bac 4 déi véi hai bién z, t.
o Loi binh : Tuong tu, hay “tim da thuic M biét :
a) Sxyz — 12X%yz* - 17xy* - 21°yz* - 6xyz + M=0;
by M - (6x'y* — 7Txyz® + Qx-yz) = 4x'y’ - 3xyz’ - 5xyz.”
Tim da thic M ¢ day la thuc hién mot phép cong hoac trir hzi oda thie,
a) Ta cé ngay :
M = -5xyz + 12x*yz* + 17x7” + 21x%yz* + 6xyz
= xyz + 33x°yz® + 17xy".
b) M = 4x'y® - 3xyz® - 5xyz + (6x"y* — Txyz’ + 9xyz)
= 4x'y? + 6x"y’ - 3x7" — Tayz® — 5xyz + Ixyz
= 10x'y* - 10xyz® + 4xyz.
10. a) Tac6: ab+ba =10a+b+ 10b+a = 1la+ 11b = 1lia + 5)

1{\4
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S6 nay chia hét cho 11.
Vidu : 79 + 97 = 176 chia hét cho 11 (thuong la 16).
b) Ta lai ¢6 : abc - cba = 100a + 10b + ¢ — (100c + 10b + a)
= 100a + 10b + ¢ - 100c — 10b — a = 99a - 99¢
= 99(a — ¢). S0 nay ciang chia hét cho 11.
Vidu : 572 - 275 = 297 chia hét cho 11 (thuong la 27).
Lévi binh : "Néu ia hicu ab - ba thi sao ? Néu la tong abe + cba thi

sac

Xét hiéu ab -ba = 10a +b — (10b + a) = 10a + b - 10b — a
=9a — 9b = 9(a — b). S6 nay chia hét cho 9.

Vi du : 91 - 19 = 72 chia hét cho 9 (thuong la 8).

Xét tong abe + cba = 100a + 10b + ¢ + 100c + 10b + a
= 101la + 20b + 101c.

" nay khong chia hét cho 9 va cho bat ci s6 nao.

a) Taco: aabb = 1000a + 100a + 10b + b == 1100a + 11b
= 11(100a + b), chia hét che 11.

Vi du : 7755 chia hét cho 11 (thuong la 705).
b) Tong da cho c¢é thé viét :

0]
O

abc + beca + cab = 100a + 10b + ¢ + 100b + 10c + a + 100c + 10a + b
100a+b +c¢c)+100a+b+c¢c)+(a+b+c¢)
=111(a+ b + ¢). '

Do 111 = 3.37 nén 111(a + b + ¢) chia hét cho 3 va cho 37 (thuong
'a 444) va chia hét cho 37 (thuong la 36).

i

Lavi binn : Tuong tu, "hay ching minh cdc sé aaa va aaaaaa deéu chia
hét cho 37."

Ta ¢6: aaa = 100a + 10a + a = 111a = 37.3.a, chia hét cho 37.

-

aaaaaa = aaa.1000 + aaa, ca hai s§ hang cua téng déu chia
hé't cho 37 nén tong cua ching cing chia hét cho 37.

Vi du : S6 555 chia hét cho 37 (thuong la 15).
S& 777777 chia hét cho 37 (thuong 1a 21021).
Ta thay ngay s6 p = 1 thoa man bai ra.

Giia st a + b chia hét cho p, thé thi theo diéu kién dé bai s6 1000a + 111b
chiia hét cho p, tir d6 hiéu : (1000a + 111b) — 111(a + b) = 889a chia hét
Ch!O D.
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13.

14.

106

Néu a va b la hai s6 nguyén t6 cing nhau thi a chia hét cho p. thé thi
2 < p <9, mau thuan ! Vi téong 1 + (p — 1) chia hét cho p nhung 1 lai
khong chia hét cho p. Vi thé cdc sd p va 889 = 7.127 ¢6 uéc chung khac
lnénp=7.

Vay c6 hai sé thoaman bairalap=1vap="17.

Lot binh : Ta c6 thé "tim xem cdc s6 abbb va baaa la nhing sé6 nio "

Néu p = 1 thi téng a + b chia hét cho 1, ttc la a = 0, b= 1 hoac1 = 1,
b = 0, ta sé dugc cic s6 abbb = 111 va baaa = 111 déu chia hét cio 1.

Né&u p = 7 thi téong a + b chia hét cho 7, tic 1a :
a=1,b=6hoaca=6,b=1, taco sdé 1666 chia hét cho 7;
a=2,b=5hoaca=>5,b=2, taco sdé 2555 chia hét cho 7;
a=3,b=4hoica=4,b=3, taco soé 3444 chia hét cho 7.

Trudc hét ta thay riang hai sé6 1 va 11 khéng thé chia hét cho 41. Ta

thit chia cdc sé ti€p theo 111, 1111, ..., cho 41 thi thdy ring si dau
tién chia hét cho 41 1a s6 11111 (v4i nam chir sé 1).

Véi cdc so tiép theo 111111; 1111111; ...; thi chi c6 s6 111111111[ (véi
mudi chit s6 1) chia hét cho 41. Thu lai véi sé6 11111111111111. (véi
muoi lam chi sé 1) thi lai thdy s6 nay ciing chia hét cho 41.

Vay s6 111...11 vdi n chir sd 1 chia hé&t cho 41 khi n 1a bdi cua 5.

Loi binh : "Biét rang s6 1001 chia hét cho 13 (hai chi s6 1-va ha chu
$6 0) héi vai n bdng bao nhiéu ta ¢é thé ldp duoc s6 gom n chit s¢ 1 va
n ch s6 0 chia hét cho 13 2"

Ta nhan thiy ring ngoai s6 1001 con c6 sé 101010 (ba chir s 1 ra ba
chir s6 0) cang chia hét cho 13. Tir d6 ta thay cdc s6 dang :

10011001...1001 va 10101010011001...1001 déu chia hét cho 13

Nhu vay tdt ca nhitng sé lé n cing nhu nhimg sé chin n 16n honhoedc
bing 3 (n > 3) déu chia hét cho 13.

a) Taco: A =—3x(x——3)+3x4—x2(x-—3)——9x4.-2
=-3x 4+ x+3x - x" +3x*-9x+2=3x"-x"+2
2x (x> +3)—-4x’ +20x-1)+ 3

=2x" +6x - 4x' +2x -2+ 3=2x" —4x* + 6x° + 2x+ 1.

B

b) Pé tinh tong A + B ta sdp xép nhu sau :
A=3x"- X’ +2

+ ) )
B=2x"—4x’+6x" +2x + 1
A+B=5x"-5x"+6x"+2x +3




« Loi binh : Tuong tu, "Cho hat da thic :

2 4 3( 6) 1 , 2
)= — - — + - — +y -~
Y 4)’}’ 3)’

1
;. D= —y(y-5)-3y’ + 2
3 53’)’ Y

5
Thu gon cdc da thuc trén va sap xép chung theo luy thiua tang ciua
bién, roi tinh hiéu C — D.”

Cach lam nhu sau :

= —éyz—y—3y4+2=2—y+ %yz—By".

Ta c6 hiéu C — D béng : :
2 7 3, 14 2,
c=-2_1, 32 13, 2
5 20 4 3 '3
D= 2- y+-—y* - 3y*

12 5 19 , 1 4 11 ,
5 20 207 30 "3V
15. a) Taco: (2t* -5t +1)—(t*+3t+ 1) =2t" -5t + 1 —t* -3t — 1 = t* - 8t.
Xét t? — 8t = 0 hay t(t — 8) = 0 ta dugc hai nghiém la t, = 0, t, = 8.
b) (3t -2t + 1) - (3t* -2t +5)=3t* - 24 +1-3t* + 2t - 5 = 4.

Ro rang (-4) khéong thé bing 0 nén da thuc nay khéng c6 nghiém.
N6 la da thic bac 0 (vi -4 = —4t’).

o Lot binh : Tuong tu, "hay tim nghiém cua cdc da thuc sau :
- ' 1y 3,
¢) Ht+4)— (7 + 4t) d [t+—]| +—.
: 2 4

Ta c6 :
c) tt + 4) — (t* + 4t) = t* + 4t — t* — 4t = 0, hay 0.t = 0, da thdc nay cé
vO s6 nghiém, t la bat cu s6 nao.
d) Vi (t " %\'z >0 nén {t " %)z L .f.:- >0, do d6 da thic da cho khéng cé
nghiém.
16. Ta hay thay t lan lugt bang 0, 1 va 2 dugc :
fl0)=0+b0+c=1 (1)
fll) =a+b+c=2 (2)
fl2)=4a+2b+c=2 (3)
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Tur (1) ta ¢6 ngay ¢ = 1. Thay ¢c=1vao(2) dugc a +b = ] (1), vao (&)

dusc4a +2b=1(5)hayd4a=1-2b, matu(4)cob=1- anén -
4a=1-2b=1-2(1-a)=1-2+2a- 2a - 1.

P 1 . 3

Tu d6 tim dugc a = —— vab:-z—_

e a 1, 3
Vay da thic phai tim la : w—ét‘z + §,t + 1.

Loi binh : Tuong tu :

a) "Tim hé s6 ¢ ciia da thic fit) = 5t° — 6t + ¢ biét mot nghiém cia no
la -1" .

b) "Tim hé¢ s6 b cu’al da thiuc fit) = 3t° + bt + 4 biét mot nghicm ¢ia no
la -2."

Cach giai nhu sau :

a) Tacofi-1)=5+6+c=0hayfi-1)=11+¢=0,suyrac=-11
tue 1a fit) = 5t* - 6t + 11.

b) Tacé fi-2)=12~-2b+4=0hayf(-2)=16-2b =0, suyrc b =8,
tuc la fit) = 3t* + 8t + 4. |

Ta nhan thay rang cac da thuae da cho da duge sdp xép thec liay thua
giam dan cua a va theo lay thira tang dan cua b. Do dé dé tith tein ta
chi can sdp xép cac phép tinh nhu sau :

a) A = 5a® — 8a’b + 2a’bh* — 4ab® - b’
B = a'+3a’b-5a’h*- 6ab’- 2b*
~C = 4a" - 5a’b + 7a’®* - 10ab”’ + 5b*

A+ B-C=10a"- 10a’b.+ 4a°b” ~ 20ab’ + 2b".

b) ~A =-5a"' + 8a’b - 2a’b* + 4ab’ + b’
~B= -a' - 3a’ + 5a’b® + 6ab” + 2b"
C = -4a' + 5a"b - 7a’b? + 10ab® - 5b*
-A~ B+ C=-10a" + 10a’b ~ 4a”b” + 20ab’ - 2b".

Ta nhan thay rang cac s6 hang cua da thic A + B — C kha: dai vdi
cac s6 hang tuong ung cua da thic -A — B + C. So di nhu vay 1

“A+B-C)=-A-B+C.

o L&i binh : Tuong tu, “cho cdc da thic : M = 6y° - 4y° + 3y - 8.

N =4-6y+ 2y’ + 5y; P=dy -5+ 2y - 8y’

Hav sio xep mo: da thue theo luy thia tdng ddan cua y réi tinh :



18,

M+N+P va M- (-N-P)
So sanh hat két qua va giai thich tai sao.”
Trudge hét ta sap xép moi da thic theo luy thira tang dan cua y :
M = -8 + 3y - 4y” + 6y"
N= 4-6y+5y +2y
P= +5+4y + 2y* - 8y’
M+N+P=-9+y+3y.

Nuoai ra ta nhan thay rang :

M-(N-P)=M+N+P

nen khong can tinh tong M - (-N — P) ta c6 thé két luan ngay la :

M-(-N-P)=-9+y+3y".
Ta ¢6 :
a) X"~ 2X+ 2V + 8y +9=x - 2x + 1 + 20y° + 4y + 4)
=(x— 1+ 2y +2) >0, véi mpi x va y.
Ta ¢ dang thuc khix = 1,y = -2.
by (x* = xy + v + (X + Xy + ¥ = [(x* — xy + ¥) + (x> + Xy + ¥
[(x° = xy + y9)F = (X° =Xy + ¥)UX~ + Xy + y°) + (X + xy + y)| =
= 2x? + yIlx? + ¥ = 2xy(x* + ¥°) + X7y
= 2(x* 4 yOx* + y9) + 3x°y’ 2 0, v6i moi x, y.
Ta c6 dang thuc khi x = 0,y LG
Loi binh :

a) Tuong tu, "héay ching minh biéu thic sau khéng am véi moi x, y, z :

X+ 19y° + 62° — 8xy — 4xz + 12y2.”
Ta cc').thé' viét biéu thic da cho nhy sau :
x? — 204y + 2z)x + (4y + 2z)° + 3y* — 4yz + 22°
(x — 4y — 22)° + 2y’ — 2yz + 2°) + y°

i

(X -4y — 2z + 2y —2)  +y 20, véi moi X, y, z.

Ta c6 dang thic khix =0,y =0, z = 0.
b) Ngoai ra "hay ching minh thém la biéu thuc :

s PR i . 2 3 “ % g "
27y~ 2xy(x + y) +x~ +y khong am vai mot x, y.

b 35 N T R i x + 2V
Biéu thue da cho ¢6 thé viét néu'ta cong va tru thém + : :

Ta co :
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19.

20.

110

s ' 1 2 .
= 2 xy—XTy] +—(x—y) >0 vo1 moi x, y.
2 2

a) mn + 2m — 3n=10m + n + 2m - 3n = 12m - 2n

b) (10a + b)* - ab = 100a® + 20ab + b*— 10a — b

¢) 100a+ 10b + ¢ —(10b+¢c) + a = 101a.

Loi binh : Tuong ty, "viét dudi dang da thic :

d) (ab)’ - (ab)’ - ab e) (ab)® - (ba)?

g) 2ab - (ba)? + 4(ba).”

Ta c6 :

d) (ab)® - (ab)® - ab = (10a + b)’ — (10a + b)* — (10a + b)

= 1000a” + 300a’b + 30ab”® + b’ — 100a® — 20ab - b* - 10a - b
e) (10a + b)* - (10b + a)* = 100a® + 20ab + b® — 100b - 20ab — a
= 99a° - 99b* ‘

g) 2(10a + b) — (10b + a)* + 4ba = 20a + 2b — (100b* + 20ab + a*) - 4ab
= -100b” — 16ab — a* + 20a + 2b.

Ta c6 :

a) Néu m hoac n chén thi tich mn chidn nén biéu thic mn(m + n) chan,
do dé chia hét cho 2.

Néu m va n cung lé thi (m + n) chdn nén biéu thic da cho chén,
vay noé chia hét cho 2.

b) Ta c6 thé viét : 2011* — 20117 = 20117(2011 - 1) = 201172010 chia
hét cho 2010.
Loi binh : Tuong tu, "Cliing minh réing :
¢) abe - cba chia hét cho 9 di aaa chia hét cho 37."
Ta cé :
c) abc - cba = 100a + 10b + ¢ — 100c — 10b — a
= 99a — 99b = 99(a — b), chia hét cho 9

d) aaa = 100a + 10a + a = 111a = 3.37a, chia hét cho 37.



D. DO BAN GIAI DUGC
1. Ngoi sao sau canh (hinh 22)

Ngoi sao nay gom 6 canh vién bang 6 cung tron nho. Hay vé no bang
mot net.

:é. Cham nho cung vdi la (hinh 23)

Hay vé chiim nho nay bang mot nét.

H.22 H.23
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§8. POAN THANG VA 60C €O Gl CANLUUY ?

A. KIEN THUC CAN NAM VUNG

1. DPoan thang

al

b)

c)

d)

e)

c)

d)

e)

g)

h)

1)

k)

(6 3 khdi niém khong dinh nghia la : diém, dugng thang, mat phang.
Khi ba diém cung thudc mot duong thing, ta néi chung thang haxg
Qua hai diém c6 mot va chi mot duong thang.

Hai dudng thang cé thé trung nhau, cat nhau hoac song song.

Mot tia goc O la hinh gom diém O va phan dudng thang bi chiara bgi

-0 (tia con duge goi la mia dudng thang goc O).

Moi diéem trén duong thiang la géc chung cua hai tia d6i nhau.

Doan thang AB la hinh gém diém A, diém B va tdt ca cic dién nam
gitta A va B.

Moi doan thang ¢6 mot do dai. Do dai do la mot s6 duong.

Trung diém M cua doan thang AB la diém nam gita A, B va cah déu
A, B (MA = MB).

Goce

Nua mat phang bs a la hinh gom duong thing a va m@t phan mat

phéang bi chia ra badi a.

Goc la hinh gom hai tia chung goc.

Goce bet 1a goc ¢6 hai canh la hai tia déi nhau.

Mobi goc c6 mot s6 do. S6 do cua goc bet l1a 180°.

Géc c6 s6 do bang 90 1a géc vuong, ki hiéu la 1v. Géc nho hm gac
vuong la goc nhon, goéc l6n hon goéc vuong nhung nho hon goc bet la
goc tu.

Hai géc ké nhau la hai géc ¢c6 mot canh chung va hai canh con lii mam
trén hai nida mat phang doéi nhau cé bé chia canh chung.

‘Hai goc phu nhau la hai goéc ¢6 téng so do bing 90”. Hai goc br mhau

la hai géc c¢6 tong sé do bang 180"

Tia phan giac cua mot géc la tia ndm gitta hai canh cua goc va ao véi
hai canh Ay hai géc bing nhau.

Duong tron tam O, ban kinh R, 1a hinh gém cdc diém cdich D mgt
khoang bang R, ki hiéu (O; R).

Tam gidac ABC la hinh gom ba doan thiang AB, BC, CA khi ba dém A,
B, C khong thang hang.
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B. CAC BAI TOAN DIEN HINH

1.

Cho ba diém A, B, C thang hang. Hay ké tén cdc dudng thang di qua 2
trong ba diém do. Tai sao néi ching trung nhau ?

. Cho bon diem M, N, P, Q. Cé bao nhiéu duosng thing di qua tiung cap

hai diem ?
Cho ba duong thang a, b, c. S6 giao diém c6 thé 1a bao nhiéu ?
Cho hai tia déi nhau AB va AC.

a) Goi M la diém thudc tia AB. Trong ba diém M, A, C thi diém nao
nim gita hai diém con lai ? Cang hoi nhu thé déi véi ba diém P, A,
B trong d6 P la diém thudc tia AC.

b) Trong ba diém M, A. P thi diém nao nam giita hai diém con lai ?

Trén mot duomg thang lay ba diem D, E, F ma do dai DE = 4cm, EF & 23cm.
Goi I, J, K theo thu tu la trung diém cua DE, EF va DF.

a) Co6 bao nhiéu tia, bao nhiéu doan thang ?

b) Chimg t6 trung diém ctia doan thing IK cing la trung diém cia
doan thang DJ.

Cho xOy = 80°va xOz = 40°. Vé tia Ot nim giita hai tia Ox, Oy sao
cho yOt = 60°. Hoéi tia Ot la tia phan gidc cia géc nao ?

Chio tam giac DEF va diém M nim trong tam gidc. N6i M véi ba diém
cua tam giac.

a) Co may tam gidc tao thanh ?

b) Cé may goéc dinh M tao thanh ?

¢) Nhing géc nao ké véi goc EMF ?

Chio hai géc ké MOP =70° va MOQ =110°. Hai diém P va Q nam
trén hai nira mat phing déi nhau ¢6 bg chung 1a dudng thing OM.

a) Ching to hai goéc trén la hai géc ké bu nhau va ba diém P, O, Q
thang hang.

b) Ve tia déi OM' cua tia OM, so sanh : hai goc MOQ va POM', hai géc
MOP va QOM". :

Chio tam giac ABC c6 goc ti A bang 120" va hai canh AB = 5cm, AC = 4cm.
Trén canh BC ldy diém D sao cho BAD =35°. Tir dinh A vé tia Am
saw cho CAm = 60° cit BC tai E.

a) Tinh DAE.

b) So sanh cac goc BAD, DAE va EAC.
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10. Cho AABC c6 BC = 4em. Trén tia déi cua tia CB lay diém Q sao cho

CQ = 3cm.
a) Tinh do dai doan BQ;
b) Biét BAQ = 85°, BAC = 55°, tinh CAQ.

C. CACH GIAI VA LOI BINH

1. Cac dudng thang di qua 2 trong ba diém A, B, C ————+——+—

114

thang hang la (hinh 24) : AB (hay BA), AC (hay i

CA). BC (hay CB). H.24

Cac duong thing AB, AC phai trung nhau vi qua 2 diém phan biét A,
B chdng han chi ¢6 mot dudng thing duy nhat va do C, A, B thing
hang nén C phai nim trén dudng thiang AB, do dé duvng thing AB
trung véi duong thiang AC (ki hiéu AB = AC).

L&i binh : N6i vé ba diém thdang hang, cdu nao ding, cau nao sui
trong cac cau sau day :

a) Piém K nam giita G, H va diém H nam giva G, K;
b) Piém H nam gitva K, G va diém H nim giua G, K;
¢) Piém G nim giita H, K va diém K nam giita G, H;
d) Piém K nim giira H, G va diém G nam giua K, H;
e) Diém G nam giita K, H va diém G nim giita H, K.

Ta vé hinh dé dé tra 1oi cdc cau hoi :

G H ; K G
a) + » Y ; sat b) + + + ’ dljl] !
K H g
K H . H G .
c) $et ' ; sai d) : ' + ; sal
G K
H K
e) bt ' ; ding.
G .u &
. Truéc hét ta xét trudng hogp ba trong bén Q

diém da cho thing hang, chiang han ba H.25
diém M, N, P thing hang (hinh 25). Cé tat

ca 4 duyng thang la : QM, QN, QP va MP.

Néu khong ¢6 ba diém nao thing hang thi c6 /M ﬁ\ PN\
tat ca 6 dudng théng 1a : MN, MP, MQ, NP, N
NQ va PQ.

Loi binh : "Néu cho 5 diém M, N, P, Q, R thi c¢6 bao nhiéu duong
thang di qua ting cdap diém 2"

Ta xét cac trugng hgp sau :



a Neéu ca 5 diém thang hang thi ro rang chi c6 1 duong thing.

b Néu chi ¢6 4 diém thing hang thi ¢6 5 dudng thing, chdng han néu
M. N, P, Q thang hang thi c6 5 duong thang sau :' RM, RN, RP, RQ
va MQ.

¢ Neéu chi ¢6 ba diém thang hang, chiang han M, N, P (hinh 26) thi c6 "
cac duong thang sau : QM, QN, QP, QR, RM, RN, RP va MP (8
duong thang).

N
_ R
M N P R Q

H.26 H.27

d Néu khong ¢6 ba diém nao thang hang (hinh 27) thi ¢6 cac dudng
thang sau : MN, MR, NP, NQ, PQ, PR, MP, MQ, NR, NQ (tat ca 10
diueng thang).

Fa dusng thiang da cho c6 thé minh hoa bing cac hinh sau day :

C

b
_— c a / b /e X
a.-—
et B b/ X
- a
2 (b) (c) @ D

H.28

(aing khong cat nhau ma song song véi nhau (hinh 28a) tic la sé giao
dém Ja 0.

Ciing ¢6 thé ¢6 mot giao diém (hinh 28b), c6 2 giao di€ém (hinh 28c),
hae o 3 giao diém (hinh 28d).

Dyi binh : "Néu cho 4 duong thdang thi cé bao nhiéu giao diém ?"
T hav vé hinh (hinh 29) :

/-/
///
(b) : (c) (d)

H.29
Qiuing c¢é thé song song v6i nhau : 0 giao diém (hinh 29a).

Ciing ¢6 thé cé6 1 giao diém (hinh 29b), c6 4 giao diém (hinh 29c¢),
hac & 6 giao diém (hinh 29d).
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4.

(Hinh 30). B g € H30
M p

a) Do M thudc tia AB nén ba diém M, A, C thiang hang, do d6 diem A
nam gita M va C.
Do P thudc tia AC nén ba diém P, A, B thing hang, do d6 diém A
nam giita P va B.

b) Do M thudc AB, P thujc AC nén ba diém M, A, P thing hang, do d¢
di€ém A ndm gitta M va P.

(Hinh 31). D I ME E J F H.31

a) Co hai tia goc D, hai tia goc I, hai tia goc K, hai tia goc E, ha: tia goc
J va hai tia goc F (tat ca 12 tia).
b) Goi M la trung diém cua IK, ta cé :

4+?__7,-2
DM:DI+IM=P—I§-+I—I§=DE+DK_DI= 2 :ﬁtcm;
2 2 2 2

-

vaDJ:DE+EJ=4+-2—2?—’:§2—1(cm).

Suy ra : DJ = 2.DM, tic la M cing la trung diém cua Dd.

e L¢i binh : Sau day la mot bai toan tuong tu vé trung diém cia mot

6.
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* doan thang :

"Cho ba diém A, B, C trén mot duong thdang. Goi M la trung d.ém ciia
doan AB va N la trung diém cia dogn BC. Biét AC = a, hay tnlh MN
theo a.”

Trudc hét ta vé hinh (hinh 32) :

A B ¢

Tacé: MN = MB + BN, ma MB = -;-AB v BN = —;-BC vi M va N

“theo thi tu 1a trung diém cua AB va BC).

AB+BCFAC_3
2 2 2

Do dé: MN = -;—AB+%BC=

Ta xét hai truong hop :
a) Géc xOz c6 canh Oz nam trong géc xOy (hinh 33a).
Ta ¢6 : xOt =80° - 60" = 20".
" Do xOz =40° (gt) nén tOz = 40° — 20° = 20°. Tia Ot lai nim giaa
hai tia Ox va Oz, do d6 Ot la tia phan giac cua xOz.



't- _t-
X Qi\x'
z
S H.33 (b) )
b) Goéc xOz c¢6 canh Oz ndm ngoai gée xOy (hinh 33b).
Ta c6 : yOz = 80° + 40° = 120". .

Do yOt =60° (gt) nén tOz = 60°. Tia Ot lai nfm giita hai tia Ox va
Oy, do d6 Ot la tia phan gidc cua géc yOz. C
e Loi binh : Xét thém bai todn tuong tu vé tia phén giéc :
"Cho Ot la tia phén gidc cia géc tu MON bdng 160° va Ot’ la tia doi
cua Ot. Chung té rang Ot’ tao véi OM va ON hai géc bidng nhau va
tim sé do cia méi géc do.”
Ta veé hinh 34 :

~

Ta cé6 O; = 02 = 160° : 2 = 80°.

O3 =180° - Oz = 100°; N\}:fxz :

04 =180° - Oy = 100°. 470 5 M
. Vay O =04 =100°. H.34 -':'t'
7. (Hinh 35).
a) Ta c6 ba taxr; gidc nho tao thanh dinh M la : D

MDE, MDF va MEF.
b) Cé ba géc dinh M tao thanh la :
DME, DMF va EMF.
. E F
c) Co hai géc ké véi goc EMF la : H.35 -
EMD (chung canh ME) va DMF (chung canh MF).

o Loi binh : "Néu cdc tia DM, EM va FM cdt cdc canh cia ADEF theo
thi ty tai N, P, @ thi c¢é bao nhiéu tam gidc tgo thanh 2"
Trudc hét ta c¢6 6 tam gidc (hinh 36) la : D
MDQ, MQE, MEN, MNF, MFP va MPD.

Sau dé la 3 tam gidc doi (gdm hai tam gidc Q
khong c6 diém chung trofig) la : MDE, MDF

va MEF. b
Lai c6 thém 6 tam gidc ba (gdm ba tam giac)

la : DEN, QEF, PEF, FDN, FDQ va EDP.
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Cudi cung la ADEF (géom sau tam gidc).
Vay c6 tdt ca 6 + 3 + 6 + 1 = 16 (tam giac tao thanh).

a) Hai géc ké (canh chung la OM) c6 téng
s8 do la (hinh 37) : 110° + 70° = 180°.
Vay hai géc nay 1a ké bu nhau. Suyra M
ba diém P, O, Q thing hang.

b) Ta ¢6 : MOQ va POM’ la hai géc tu dai p o
dinh nén MOQ = POM' = 110°.  * H.37

Hai géc MOP va QOM' 1a hai géc nhon déi dinh nén :
MOP = QOM' = 70°.

Loi binh : C6 thé tra 1oi thém cdc cau héi sau :

¢) "Veé tia Ox sao cho xab = 35° va tia Oy sao cho yﬁP =55° Tinh
goc xOy. ‘

d) Nhiing géc nao ké ba vdi yOQ, véi yOM ?

e) Neu Ox la tia phdn gidc cua QW' va Oy la tia phan gidc cia
POM' thi géc xOy béng bao nhiéu ?”

Sau day la cau tra l1oi : ‘

¢) xOM’ = Oz = 70° — 35" = 35" yf)-f\_/[" =03 = 110° - 55" = 55",
Vay O3 +O3'= xOy = 35° + 55° = 90°.

d) Do POQ la géc bet nén géc ké bu véi yOQ la yOP. Do MOM la
géc bet nén géc ké bu véi yOM la yOM'.

e) Do 01 =02 =70°:2=35" va O3=04 =110°: 2 = 55",
Vay xOy = 35° + 55° = 90, tic la hai tia phan gidc cia hai géc ké
bu tao thanh mat géc vuong.

(Hinh 38). .

a) Taco: CAD = CAE + DAE

= 120" - 35° = 85"
Suy ra: DAE = 85° - CAE
= 85" — 60° = 25"

i H.38 A 4¢m C y
b) Do BAD = 35° (gt),

DAE = 25° (cau a) va EAC = 60° (gt) nén : EAC > BAD > DAE.



o Loi binh : Co6 thé tra loi them cac cau hoi sau :

100,

¢) "Tim cac goe ke bu vot goc AEC, voi goc ADC;

d) Ké ten cac tam giac co trén hinh ve;

¢/ Lam thé nao dé ve AABC 2"

Sau day la cau tra loi :

c) Hai géc AEC va AEB c¢6 dinh E chung va hai canh EC, EB cung
nam trén mot dusng thang nén goc ké bu vdi géc AEC 1a géc AEB.

Hai géc ADC va ADB c¢6 dinh D chung va hai canh DC, DB cung
niam trén mot duong thing nén géc ké bu vdi géc ADC la goc ADB.

d) Trén hinh vé c¢6 cac tam gidc sau : BDA, BEA, BCA, DEA, DCA va
ECA (6 tam giac).

e) Cach vé nhu sau : Dung thudc do dé vé géc xAy bang 120°. Trén Ax
dat doan AB = 5cm, trén Ay dat doan AC = 4cm. N6i B vdi C ta ¢6
AABC can ve.

(Hinh 39).
a) Do C nam giita B va Q nén : A
BQ=BC+CQ=4+3=7(cm). 85°

b) Do hai géc BAC va CAQ la hai géc ké
nhau nén :

 BAC + CAQ = BAQ = 85°. B 3 ©C 3.Q
Suy ra: CAQ = 85° - BAC = 85" - 55° = 30"

Loi binh : Co thé tra 1oi thém cdc ciu héi -
¢) "Trén BQ ldy diém P sao cho CP = 2cm. Tinh BP.
d) Cdc cdp goc nao ké nhau, cdc cdp .g(ic nao ké bu nhau ?
e) Ké tén cdc tam gidc ¢6 trén hinh vé.”
Sau day la cau tra loi :
¢) Do CP = 2cm nén :
- Neéu P nam giira B va C thi BP + PC = BC = 4cm.
Suyra: BP=4-CP=4-2=2(cm).
-~ Neéu P nam giita C va Q thi BP,= BC + CP.
Do BC = 4cm va CP = 2cm nén BP =4 + 2 = 6 (cm).
d) Cap géc ké nhau la : BAC va CAQ.
Cap géc ké bu nhau la : ACB va ACQ. »
e) Trén hinh veé c6 ba tam gidac sau-: ABQ, ACQ va ABC.
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D. PO BAN GIAI PUGC
1. O chir s sau day c¢6 nhing diéu gi la ?

1 7 6
2 8 3
4 5 9

2. Tu hinh vuéng véi hai dudng chéo, hay bé b6t mot sé nét dé c6 duge
mudi chir s6 tir 0; 1; ...; 9 (vi du s6 2 1a Z v6i nét dam).

N
N\
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§9. XUNG QUANH CAC DPUCONG THANG SONG

1.

a)

b)

c)

a)

b)

c)

d)

a)
b)
c)

SONG VA DPUONG THANG VUONG €0C

A. KIEN THUC CAN NAM VUNG

Duiong thang vuéng goéc

Hai géc déi dinh la hai géc ma moi canh cua géc nay la tia doi cua
mot canh cua goc kia.

Hai goc doi dinh thi bang nhau.

Hai dudng thang cdt nhau va trong cdc géc tao thanh cé6 mot géc
vuomg dude goi la hai duong thing vuéng géc.

Duong thang vuéng géc véi mot doan thang tai trung diém cua noé
dugic goi la duong trung truc cua doan thang ay.

Dwong thang song song

Tien dé Oclit : Qua mdt diém ¢ ngoai mdt dudng thang chi cé6 mot
duting thang song song vdi dudng thang dé.

Néwu mot dudsng thing cat hai duong thing song song thi :
- hai géc so le trong bing nhau;

- hai géc dong vi bing nhau;

— hai géc trong cung phia bu nhau.

Hai dudng thidng phan biét cung vuéng géc véi mot duong thing thu
ba thi ching song song véi nhau.

Hai dudng thidng phan biét cing song song véi mot duong thing thua
ba thi ching song song vdi nhau.

Tong ba géc ciia mot tam giac
Témg ba géc cia mdt tam gidc bang 180°.
Trong mot tam gidc vudéng, hai géc nhon phu nhau.

M&i gbéc ngoai cia mot tam gidc biing tdng cha hai géc trong khong ké
vdi no. "

B. CAC BAI TOAN PIEN HINH

1.

Céaiu nao ding, cau nao sai ?
a) Hai géc bang nhau thi déi dinh.

b) Pudng thing vudng géc véi mét doan thing la dudng trung truc cua
doan thang dé. ‘
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c) Hai duong thang cit nhau thi vuong goc.

d) Néu mot duong thang m cit hai dudng thing p va q ma tao thanh
hai géc dong vi bing nhau thi hai géc so le trong bang ..hau.

e) Qua mot diem M ¢ ngoai moét duong thing a c6 mot dusng thiang
song song vdi a.

Cho ba dudng thiang AB, CD, EF cung di qua mdt diém M. Hay ueu
tén cdc cap géc bing nhau.

. Cho tam giac ABC vuong tai A. Ké duong cao AH, nhirng cap got trad

¢6 canh tuong ung vuéng goéc ?

. Cho bén dudng thang AB, CD, EF, GH cing di quadi O.

a) Co6 bao nhiéu géc tao thanh ?
b) Cé bao nhiéu cap goéc bet déi dinh ?
¢) C6 bao nhiéu cap géc d6i dinh nhé hon géc bet ?

rd
Cho géc ti xOy. O mién ngéai cua géc ta ké Oz L Ox, Ot L Oy. Chiing
minh ring :

a) xOt = yOz.

b) Hai géc xOy va zOt ba nhau.

¢) Goi Om la tia phan gidc cia xOy va On la tia phan gidc cia zOt,
¢6 nhan xét gi vé hai tia Om va On ?

Cho hai dudng thing xx' va yy' vudng goéc tai O. Ké tia phan giac OM

cua goc x'Oy va tia phan gidc ON cua goéc xOy'.

a) Ching minh ring : OM va ON la hai tia déi nhau, hai géc xX’OM va
y'ON biang nhau.

b) Tinh cdc géc MOx va NOx'.

Trong mat phing ba dudng thing phan biét a, b, ¢ ¢6 thé chia mat
phiang thanh bao nhiéu mién ? (Xét cdc trudng hgp : ba duong thing
song song, hai dudng thiang song song cit béi dudng thing thi ba, ba
dudng thang cit nhau tai mot diém, ba dusng thing cit nhau timg doi
mot tai cac diém khdc nhau).

Cho géc xOy biing 48°. Tit diém A trén canh Ox ta vé tia Am // Oy ndm
¢ mién ngoai géc.

a) Tinh sé6 do géc OAm.

b) Ké tia phan gidc On cua géc xOy va tia phan gidc Ap cia géc OAm,
ching minh On // Ap.

¢) Nhimg géc nhon nao c6 canh tuong ung song song ?



10.

11.

12.

13.

14.

Chiang minh rang : Néu hai géc ¢6 canh tuong ing vuong goéc thi :

a) Ching bang nhau néu ca hai géc déu nhon hoac déu tu.

b) Chung bu nhau néu goc nay nhon, goc kia tu.

Cho tam giac ABC va phan giac BP. Qua A vé tia Ax // Bp.

a) Chiung minh riang Ax cat duong thang BC.

b) Goi O la giao diém cua Ax va BC, ching minh : OAB = AOC.

¢) Vé phan gidc By cua ABO, chung minh By 1 AO.

d) Biét A - 60°, C = 50°, tinh ABP va BPC.

Cho hai duong thang song song xy va zt va diém M trén xy, diém N
trén zt. Goi P la mot diém bat ki thuéc phan trong cua xy va zt. Noi
PM va PN. Chung minh rang : MPN = xMP + zNP.

Cho tam giac ABC va hai phan giac BE, CF cét nhau tai I. Tu A vé cac
duong thang song song véi BE va CF cit dudng thing BC theo thy tu
tai M va N. Ching minh rang : MAN = 90° + i;—
Cho tam giac ABC can tai A. Trén tia doi cua tia AB lay AD = AB.

a) Chung minh DC 1 BC.

b) Ké phan giac AE cua géc DAC, chimg minh AE // BC va suy ra AE L DC.
Trong tam gidac ABC can tai C, ke trung tuyén CM va phan gidc AD.
Tinh géc C biét AD = 2.CM.

. Cho tam gidc ABC can tai A c6 goc ¢ dinh A bang 20°. Trén hai canh

AB va AC lay hai diém D va E sao cho CBE = 50°, BCD = 60°. Chung
minh CDE = 30°.

C. CACH GIAI VA LOI BINH

1.

a) Sai, chang han hai géc vuéng luén bing nhau nhung cé thé khong
déi dinh.

b) Sai, phai thém "vuéng géc tai trung diém cia né".

c¢) Sai, hai dudng thing cit nhau cé thé khéng vuéng géc (nhung hai
duting thing vuéng géc thi cit nhau).

d) Ping. '

e) Sai, phai thém "chi ¢6" hoéic "c6 mot dudng thdng duy nhat".

e Lgi binh : Cdu nao dung, cau nao sai ?

a) Hai duong thing cung vuéng géc véi mot dudng thing thi ba thi
song song vdi nhau.
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b) Hai dudng thing m va n cung song song vdi dudng tﬁéng p thim/ n.

¢) Tam gidac nhon la tam gidc ¢6 ba goc nhon, tam gidc tu 1a tam giac
co mot goc tu.

d) Hai dudng thing song song la hai dudng thang khéng cé di€m ciung.

e) M la trung diém cia doan thing AB néu M cdch déu hai dau mit A
va B.

Tra loi :

a) Sai, phai thém "hai dudng thing phan biét".

b) Sai, phai thém "hai dudng thing phan biét".

¢) Ping. '

d) Sai, phai théxﬁ "cung nim trong moét mat phang”.

e) Sai, phai thém "nim gida A va B".

. Ba dudng thang AB, CD va EF cung di qua diém M (hinh 40) tao thanh :
a) 3 cap goéc déi dinh bing nhau :

. ~~ —~ ~~ -~ —~ E
M; = M2; M3 = My ; M5 = Ms. D
b) 3 cap gbéc bang nhau : A 113 A B
M; + M3 = AMD = M2 + My = CMB 641\’12
IVI:; + f’[s - EMB = K/Iex + Ms = AMF C F H40

Ms + M2 = DMF = M, + Ms = EMC.

c) 3 cap goc bet bing nhau : cip géc bet AMB, cap géc bet CND va
cap géc bet EMF. Tat ca c6 9 ciap géc bing nhau.

Lo&i binh : Tuong tu, "néu hai duong thdng GH va IK cdt nhau tai O
sao cho GOI = 50° va cdc tia Ox, Oy ldn lugt la tia phén gidc cua goc
IOH va géc GOK, hay tinh tdt cd cdc cdp goc bdng nhau tao thanl "
Ta vé hinh va ddnh sé cdc géc dé trinh bay ‘X
l&i gidi cho gon (hinh 41). :
Ta c6 ngay O; = Os4 = 50° (céip ééc doi dinh
thi bang nhau). Vi TOH ké& bu véi O; nén :

IOH = 180° - 50° = 130°.
Tudé: O =03 =130°: 2 = 65". ‘
Do IOH va GOK la hai géc déi dinh nén GOH = 130°, tir d6 :

Os = O = 130° : 2 = 65",



Xét thém : do hai tia Ox va Oy déi nhau nén ta c¢é thém cac goc doi

dinh bang nhau : O, =05 =65°, O3 =0 = 65°.

Ngoai ra lai ¢6 : GOx = HOy = 50" + 65" = 115°;

I0H = GOK = 65" + 65" = 130";

xOK = yOI = 65" + 50" = 115";
cung vaGi 6 cap goc bet tai O.
Hai géc ¢6 canh tuong ung vuong goéc khi méi canh cua géc nay vuong

goc vol mot canh cua goéc kia. Ta ¢6 (hinh 42) : A

a) B va A la hai goc 6 canh tuong img vuong
goc (vi AC L BA va AH L BH).

1l 2

b) A va C cang la hai géc c6 canh tuong B H

img vuong géc (vi AH | CH va AB L CA). H.42

Loi binh : "Néu tam giac ABC nhon va Bl, CK la hai duong cao cdt
rnhau tai M thi nhing cap goc nao co canh tuong ung vuéng goc 2"

Ta cung c6 hai cap goc cé canh tuong ing vudong géc nhu ¢ trén (hinh 43) :

MBK va MCI (vi BK 1 CK va BI 1 CI)

IAK va IMK (vi Al L MI va AK L MK)

Luu y thém la tai M ta ¢6 hai cap goc daoi
dinh bang nhau :

BMC = KMI va KMB = IMC. B %,

a) Do t6 4 dudng thang cung di qua O nén cé 8 tia chung goc O. Méi
tia tao v4i 7 tia con lai 7 géc nén 8 tia tao vdi cac tia con lai
7.8 = 56 (gbc). Méi goc tao thanh duge tinh hai lan nén cé tat ca
506 : 2 = 28 (gdc).

b) V6i 4 duvng thang ta cé 4 géc bet, tire 1a 2 cap goc bet déi dinh.

¢) S6 goéc con lai nho hon goc bet 14 28 — 4 = 24, ma mdi géc nay co
mot goc déi dinh véi né nén c6 ca thay 24 : 2 = 12 (cap géc doi
dinh).
Lot binh : "Néu bon duong thang trén ma E i
AB vuong goc voi CD, EF vuong goc ver GH 5 H
va goc HOB nhon, hav : A 2 30"
8¢ O - A - A 4 1 30
a) Ching minh HOB = EOC. ' 5 0 B
_ G
b) Tinh GOC biét HOB = 30°."
P‘
Cach giai nhu sau (hinh 44) : H.44 D
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a) Goi HOB = O; va dénh s6 céc g6c nhu ¢ hinh veé, taco :
0; + 02 = BOC =90°; O3 + 02 = EOH = 90°.
Suy ra : O; = O3, tdc la HOB = EOC.
b) Tacéo: O =05 (ddi dinh)
ma GOC = GOE + O3 = 90° + O3 = 90° + 30° = 120°.
5. a) Ta c¢6 (hinh 45) :

xOt = xOz + zOt = 90° + zOt (1) ‘m
yOz = yOt + zOt = 90° + zOt (2) ’
Tir (1) va (2) ¢6 : xOt = y’(j'z. i) —
b) Bon géc dinh O c¢é téng bang 360° ma |
yOt = 90°, xOz = 90° (gt) nén ’ A
x0y + zOt = 360" — 90" ~ 90" = 180" n/ z

tuc la hai goc xOy va zOt bu nhau.
¢) Ta ¢6 : O = Oz (vi Om la tia phan giac), O3 =04 (vi On la tia
phan giac), ma hai géc xOy va zOt bu nhau nén :
01 +90° + O4 = Oz +90° + O3 = 180°.
Suy ra hai tia Om va On la hai tia déi nhau nén mOn la {uong
théng, tdc 1a mOn la mot géc bet.

e Lo¢i binh : Néu ¢ mién trong cia géc tu xOy z
ta ké Oz 1L Ox, Ot L Oy nhu ¢ trén (hinh 46)
thi ta cang cé : xOt = yOz (vi cung bing

m

30° — zOt) va hai goc xOy va zOt bu nhau

(vi bang (xﬁz + zﬁy) +2z0t = xOz + (z6y +zOt)
= x0z + yﬁ‘t = 90" + 90° = 180").

Ngoai ra c6 thé nhan xét thém :

d) Hai goc xOy va yOz la hai géc c6 canh tuong ung vudng goéc.

e) Tia phan gidc Om cua géc zOt cang la tia phan gidc cua géc xCy.

ya

6. a) Hai duong thang x'x' va yy' vuéng géc tai O
nén bén géc tao thanh déu la géc vuong

h 4
(hinh 47). s

Vi OM va ON theo thu tu la tia phan gidc ¥ 10 x
cua cac géc vuéng yOx' va xOy' nén
— e N '
MOy = NOx = 90": 2 = 45", Y
H.47
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Suyra NOM = 45"+ 90° + 45" = 180"
Vay OM va ON la hai tia déi nhau. Ta cang ¢6 ngay
x'OM = yON = 45°.
b) Tacé: MOx =90+ 45° = 135" va NOx' = 45° + 90° = 135".
L&i binh : Xét thém bai todn sau vé tia doi nhau :

""Cho goc vuéng AOB va tia OM ndm trong goc. Vé tia ON ¢ phia ngoai
goc vuong tao thanh BON = AOM va tia OP tao thanh AOP = MOB.
Chiing minh rang ON va OP la hai tia déi nhau va OM L PN.”

Cach giai nhu sau (hinh 48) :

Pé cho gon ta danh sé cac géc nhu ¢ hinh vé. Ta ¢6 :
0, + 02 +03 + 04 = 2(02 +03) = 2A0B.

Suy ra : PON = 2.90" = 180",

Vay ON va OP la hai tia déi nhau.

H.48

Ta lai ¢6 : NOM = O4 + O3 = %N”G’P

Suy ra NOM = 180° : 2 = 90°, tic la OM L ON hay OM L PN.

Co the hoi thém : “Nhitng cdp goc nao coé canh tuong ung vuéng goc”.
R6 rang dé 1a cac cap goc O; va Oz, Oz va Oy va O; =03, Oy = O4.
Theo dé bai, ta ¢é hinh vé déi véi 4 truong hgp c¢6 thé xay ra nhu sau :
a) Truong hgp a / b // ¢ (hinh 49a) : mat phang duge chia thanh 4 mién.
(b

) C

a IA

WL
5

H.49

b) Truong hop a / b bi cit bdi c (hinh 49b) : mat phing dugc chia
thanh 6 mién.

¢ Truong hop a, b, c cit
nbau tai O (hinh 50a) :
mat phiang dugc chia
thanh 6 mieén.

d) Truong hop a, b, ¢ cit
nhau timg d6i1 mét tai H.50
A, B, C (hinh 50b) : mit phing dugc chia thanh 7 mién.
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e Loi binh : Tuong tu, "Néu co 4 duong thang phan biét a, b, ¢, d cdt

128

nhau tai mot diém O va cdt nhau tung déi mét thi mdt phang duoc
chia thanh bao nhiéu mién 2"

Ta ¢6 cac hinh veé sau :

¢
o
b d H.51(b)
3 /4
a 2 5
18 N a 2 _
H.51(a) b/ \

a) Trudng hop a, b, ¢, d cidt nhau tai O (hinh 51a) : mat phang duge
chia thanh 8 mién.

b) Truong hop a, b, ¢, d cat nhau timg déi mét (hinh 51b) : mat phéng
duoc chia thanh 11 mién.

a) Ta ¢6 (hinh 52) : Am // Oy (gt) nén
AOy = OAm = 48° (géc so le trong).

b) Vi On la tia phan giac cua xOy nén
. 1 — 3
nOx:TZ-xOy = 24°. p--’
Tuong tu, vi Ap la tia phan gidc cua OAm nén
OAp = EOAm = 24°.

Hai gdc nay ¢ vi tri géc so le trong ma bing nhau nén Oa // Ap.

c) Hai géc yOn va pAm la hai géc nhon ¢é canh tuong tng song song
Oy // Am, On // Ap) va bang nhau.

Loi binh : Néu ta vé tia Am // Oy ndm trong goc xOy thi cac két qud
trén con ding nita khéng ? (hinh 53).

a) Taco : OAm =180° - AOy = 180° — 48" = 132°
(hai goéc trong cung phia).

" 1 — _
b) Tacé: Oy = EyOA = 48°: 2 = 24°,

~

Ry = %O’A}'n =132": 2 = 66" H.53

Suy ra OBA = 180° — (66" + 24°) = 90, tic la On L Ap.



¢} Hm goe nhon yOx va mAx la hai goc ¢é canh tuong dng song song

(Oy / Am, Ox va Ax trung nhau). Ching bang nhau vi la hai géc
dong vi.

9. a) Truong hop hai goe déu nhon (hinh 54a).

b)

(a) 0" H.H4 (b) x

Trude hét ta ching minh Oy’ phai cat Ox tai M. That vay, néu
O'y' // Ox thi theo gia thiet O'x" L Ox, suy ra Ox" L O'y', trdi vdi gia
thiét la x’a’y' khong vuéng. do dé O'y’ phai cidt Ox tai M.
Xét hai tam giac vuong OPM va ONM da 6 M] = M: (déi dinh)
nen O - O Vay xay = x6\
Triuong hop hai goe deu tu (thinh 54b).
Trong tam giac vuong O'AC ta co : 62 +C=90° (1)
Trong tam giac vuong OBC ta co : 0, +C = 90° (2)
T (1) va (2) suy ra: Y, =0y (3)
Do (jfz ké b véi O] va Os ké bu véi O nén theo (3) ta 6 :
O = 0. uic la xOy = x'0O'y".
Truong hop goc nay nhon, goc kia tu
Ta ¢6 (hinh 54a) - x"‘”(v)'y + xay = 180", ma xay = xw"é'_y'

nén  x"Oy « x'0O'y’ = 180°,

e L¢i binh : Ta ching minh thém rang :

"Néw hat goe co canh tiong ing song song thi :

a)l
b)

Chiing bang nhau néu cd hai géc déu nhon hodc déu tu.

Chiing bu nhau néu goéc nay nhon, goc kia tu.”

Xet cac hinh ve sau :

a)

Truong hop hai gée deu nhon (hinh 55a)
Vi Oy // Oy (gt) ma O'x’ cat Oy nén O'x’ phai ciat Oy tai M.
Xét Oy // O'y' va cat tuyén O'M ta ¢6 : M =0’ (géc dong vi)
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63 v ) y
(a) 2 B (b)

Xét Ox // O'x va cat tuvén OM ta ¢6 : M=0 (goc dong vi)
Suy ra 0 =0, tdcla x6y = ‘(6\
Véi truong hgp hai goc xOy vi \Gy déu tu, cach chung minh
cang tuong tu (hinh 55b).
b) Truong hop goc nay nhon. gée kia tu (hinh 56).
Vi Oy // O’y (gt) ma Ox cat Oy thi Ox phai ciat O'y' tai M.
Xét Oy // Oy’ va cat tuyén OM ta c6 -

: X
O 5 My (goc dong vi) \ 1
S

Xét Ox // O'x’ va cat tuvén O'M ta cé : o~ v
. . 5 1
01 = M2 (goc so le trong) O’ RS S
_ A N i 1 M- \
Do Mi; + M2 = 180" nén M; + O'; = 180"
hay O:i + O = 180", tic la xOy + x'O'y’ = 180°. 56

10. (Hinh 57)

a) Ta c6 Ax // BP. Do BC cat BP tai B
nén BC phai cit Ax (theo hé qua
cia tién dé Oclit).

b) Ax // BP va cat tuyén AB nén ta cé
OAB = B (so le trong), AOC = B,
(dong vi).

Nhung B: = By (gt) nén OAB = AOC.

¢) OBA va ABC la hai goe ké bu nén OAB + ABC = 180",

hay Bs + B3 + B2 + Bi = 2B3 + 2B2 = 2(Bs + B2) = 180°.

Suy ra Pﬁy = B2 + B3 = 90°, tuc la By | BP.

Ta lai c6 Ax // BP ma By L BP. suy ra By 1 Ax. Vay By | A0,
d) Trong tam giic ABC ta ¢6 ABC = 180" - (60" + 50") = 70"

ABP = %A’Ec =70": 2 = 35".
BPC la géc ngoiii ctia ABPA nén BPC = A + B2 = 60" + 35" = 95"
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e Joi binh : X¢ét thém bail todn sau -
o tam giae MNP can tar N. Kéo dai MP mot doan PQ = PN. Goi Nt
lo tra doi ctia tia NQ.

¢ Ching nunh MNt = 3PNQ. t N

L Bict M = 58", tinh N va P?\T’Q."

(ach giai nhu sau (hinh 58)

@ Goe P la goe ngoai cua ANPQ nén M P Q
S H.58
P=Q-+ PI\Q

Laico MNt-M-+Q - ) = 2PNQ + PNQ. hay MNt = 3PNQ.
M

T
L Taco: PNQ = =

=3 suv ra PNQ = 58°:2 = 29,
Tudé N =180" - 2M = 64"
11. Ta xét hai truong hop hinh ve tuy theo vi tri cua P ndm bén trdi hoac
Len phai cua doan MN.
ar P nam bén trai doan MN (hinh 59). X M y

Qua P ta ke Pp song song vdi xy va zt. R R S P

Ta co ngay - M = Py (sole trong),

N = Py (50 le trong).
Cong tung ve hai dang thue nay ta duge :
M+ N =P +Py hay xMP + zNP = MPN.

b+ P nam bén phai doan MN (hinh 60). X

Lan nay ta goi xMP la M2, zNP la

N2 thi sé c6 ;

M. + P1 = 180" (hai goc trong cung phia)
N, + P2 = 180° (hai goc trong cung phia)
ma Py = M. P2 = N (g6e so le trong) nén ta ¢6 hé thic sau :
M.+ No + My + Ny = 180" + 180" = 360"
hay xMP « zNP = 360" -~ MPN.
e Joi binh : Néu bai ra nhu sau -
“Cho diem M nam trong goc nhon xOy. Tu M ta ké MP | Ox, MQ 1 Oy
it ke Mz // Ox, Mt // Oy. Chung minh rang hai goc zMt va PMQ bu

vl . thi ta ¢6 cach giai sau day :
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12.

Xét hai goc xOy nhon va PMQ ta (hinh 61)
¢6 canh tuong ung vuong goc (MP L Ox,
MQ 1 Oy) nén x6y + PMQ =180° (1)
Lai xét hai goc nhon xOy va zMt c6 canh
tuong ung song song (Mz // Ox, Mt // Oy) nén
xOy = zMt (2)

(Hinh 62)

M B O N
Taco: AM// BE (gt), suy ra M = B, (dong vi);

AN // CF (gt), suy ra N = o (dong vi).
Xét AAMN c6 MAN = 180° — (M + N) = 180" - (By + Cy),
ma B] = 1:33 va é| e ég (gt) nén

B+C 180° - BAC

MAN = 180° - - 180° -

= 180° - 90° -

e Lot binh :

132

a) Ta co thé dung dinh li vé géc cé canh tuong ung song song dé duge
MAN = BIC. Tiép tuc ching minh tuong tu nhu trén sé cé

BIC = 90° + 2.
2
b) Bai toan trén ¢6 thé thay hai phan gidc bing hai dudng cao nhu sau :
"Cho tam gidc ABC va hai duong cao BE, CF cdat nhau tat H.
@) Chuing minh ABE = ACF. ‘
f) Cho B =65°, C =45°, tinh géc BHC."
Ta c6 cach giai sau day (hinh 63).

) ABE = ACF vi la goc ¢o canh tuong ung
vuong géc (BE L AC. AB L CF).




5 Tong ba goc cua AABC bang 180° ma B =65°, C = 45° nén
A=180" - (B+C) = 180" - 110" = 70".
Do ABE + A = 90° nén ABE = 20°, suy ra HBC - 45°.
Do ACF + A - 90" nén ACF = 20°, suy ra HCB = 25°.
Xet ABHC ta ¢é ngay :

BHC = 180° - (HBC + HCB) = 180° — 70° = 110".
15 ) Goce Ay la goe ngoai cua AADC (hinh 64) nén As =D+ 0.
Vi AD = AB va AB = AC (gt) nén D

AD = AC, tac la AADC can, suy ra

D-Ci, dods Ay =2C, (1),

§ Al -

Trong tam gidac DBC tong ba goc A B
bang 180", tuc la

- ~ - - 1

B+Cs+C; +D =180 2. B . 2 C
Vi AABC can nén B = Cq (3). H.64

Thay (1) va (3) vao (2) dugc : Cy +Cz +2C) = 180°,
hay 2(Ci + Cz2) = 180°.
Suy ra C; + Cy = BCD = 90°, vay DC L BC.
b) Gée DAC la gée ngoai cua AABC nén DAC = B + Ca.
Ta lai co Al = Ay (gt) hay DAC = 2A; = 2A2  (4).
Mat khdc B = C» nén DAC = 2B = 2C, (5).
Tu (4) va (5) suy ra : A1 =B ¢ vi tri dong vi nén AE // BC (hoac
A2 = Cy 6 vi tri so le trong nén AE // BC).
Vi AE // BC va DC L BC nén DC 1 AE. Vay AE 1 DC.

e Lyi binh : "Néu AABC can da cho ¢c6 A vudng hode AABC la tam gidc
déu thi cac diéu can chung minh & trén ¢6 con ding khéng ?"

Dé giai ddp ciu hoi nay ta hay vé hinh :

D D
H.65
Ak Ak
2 : 2
2 X .
B { B + - C
(a) (b)
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14.

134

a) Néu VABC ¢6 A vuong thinh 65a) thi né la tam gide vuong can nen

B =Cy =45°, va AACD cung vuong can nén Cz = 45°. 1a c6 ngay
C, +C2 = 90°, vay DC 1 BC (i giai gon haon).

Do Cy = Az =45° ¢ vi tri so le trong nén AE // BC ma BCD vuong
suy ra AE L DC.
b) Néu AABC déu (hinh 65b) thi ba géc déu biang 60" va géc ngoai tai
Ala CAD =120°, suy ra Cy = As (= 60") nén Ci = 30°,do dé
BCD = 60" + 30" = 90
Vay DC J_.BC. ,

Do C2 = Az ¢ vi tri so le trong nén AE / BC, tir d6 suy ra E = 90°
hay AE | DC (o1 giai gon hon).

Do \ABC can tai C nén C, = Cy (hinh 66). C
Tacé: B =90° - Cy; D
S 1z 90° -Gy \
A = ——A = — \
' 2 .. « IS Y
; A M B
Tu M ke MP // BC cat AD tai K. H.66

Do AD = 2CM va CD // KM nén CM = KD.
Tu C ke dudng thang song song véi KD cit MK kéo dai tai P.
Ta c6 PC = KD (tinh chat doan chan)
Do do ACPM can tai C va P = CMP.
Ma CMP = Cq (so le trong), P=K ( (dong vi).

Suy ra C; = D.
Lai ¢6 géc ngoai tai D cua \ADB bang A + B, tacla D =90° - C %
Suy ra C2 = 54°. Vay C = 108"

Loi binh : Néu “cho AABC can tai dinh C ma C = 120° va trén canh
dayv AB lay diem D sao cho AD = a, DB = 2a va yéu cau tinh CD" thi se
giai nhu thé nao ?

(Hinh 67). Tu D ke DN 1 AC ta
6 A=B=30" vi ACB 120°,

nén DN = -AD ij—.
2 2

< 1 i . . : . a
Ngoai ra néu M la trung diem cua AB thi DM = 5



[Jo D cach déu CA va CM nén CD la tia phan giac cua goc ACM, suy
ra ACD = 30°. Vay \ACD can va CD = a.
15. Ta c¢o BEC - 50" (hinh 68a) nén CE = BC = a. Ké DI // BC, BI cat CD
o K. ta duge hai tam gidc deu BKC va DKI. Suy ra KC = CE.
%ét ADKE = \DIE. suy ra DE la phan gidc goc KDL Do dé6 CDE = 30°.
o [.oi binh :
a) Co thé giai cach khac nhu sau -
Dung goc BCG = 20" thinh 68b).
Ta ¢6 CG = BC = CE = a.
Tam giac ECG déu nén GE = a.
Nhung BDC = GCD - 40° nén
GD = GC = a.
Trong ADGE can ta co DGE = 40°,
do d6 GDE = 70°.
Vay CDE = 70" - 40" = 30". (a) (b)

H.68

b) Tu bai ra ¢ trén ta ¢o thé rat ra tinh chdt li thi vé tam gidc.ccin co
goc g dinh bang 20 sau day :
K¢ them EF / CD. Ta ¢c6 EFG = FGE = 40°, FE = GE = a. Nhung
FEA = 20" nén AF = FE = a. Nhu thé dudng gap khic CGEF chia
AABC thanh 4 tam giac can ¢6 canh bén bing canh ddy cua AABC
(tic la AF = FE = EG = GC = BC) va cac goc tuong ung tai dinh C
la 20", dinh G la 60", dinh E la 100", dinh F la 140" (tuc la ti géc
20" ¢ dinh C néu cong thém 40" thi duge géc ¢ dinh G 1a 60° réi cong
thém 40" nua duge goc ¢ dinh E la 100", cong thém 40" nira dugc
goc ¢ dinh F la 140").

D. DO BAN GIAI PUGC
1. Ve l6i di_ mot chiéu

Cho hinh 69. Hay ve 161 di mét chiéu tir A dén B.

135



2. Ve duong di chi qua méi 6 mét lan
Cho hinh vuéng 8 x 8 6 trong dé c6 10 6 den (hinh 70). Hay ve¢ dutng
di tir 6 A qua tat ca cdc 6 (khéng qua 10 6 den) va chi qua méi 6 mot
lan dé cubi cung trd lai dung 6 A.

(Al |
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§10. TU TAM CIAC BANG NHAU DEN
PINH 1l DITACGO

A. KIEN THUC CAN NAM VUNG

1.

b)

)

a)

b)

c)

a)
b)

c)
d)

e)

Ba truong hop bang nhau cua tam giac

Hai tam giac bang nhau khi ¢6 :

ba canh bang nhau ting doi mot (c.c.c).

mot goe bang nhau xen gitra hai canh biang nhau timg déi mot (c.g.c).
mot canh bang nhau ké vdi hai géc bang nhau timg déi mot (g.c.g).
Hai tam giac vudéng bang nhau khi ¢o :

mot canh géc vudng va mot goe nhon ké bang nhau timg déi mot, hoac
hai canh goc vuong bang nhau tirmg doi mot.

canh huyén va mot goc nhon biang nhau tung déi mot.

canh huyén va mot canh goe vuong bang nhau tirng déi mot.
Tam giac can. Tam giac déu

Tam gidc can la tam giac c¢6 hai canh bang nhau.

Trong mot tam gidac can, hai géc ¢ ddy bang nhau.

Ngugc lai, néu mot tam gidc ¢6 hai géc bing nhau thi tam giac doé la
fam giac can.

Tam giic déu la tam gidc ¢6 ba canh bang nhau.

Trong mot tam giac déu moi goc bang 60°.

Néu mot tam gidc c6 ba géc bang nhau thi tam gidc dé la tam giac déu.
Néu mot tam giac can co mot goe bang 60” thi tam giac dé la tam giac deu.
Pinh li Pitago

Trong mét tam giac vuong, binh phuong canh huyén bang tong cac
tinh phuong hai canh géc vuong.

Pdo lai, néu mot tam giac c6 binh phuong mot canh biang tong cac
kinh phuong hai canh kia thi tam gidc d6 la tam giac vuong.

B. CAC BAI TOAN DIEN HINH

1.

Cho tam gidc ABC c¢6 géc B nhon. Ve tam gidc vuong cin ABE (géc
ABE vuéng, A va E nam ¢ hai phia déi véi dudng thang BC). tam gidc
wong cin CBF (géc CBF vuéng, C va F ndm ¢ hai phia déi véi dudng
tiang AB). Ching minh FA | EC.
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10.
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Cho tam gidc déu ABC va diém P trén canh BC. Qua P vé cac duong
thang song song vdi AB va AC, cat AB va AC theo thd tu tai E va F.
Goi M va N theo thud tu la trung diém cua BE va CF. Chuing minh
APMN la tam gidc déu.

Cho tam giac ABC (AC > AB). Vé trung tuyén AM va tu B ké BE 1 AM,
tir C ké CF L AM. Ching minh rang :

a) Hai tam giac BME va CMF bing nhau.
b) CE // BF.
Cho tam giac ABC. O mién ngoai tam giic vé hai tam giac déu ABD

va ACK. Goi M la trung diém cua BC va H la truc tam cua AABD.
Tinh sé do cac géc cua AKMH.

Cho tam gidc ABC. Goi H la truc tam, G la trong tam va O la giao
diém cdc dudng trung true cia tam gidc. Chirng minh ring ba diém H,
G, O thang hang.

(Chi dan. Trudc tién hay ching minh rang : "khoang cach AH bang 2
lan khoang cach OM tir O dén canh BC doi dién goc A.")

Cho tam giac ABC vagi M, N, I theo thit tu la trung diém caa ba canh AB,
BC va CA. O mién ngoai tam giac ta vé cac doan PM | AB va PM = MA,
QI L AC va QI = IA.

a) So sanh hai géc BMN va NIC.

b) Chimg minh hai tam giac PMN va NIQ bang nhau.

c¢) Tam giac PNQ la tam gidc gi ? Tai sao ?

Trén canh AB cua AABC lay hai diem D va E sao cho AD = DE = EB.

Goi I, J va K theo thi tu la trung diém cia ciac canh BC, AC va AB.
Doan Al cat CD tai P, doan BJ cit CE tai Q. Ching minh -

a) PQ la dudng trung binh cua AKIJ.

b) AB = 4PQ.

Goi I 1a diém néum trong AABC sao cho ABI = ACL Ké IH 1 ABvaIK L AC.
Goi D. E, F theo thi tu la trung diém cua BC, IB va IC. Chimg minh :

a) IEH = IFK b) DH = DK.

Cho tam giac ABC. O mién ngoai cua tam giiac vée AD 1 AB va AD = AR,
roi vé AE L AC va AE = AC. Goi 1, J. K theo thi tu 1a trung diém cua
BD, CE va BC. Chuing minh :

a) BE =CD va BE L CD b) AIJK vudéng can.
O mién ngoai tam gidgc ABC vé hai tam gidc déu ABE va ACF.
a) Chung minh BF = CE.



1X.

-

18.

1'9.

bi (Gor M la trung diem cua BC va H la truc tam caa AABE, tinh so do
cac goc cua \HMF.

O mien ngoai \DEF ve ADFG vuong can tai F. Puong cao DH cua

\DEF va duong cao FI cua AEFG cat nhau tai P. Chimg minh DP = EF.

Cho tam giac deu DEF. Trén cac canh ED kéo dai, FE kéo dai va DF

koo dar theo thua tu lay cac diem P, Q. R sao cho DP = EQ = FR = canh

tam gidc deu DEF. Ching minh -

a) QD L DR. b) Tam giac PQR déu.

¢) Néu chi cho DP = EQ = FR thi APQR ¢6 la tam giac déu nia khoug ?
Tai sao ?

. Cho tam giic ABC. Ke cac phan giac cua cac géc A va B, roi tu dinh C

ke hai duong thang song song véi hai phan gidac nay. Ching cat nhau
tai D va E sao cho DE // AB. Chung minh AABC can.

. Cho tam giac can ABC (AB = AC). Tu mét diem M trén canh BC ha

ME L AB va MF L AC. Ké duong cao BH. Chimg minh rang ME + MF = BH.

. Dung tam giac ABC biét : 'hai goc A, B va hiéu hai canh BC-AC=a-b.
. Dung tam giac ABC biét.: hai géc B, C va chu vi cua né. B
m ~ A ’ i i ” : N
. Trong mot cong xudng, giva hai kho cach \
N
g = " 2 A &2 N
nhau 10m (hinh 71) nguoi ta ké mot tam A CR
; i o & : » o 777 X
van doc AB dé chuyén do. Hai dau tam 4 \
4 . .y 8w 4 N
van cach mat dat 4m va 8m. Tinh chiéu [TTRTTTITITTTTITTITTIITTII IT77
dai cua tam van AB. H.71

Cho tam giac ABC vuong tai C trong doé A = 60°, canh AC = 8cm.

r

a) Tinh do dai hinh chiéu AC trén AB.

by Tinh canh huyén AB.

Cho tam giac ABC vuong tai A. Duong cao AH chia tam gidc thanh hai
tam gidc vuong khac. Cac trung tuyén HN va HP ung vdi cdac canh
huyén bang 3cm va 4em. Tinh do dai trung tuyén AM cua tam giac ABC.

C. CACH GIAI VA LOI BINH

1.

Xét hai tam giic BAF va BEC (hinh 72) ta ¢6 :
BF = BC (gt) B = By (cung phu véi B2) va
BA = BE (gt). vay : ABAF = ABEC (c.g.c).

Suy ra BFA - BCE.
Nhung BFA = BFC « CFI = 45" + CFI (1)
Laico ICF + FCB + BCE = 180" (2)
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Thay (1) vao (2) va biét FCB = 45°, ta c6 :
ICF + 45" + 45" + CFI = 180" hay ICF + CFI = 90°.

Vi tong cac gée trong AFIC bing 180" nén ta c6 ngay : FIC = 90", vay
FA 1L EC.

Loi binh : Ta c6 thé chung minh AAEI vuéng tai 1 dé tu dé suy ra
FA 1 EC nhu sau :

Tu ABAF = ABEC, suy ra BAF = BEC.
Nhung BEC = 45° + AEI nén BAF =45° + AEI (1)
Theo hinh vé ta ¢6 : 1AE + EAB + B’AF = 180° (2)
Thay (1) vao (2) va biét EAB = 45° ta c6 ngay :

IAE + 45° + 45° + AEIl = 180"
Suy ra IAE + AEI = 90°, tdc la FIC = 90° hay FA 1| EC.

. Ta co PE // AB, PF // AC (gt) (hinh 73).

Suy ra: AF = PE  (tinh chat doan chau).
Lai ¢6 : EPC = ABC = 60" (déng vi)

va : FPB = ACB = 60° (déng vi)
Cac tam gidc FBP va ECP c¢6 hai goc
cung bang 60 nén la tam gidc déu, do dé
c6 FB = BP = PF va EP = PC = CE.
Xét hai tam giac BEC va CFA ¢6 :

BC = AC (gt), BCE = FAC = 60" (vi AABC déu),

CE = AF  (vi AF = PE, PE = CE)
nén ching bang nhau (c.g.c). Suy ra BE = CF.
Lai ¢6 M, N la trung diéem cua BE. CF ma BE = CF (theo chimg uinh

“trén) nén MB = NF.

Tu ABEC = ACFA ta c6 EBC = FCA. do PF // AC nén PFC - FCa, tu
d6 ¢c6 EBC = PFC. |

Xét hai tam giac MBP va NFP ¢6 MB = NF, EBC = PFC, BP - PF
nén ching biang nhau (c.g.c), suy ra PM = PN hay APMN can.

Tit AMBP = ANFP ta ¢6 MPB = NPF, ma BPM + MPF = BPF - 60' (\1
AFBP déu) nén MPF + FPN = MPN = 60°.

Tam giac can PMN c¢6 MPN = 60° nén la tam gidc déu.



s Loi binh : Néu cho "P la trung diem cua canh BC tht tam giac PMN

o la tam giae deu nia khong 2"
Prude tién ta vé hinh (hinh 74). Dé tra 1oi cau A
101, ta van dung dinh li vé duong trung binh
rong mot tam giac vao 4 tam gidc bang nhau
rong bai toan dé co ngay MPN = 60°.

\BEC = \CFB (c.g.c).
suy ra BE = CF, do d6 MB = NC.

\MBP = ANCP (c.g.c).
suy ra PM = PN hay \PMN can.

i
s

H.74

fam gidc can PMN ¢6 MPN = 60" nén la tam gidac déu.
Hinh 75).
1) Tacéo BE L AM, CF L AM (gt).
Suy ra BE / CF, nén By - C; (so le trong).
Hai tam giac BME va CMF c¢o :
Bi =Ci, MB = MC, M; = My
(doi dinh) nén chung bang nhau,
tic la ABME = ACMF (g.c.g). %

b) Xét hai tam gidac BMF va CME ¢6 :
MF = ME (vi ABME = \CMF)
M: -~ M, (déi dinh),

- MB = MC nén chuing bang nhau, tic 1a ABMF = ACME (c.g.c).
suy ra ECB = FBC. Hai goc nay d vi tri goc so le trong nén CE / BF.

Lo binh : "Trén canh AB ta ldy diém D va trén canh AC ldy diém E
«o cho BD = CE. Cdc duong trung tryc cia BC va DE cdt nhau tai I.
flay chung minh hai tam giac BID va CIE bang nhau.”

(ach giai sé nhu sau (hinh 76) :
Do IH la trung true cua DE nén ID = [E (1)
Do IK la trung truc cua BC nén IB = IC  (2)
Han tam giac BID va CIE ¢6 :

ID = IE (theo 1), IB = IC (theo 2)
vi DB = CE (gt) nén ching bang nhau,
vay ABID = ACIE (c.c.c). B

(an cd vao hinh vé (hinh 77) ta du doan ring AKMH c6 thé la nua
tun gidc déu, muén vay phai ching minh KM | HM.

I L4 :—1
‘K

C
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Kéo dai HM tren do lay MP = MH, nhu vay KM la trung tuyén cua AKHP.
Vi H la truc tam cua tam giac deu ABD nén suy ra HA = HB (1)
Xét hai tam giac BHM va CPM co :
MC = MB (gt),
M; = M2 (déi dinh),
MH = MP (theo cach dung)
nén chung biang nhau, tuc la
ABHM = ACPM (c.g.c),
suy ra HB = CP (2)
Tu (1) va (2) suy ra HA = CP (3)

Trong AABD déu thi HA, HB cang la phan gidc nén A1 - Bz = 30"
Lai c6 HAK = A1 + Ay + A3 =30° + Ay +60° =90° + Ax  (4)
Mat khac PCK = 360" - (C; + C2 + C3)
véi C; = 60° (vi AACK déu) va C; = By + B2 (do ABHM = ACPM)

= By + 30°
Titdé  PCK = 360° - (60° + Cz + By +30°) = 270° - (B; + Ca).
Trong \ABC, ta co : By + G =180° - [\3 do do :

PCK = 270° - (180" ~ A2) = 90° + Ay (5)

Tir (4) va (5) ¢6 - HAK = PCK (6)
Xét hai tam giac HAK va PCK ¢6 : HA = CP (theo 3),

HAK = PCK (theo 6),

AK = CK (vi AACK déu)

nén ching biang nhau, tic la AHAK = APCK (c.g.c). Suy ra KH = KP,
hay AKHP can.

Trong AKHP can, trung tuyén KM cing la dudng cao nén KMH - 9(°
Ta thdy Ki = Ky (vi AHAK = APCK), ma K; + K2 = 60°(vi AACK déu)
nén Ku + K3 = 60° = HKP.
Tam gidc can KHP ¢6 HKP = 60° la tam giac déu, suy ra MHK - 6(".
Puong cao KM trong AKHP déu cang la phan gidc nén MEKH = 30°.
Vay ba goc cua AKMH c¢6 s6 do la :

KMH = 90°, MHK - 60" va MKH = 30"



e Lo&i binh : Hay xét “truong hop \ABC vudng can tai A”.

Trudge het ta ve hinh thinh 78

Ta ¢6 Aj - .;\z ' jn = 30" + 90" + 60" = 180", tuc la ba diem H, A. K

thang hang.
ABHM = \CPM nén

Cy - By + B2 = 45" + 30" = 75", tir do

Ci « C2 +Cs = 60" + 45" + 75" D M P
= 180", 1 ‘

tire 12 ba diem P. C. K thang hang. 2 2 3(‘

Do HB = PC. HB = HA nén HA = PC. Nhu \ ]

vay HA + AK = PC + CK, hay KH = KP, nén

\KHP can. lai c6 HKP - 60° nén AKHP déu.

Trung tuvén KM trong \KHP déu cung la A H.78

dugng cao. phan giac. do dé :
KMH - 90°. MKH - 30" va MHK = 60"
e L v them - Khi \ABC vuong can tai A thi hai

tam giac HAK va PCK

da suy bien thanh hai doan thang KH va KP. Ta da chitng minh duge

KH = KP dé c6 \KHP can va sau doé la déu.
. Day la bai toan vé ba diem dac biet trong
fum gidac : trdc tam, trong tam va tam
duong tron ngoai tiép (uic la giao diém
ba dudng trung truc) luén thang hang.
a) Truge tién ta hay chimg minh khoang
cich AH = 20M (hinh 79).

AL

That vay, ta ¢ : B

MN - %AB (MN Ia dudng trung binh t

" M i C
rong AABC) (1)

Goi E. F theo thu tu la trung diém cua AH va BH, ta lai co6 :

EF = -:EAB (EF la duong trung binh trong AHAB) (2)

Tu (1) va (2) suy ra MN = EF
Xét hai tam giac OMN va HEF co :

(3)

ONM - HFE (géc c6 canh tuong ung song song),
MN = EF (theo 3),
OMN = HEF (goc c6 canh tuong ung song song)
nén ching bang nhau, tilc 1a AOMN = AHEF (g.c.g), suy ra HE = OM.
Vi E la trung diém cua AH nén AH = 2EH = 20M.
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b) Xic dinh trong tam G, giao diém O cua hai duong trung truc (hinhk 80).

Nai OH cat trung tuyén AM tai G. Ta sé chimg minh rang AG = §AM
thi sé ¢6 ‘G la trong tam AABC, khi dé ro rang ba diém H G, O
thing hang.

Goi E, F theo thi tu la trung diém cua
AH va BH.

Theo cau a) thi AH = 20M (1)

Goi L K theo thu tu la trung diém cua
AG va HG ta c¢6 IK la dudng trung
binh cua AAHG, suy ra [K // AH

va IK = %AH hay AH = 2IK  (2)

Tu (1) va (2) suy ra [K = OM. IK // OM vi cung song song AH.

Xét hai tam giac IKG va MOG c¢6 I = My (so le trong), IK = OM,
IGK = OGM (déi dinh) nén ching bang nhau,

tuc 1a AIKG = AMOG (g.c.g), suy ra 1G = GM.

Nhu vay ta ¢6 : Al = IG = GM hay AG = EAM, do d6 G chinh la

"

trong tam A\ABC. Vay ba diém H, G, O thang hang.

e Lot binh : Puong thang di qua ba diém ddac biet H, G, O goi la luong
thang Ole.
Cach chung minh ba diém thang hang trong bai nay cing dac biét -
Qua duong thang HO ta ve trung tuyén AM ciat HO tai G, sau dé ching
minh G chinh la trong tam cua AABC, dua vao tinh chat : trong tam

cua mot tam gidac cach moi dinh moét khoang bang — trung tusén di

e

qua dinh ay.
(Hinh 81).
a) Vi M, N theo thit tu la trung diém

cua AB va BC nén MN // AC
(duong trung binh trong \ABC).
Tuong tu c6 IN // AB.
Vay BMN = NIC (géc co canh
tuong ung song song).

b) Do PM L AB nén PMB = 90°, QI 1L AC nén QIC = 90°.

Xét hai tam giac PMN va NIQ c¢6 :



c)

-

PM = NI (vi cung bang %AB),
PMN = NIQ (vi PMB = QIC = 90° va BMN = NIC theo cau a)
va MN = IQ (vi cimg bing %AC)

nén chung bang nhau, tic 1a APMN = ANIQ (c.g.c).
Do APMN = ANIQ nén c6 NP = NQ hay APNQ céan.
Mat khac do NI #/ AB nén BMN = MNI (so le trong) (*)

'Theo hinh vé, trong APMN c6 :

PMN + MNP + NPM = 180°,
ma PMN = 90° + BMN = 90° + MNI (theo (¥))
va  MPN = QNI (vi APMN = ANIQ), do d6 :

90° + MNI + MNP + QNI = 180°, suy ra PNQ = 90°.
Tam gidc can PNQ ¢6 PNQ = 90° nén la tam gidc vudng can.

e L&i binh : Néu bai ra la : "Cho tam gidc nhon ABC va duong cao AH.
Ve diém E sao cho AB la trung truc cua doan HE, roi vé diém F sao
cho AC la trung truc cua doan HF. Néi E vdi F cdt AB tai M va cdt AC
tait N. Chidng nunh : :

a)
b)

cl

thi ciach giai nhu sau (hinh 82) :

a)

b)

Tam gidc AEF can.
Tia HA la tia phan giac cia goc MHN.

~ 1 —
A = —EAF”
2

Do AB la trung truc cuaa EH
nén AE = AH (1)

va AC la trung truc caia HF nén AF = AH (2) ~
Tu (1) va (2) suy ra AE = AF, do do AAEF can.

Do AE = AF (cmt) nén AAEF can, suy ra AEF = AFE (3

Xét hai tam giac AEM va AHM c6.: AE = AH, EM = HM (vi AB la
trung truc caa EH) va AM la canh chung nén ching bang nhau, tuc
la AAEM = AAHM (c.c.c), suy ra AEF = AHM (4)

Xét hai tam giac AFN va AHN c6 : AF = AH, NF = NH (vi AC la
trung truc cia HF) va AN la canh chung nén ching bing nhau, tuc
la AAFN = A\AHN, suy ra AHN = AFE  (5)
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c)

. a)

b)

Tu (3), (4), (5) suy ra AHM = AHN, tdc la tia AH la tia phén giac’
cua MHN. ‘

Tam gidc AEH can (do déi ximg) nén A = Az va tam gidac AHF can
nén As = 1&4, ma ;\2 +A3 = zz\, A] +A2 +;\3 +A4 = Eﬁ’,
nén A = %EXF.

(Hinh 83). Do D va J la trung L
diém cua AE va AC (gt) nén DJ
la dudng trung binh cua AAEC, do
do EC // DJ. Lai c6 E la trung
diém cua DB nén Q la trung diém
cua BJ. A J L

Do K la trung diém cua AB nén KQ la dudng trung binh cua AARJ,
tacé: KQ/ AC va KQ = -;-AJ.

Tuong tu QI // AC va QI = %JC.

Nhung A, J, C thang hang va AJ = JC, suy ra K, Q, I thiang lang va
KQ=QI (1)

Chung minh tuong tu ta ¢6 K, P. J thang hangva KP =PJ  (2)
Tu (1) va (2) suy ra PQ la duong trung binh cua AKIJ.

Vi PQ la duong trung binh nén PQ = %IJ (3), ma IJ lai 1& dudng

trung binh cua AABC nén : lJ = lAB (4).

2
Vay tir (3) va (4) ta ¢6 ngay AB = 4PQ.

Léi binh : Tuong tu, ta giai bai toan sau :

"Cho AABC, trén hai canh AB va AC ta ldav theo thi tu hai dién D va
E sao cho DB = EC. Goi I, J, K theo thu tu la trung diém cua 3C, DE
va DC. Puong thdang IJ cat AB va AC tai M va N. Chung mirh rdang
AMJK can va JAMN can.”

M

Céch giai nhu sau (hinh 84) : A
Do I va K theo thd tu la trung diém N H.o4
cua BC va DC nén IK la dudng trung D
binh trong ACBD, L

L 1 % \k\
suy ra KI // DB va KI = EBD (1) \S

B I T



8.

Chung minh tuong tu doi véi ADEC ta c6 JK // EC va JK = %EC (2)

Tir (1), (2) va BD = EC (gt) = KI = KJ. vay AIJK can tai Kva 1 =J (3)
Do KI /DB nén M = JIK (so le trong) (4)

do JK // EC nén 1JK = N (dong vi) (5)

T (3), (4) va (5) tacé: M =N, '

Vi hai géc tai N déi dinh bang nhau nén tam giac AMN can.

a) Tam giac vuong HIB c6 EB = EI (gt) nén
HE la trung tuyén ung véi canh huyén
IB va ta ¢6 EB = EI = EH (hinh 85).

AHEB can nén ABI = BHE (1)

Mat khac cé HEI la goéc ngoai cua
\HEB nén HEI = ABI + BHE (2
Thay (1) vao (2) dugc :

HEI = 2ABI (3) B D C
Chdng minh tuong tu doi vdéi tam gide vuéong IKC va tam gidc can
KFC ta c6 IFK = 2ACI (4)

Tir (3), (4) va gia thigt ABI = ACI suy ra IEH = IFK.
b) Vi F va D la trung diém cua IC va BC nén DF la dudng trung binh
cua tam gidac IBC, do dé DF // IB va DF = %IB = HE (5)

Chung minh tuong tu ta ¢6 DE / IC va DE = -;—IC = KF (6)

Lai cé IED = IFD (gbéc c6 canh tuong ung song song)
ma  IEH = IFK (theo cau a) _
nén IEH +IED = IFK + IFD, hay HED = DFK (7)
Cudi cing xét hai tam giac HED va DFK c6 : HE = DF, HED = DFK
va DE = KF nén ching bang nhau, tic 1a AHED = ADFK (c.g.c).
Suy ra DH = DK.
Loi binh : Xét thém bai todn sau :
“Cho hai tam giac vuong ABC va DEF (vubng tai A va tai D) c6 AB = DE _

va hai trung tuyén AM = DQ. Chung minh rdang ba cdp tam gidc sau
bing nhau : AABM va ADEQ, AAMC va ADQF, AABC va ADEF.”

Ta ¢é (hinh 86) :
147
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H.86

B M C E Q F

a) Do AM = DQ nén BM = EQ, ta ¢c6 ngay AABM = ADEQ (c.c.0.
b) Tu cau a suy ra M = Ql. do dé6 M3 = Qz va ta c6 AAMC = ADQF (C.g.'é).

¢) Do AABM = ADEQ va AAMC = ADQF nén cdng timg vé tacé ngay
AABC = ADEF hoac do B = E va BC = EF, tir hai cau a) va b) nén
AABC = ADEF (canh huyén va mét canh géc vuong).

(Hinh 87)
a) Xét hai tam gidac DAC va BAE c6 : AD = AB, DAC = BAE =)0° + A,
AC = AE nén ching bing nhau,
2o 13 H.87 E
tic 1a ADAC = ABAE (c.g.0). /
Suy ra DC = BE va AEB = ACD. 4

Goi M va N theo thu tu la giao
diém cua BE véi AC va DC ta cé

AME + AEM = 90°.
Trong AMNC ¢6 NMC + NCM = 90°.

Suy ra MNC = 90°, tic la DC 1 BE.
b) KI la duong trung binh trong ABDC (vi I, K la trung diém cta BD va
BC) nén KI //CD va KI = %CD. Tuong tu KJ / BE va KJ = —%BE

Tu dé suy ra KI = KJ va KI 1 KJ tai K. Vay AIJK la vuéng d@n.

Loi binh : Xét thém : "Ta ké duong cao
AH cat DE ¢ P, hday chung minh P la

E
trung diém cua DE.” I.’//
Cach giai nhu sau (hinh 88) : D S

Kéo dai DA mot doan AG = DA. Xét hai A

tam giac ABC va AGE c6 : :
H.88 N

AB = AG, . ‘G
BAC = GAE (vi cung phu véi CAG) ! \

1 I —

va  AC = AE | B H C

nén ching bang nhau, tirc 1a AABC = AAGE (c.g.c).



10.

Suy ra A§C = AGE, ma ABC = DAP (géc ¢6 canh tuong ung vudng goc).

Tu dé ta c6 ngay DAP = AGE (& vi tri déng vi), suy ra AP / GE.

Xét ADGE c6 A la trung diém cua DG va AP // GE nén P phai la trung

diem cua DE.
a) Ta c6' AEAC = ABAF (c.g.c) (hinh 89), vi.
AE = AB (gt),
EAC = BAF (= 60" + A),
AC = AF (gt).
Suy raBF = CE. _ .
b) Kéo dai HM mot doan MN = HM.
Ta c6 ngay ABMH = ACMN (c.g.c)
nén BH = CN va HBM = NCM.

"E

F

Lai ¢6 : HBM =30° + B (vi BH la phan gidc) néen NCM = 30° + B.

Theo hinh vé, ta c6 :

HAF = HAB + A + CAF = 30° + A + 60°.= 90° + A (8

NCF = 360° - NCM - C - ACF = 360° - (30° + B) - C - 60°

=270° - (B+C)=270° — (180° - A)=90° + A (2)

Tir (1) va (2) ¢6 - HAF = NCF.
Nhu vay AHAF, = ANCF (c.g.c). Suy ra HF = NF va AFH = CFN.
Lai c¢6 HFN =60° (vi AFH + HFC = 60° nén CFN + HFC = 60°).

s ‘.

Suy ra AHFN déu nén trung tuy&n FM ctia né cing la phén gidc va

dydng cao, do d6 céac goc cua AHMF la :
" FHM = 60°, HMF = 90° va HFM = 30°.

e Lot binh : Co thé thém cac.cau hoi sau :

N

c) "Goi R la giao diém cia BF va CE, tinh sé do ciia géc BPC.
d) Néu AB < BC, chitng minh ME < MF."
Cach giai nhu sau: | ) b
¢) Vi AEAC = ABAF (cau a) nén ECA = AFB
ma ACF - 60° va F - 60%= ECA + BFC .
nén ECA + BFC+ ACF = 120° hay PCF + PFC = 120°;
"Suy ra CPF =180° - 120° = 60".
Do BPC + CPF = 180° nén BPC = 180° - 60° = 120°. -

<
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11.

12.

d) Xét hai tam giac EBC va FBC c6 CE = BF (cau a), BC chlmg, kB < FC
(do AB < BC theo gt) nén ECB < FBC.

Xét hai tam gidc ECM va FBM c6 CE = BF, MC = MB va ECM < FBM
nén ME < MF.

Ta c6 PD L EF, DF 1 FG (hinh 90), suy ra
PDF = EFG (géc cung ti c¢6 canh tuong

P
0 can H.40

ing vudng goc). Lai c6 Fz2 +F3 =90°

G + F3 =90° (gt), suy ra F2 =G (géc cung ‘

nhon ¢6 canh talong Ung vudng goc). D; —
Xét hai tam gidc DFP va EFG c6 DF = FG, "1
F2 = G, PDF = E?G nén <hiing bang
nhau, tuc la ADFP = AEFG (g.c.g).
Vay DP = EF.

el
]

E

Loi binh : Véi bai todn trén, "néu ta vé AEDG vudng cdn tai E va tam

gidc EFK ciing vuéng cdn tai E, hay chung minh KD L GF" thi cach
giai sé thay doi nhu thé nao ?

Ta veé lai hinh (hinh 91).

Xét hai tam gidc DEK va GEF c6 :
EK = EF,
ED = EG (gt)

Kn'

va B = B2 (cung phu véi E)
n;:fm ching bing nhau, tiuc la
ADEK = AGEF (c.g.c).
Suy ra K1 = F1. Lai ¢6 M; = M2 (déi dinh) nén K1 + M2 = F1 - M1.

Tam gidc vuong EKM da cé hai géc K1 + Mo =90°, nén hal géc
Fi + M = 90° Suy ra MNF = 90°, tic 1a KD | GF.

(Hinh 92).
a) RO rang ta c6 AEQD can tai E, suy ra Ql = D.
Goc DEF la géc ngoai cua tam gidc trén nén

DEF :Q, +D; =2D; =60°, suy ra D; = 30°.

Vay D1 + D2 = 30° + 60" = 90", Q
tic 1a QD L DR.



b) Xét ba tam giac QEP, RDP va QFR bang nhau (c.g.c) vi ¢6
DP = EQ = FR (gt),
QEP = QFR = RDP = 120°,
EP = QF = DR (gt).
Suyra QP = QR = PR, tuc la tam giac PQR deéu.
¢) Trong truong hop nay tacé : EP = ED + DP,
FQ = FE + EQ,
DR = DF + FR,
ma ED = FE = DF (do ADEF déu) va DP = EQ = FR (gt),
suyra EP =FQ=DR. ] |

Cac goc tu tai D, E va F déu biang 120°. Vay ta van cé ba tam gidc
QEP, RDP va QFR bang nhau (c.g.c) nhu cau b).

Tur d6 suy ra QP = QR = PR, tuc 1a APQR van déu.
o Loi binh : Xét thém cau hoi sau :
"Goi I la tam ciua tam gidc déu DEF, chiing minh rdang IP L QR."

Ta vé lai hinh (hinh 93). Néi ID, IE, IF, P
chung la phan gidc cac goec 60° cua ADEF
déuy, nén ta cé :

QEI = RFI = 120° + 30° = 150°
ma IE =1F, EQ = FR.
Suy ra AQEI = ARFI (c.g.c), tir d6 1Q = IR.

Lai c6 APIQ = ARIP (c.c.c), vi IQ = IR, H.93 |
IP chung va PQ = PR. R

~

Suyra P =Pz, ma P=60° (vi APQR déu) nén P, =30°.
Goi S la giao diém cua PI va QR, trong tam gidc PSQ c6

P, +Q = 30"+ 60° = 90° nén PSQ = 90°,
tic 12 PS 1 QR, hay PI L QR.

* Lwu y thém : C6 thé chitng minh gon hon néu biét duge “tinh chat '
dudgng trung truc cia mot doan thing”. |
That vay, tir PQ = PR va 1Q = IR ta thiy ngay 1a hai diém P va I ciach
déu hai dau mait cua doan thing QR nén ching nam trén dudng trung
truc cua QR (dinh li ddo). Vay PI 1 QR.
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13. (Hinh 94).

14.
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Goi M va N theo thi tu 14 giao diém ciia CD va CE véi dudng thing AB.
Theo bai ra A1 = A2 (do AE la phan giac) va A; = C; (so le trong),
Az =M (déng vi). Do d6 Ci = M. Vay AAMC can. ,
Tuong tu ta ¢6 Cz =N va ABCN can. Suy ra AM = AC va BN = BC.
Chi eon phai chirng minh AM = BN (hoac MB = AN).

That vay, diéu nay suy ra tir hai tam gidc bing nhau AMDB = AAEN
(c.g.c) vi MD = AE, BD = EN (tinh chit doan chin).

Lot binh : Cing la chitng minh tam gidc cian ta xét bai todn sau:

"Cho tam gidc DEF vuéng tai D c6 DE < DF va duong cao DE. Trén

doan HF ldy diém I sao cho HI = HE. Ti F ké FK  DI. Chung minh
ADHK cén.”

Cach giai nhu sau : -
Goi G la giao diém cia DH va KF (hinh 95).
Ta c6 Dy = F1 (cung phu véi géc E),
ma D) =Dy (do ADEI can)
D2 = F2 (cung phu vé1 goc DIH)

nén F; =Fq.

Xét ADHF = AGHF (g.c.g) suy ra HD = HG. G T30

Trong tam gidc vudng DKG, trung tuyén KH ing v6i canh huyin DG
bing nia canh huyén, tic 1a KH = HD = HG.

Vay tam gidc DHK can.

(Hinh 96).

Ké Mx // AC et BH tai I, ta c6 IH = MF (1) . A

(tinh chat doan chin) va xMB = ACB. Nhung

ABC = ACB (AABC cén) nén xMB = ABC.

Xét hai tam gidc vuéong BIM va MEB c6 canh

huyén BM chung va xMB = ABC nén ching

bing nhau, suy ra Bl = ME (2). F

Cong ting vé (1) va (2) dugce : s B M o
IH + BI = MF + ME, hay BH = ME + MF.
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e Loi binh :

15..

" a)

b)

a)

b)

c)

Néu thay AABC can bgi AABC déu thi bai todn van dung. Bay gio
thay AABC can bdi "AABC déu va cho diém M ndm trong tam gidc
rot ha thém MK 1 BC, hay chung minh ME + MF + MK = BH."
Ta c6 cach giai sau (hinh 97) :
Qua M ké MQ // BC, ta van c6 AAPQ
déu. Ha AS 1 BC thi AS = BH, lai ¢6
NS = MK, PT = AN. Ta trd lai bai toan
da cho, tuc 1a ME + MF = PT = AN.
Tu dé : ME + MF + MK = AN + NS
= AS = BH.

Néu cho diém M nim trén dudng cae
BH chéng han thi ta van c6 két qua

ME + MF + MK = BH.

Con néu M trung véi B thi MK = ME = 0, ho#c néu M trung véi C
thi MK = MF = 0, ta van c6 ME + MF + MK = BH.

H.97

Phan tich : Gia st AABC da dung dugc (hinh 98). Trén canh BC dat
doan CD=CAthiBD=BC-DC=BC-CA=a-b.
Trong AADC can, géc & ddy ADC = w;oé_—_g =90° - E

Vay géc bu véi né6 ADB = 180° — [90" - 523-] = 90° + -g-

Cach dung : Dung ABDA trong d6 BD =a - b,
B da cho, ADB = 90° +% (géc C biét dugc

vi C=180°-(A +B). Dung dudng trung e N
tryc ciia AD, cit BD kéo dai tai C. N6i AC B rppe
ta dugc AABC can dung. H.98

Chitng minh : Ta ¢6 BD = BC — DC, nhung C nim trén trung truc

cuia AD nén CD=CAvaBD=BC-AC=a-b.

. Goéc B la géc da cho, con BAC = A1 +DAC = A; + AﬁC,

»

Y

nhung A; = 180° - |B +90° + = |, ma DAC = ADC = 9o°v~9-
g 2

A"

do d6 BAC = 180° —(1“3+90° +%] = 180°-B-C=180°-(B+C)
= géc cho truéc.
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d) Bién lugn : Muén bai toan dung dugc thi A >B va A+ B - 180"
Vi diéu kién nay thi bai toan luén cé 1 nghiém hinh.

Loi binh : Tuong tu, ta hay giai bai toan sau : "Dung AABC bié : goc

C. canh AB = c va hié¢u hat canh BC - AC=a - b."

Cach giai nhu sau :
) Phan tich : Gia st AABC da dung du’ac (hmh 99). Trén CB da doan
CD=CA,tacé BD=a-b.

o OU . ~ ~

Trong AACD can thi ADC = -]L—-E-;——-é——g =90° - —(22

. ' A A
Géce bu voi né6 ADB = 180" - O” - EJ —9—

2 2
b) Cdach dung : Dung AABD trong dé A
ADB-90°+<, BD =a—-b, AB = c.
2 3
; ¢ X\
Dung trung truc cua AD cat BD kéo :
dai tai C. Noi AC ta duoc AABC phai D
: B —~—

dung. a-b D C

: H.99
¢) Ching minh (danh cho ban doc).

d) Bién ludn : Muén bai toan dung dugc thi C<180° (vi muon 6
AABC thi truée hét phai dung dugc AABD ma muén dung tan giac

nay thi AEB:QO(’**% hay C <180°) vac> [a-bl.

Véi hai diéu kién nay, bai toan luén ¢6 1 nghiém hinh.

16. a) Phdn tich : Gia sit AABC da dung dugc (hinh 100). Kéo dai sé hai
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- phia cua BC cac doan CE = AC=b, BD = AB =c.
NGi EA, DA ta ¢6 Bva C la A
cdc goc ngoai cua hai tam giac ‘
can ABD va ACE nén :

ADB = E, AEc- S
2 2

.
P,
. \\
.
v
e
o

D " B C E
H.100

Con DB + BC + CE = DE =a + b + ¢ (chu vi).

b) Cdch dung : Trudc hét dung AADE trong dé DE = a + b + « Chu vi
cho truge), ADB = -Ezi, AEC = % Ta dugc AABC phai dung.

c) Chiing minh (danh cho ban doc).

d) Bi¢n ludn : Bai toan dung duge khi B + C < 180° va chi ¢6 1 n{hiém
hinh. :



o Lovi binh : Tuong tu. "Dung 1AABC biét : chu vi, goc B va duong cao

17.

18.

A = h.” i

Cach dung nhu sau thinh 101). H.101
I'rude hét dung tam giac vuong ABH trong h

d6 B bing goc da cho, AH = h. Nhu vay

da c6 hai dinh A, B va canh AB = c. B H C

Trén BH kéo dai dat BM = a + b (vi biéet chuvia + b + ¢ va AB = c thi
biét dugc a + b). Néi AM va dung trung truc cia doan thing AM cat
BM tai diém C. ’
Ta duge AABC phai dung.
So v6i mat dat thi dau van B cao hon dau vdan A'la 8 — 4 = 4 (m). Theo
dimh i Pitago ta cé :

AB* = AC* + BC? = 10* + 4° = 100 + 16 = 116 (m®).
Vay tam van AB dai J116 = 10,8 (m).
L&i binh : Tuong tu, ta giai bai toan sau :
"(J hinh 102 cét a cao 40m, cén cdu b dai 50m, géc xen gitda a va b la
120". Tinh dé dai cia day kéo c.”
Cot a, can ciau b va day kéo ¢ hgp
thianh AABC trong d6 BC = a, CA = b,
AB = ¢ va BCA =120".
Goi CH la hinh chiéu cia CA trén BC,
ta c6 ngay ACH = 60°. Do d6 :

cH= lca-2
2 2 :2W/

X@ét tam giac vuong AHC, theo dinh Li
Piitago ta c6 thé viét :

b® _3b®

4
. Bt g b2
BH“}=(BC+CH)i=al+ab+ —Z—

AH? = CAZ - CHZ = b% -

Trong tam gidac vuong AHB ta lai co thé viét :
AB* = AH” + BH® = a* + ab + b* = 1600 + 2000 + 2500 = 6100.
Tird6  AB = V6100 = V614100 = 10J/61 = 78 (m).
Geoi H 1a hinh chiéu cua C trén AB (hinh 103).
a) Xét tam gidc vudng CHA (vudng tai C), do A = 60°
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nén canh AH = %AC = 4 (cm).

b) Tuong tu, trong tam gidc vuong ACB (vudng
tai C) do A =60° nén : .
AB = 2AC = 2.8 = 16 (cm). H.103

Viy hinh chi€u canh AC trén canh huyén dai 4cm va canh iuyén
AB dai 16cm.

e Lgi binh : Tuong tu, ta c6 bai todn sau :

"Cho tam gidac cdn ABC tai dinh A, duong cao BH chia canh bin AC’
thanh hai doan dai 7cm va 2cm. Tinh canh ddy BC cua tam gidc «én."

Theo dé bai ta c6 AB = AC = 9cm (hinh 104).

Theo dinh li Pitago thi : A
BH” = AB? - AH? (xét tam gidc vuéng AHB) .
BH? = BC? — HC? (xét tam gidc vuong BHC).
Suy ra : BC? - HC% = AB? — AH? (vi cung bing BH?) H
hay BC?-2?=9*- 7 N
ticla BC?=81-49 + 4 = 36. %

Vay canh ddy BC = 36 =6 (cm).

19. Ta biét ring : trong mdt tam gidc vudéng, trung tuyén ung vdicanh
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huyén bing nita canh huyén, nén trong hai tam gidc vuéng AIB va

* AHC ta c6 (hinh 105) : '

AB = 2HN = 6cm;
AC = 2HP = 8cm.
Canh huyén BC ciia tam gidc vudng ABC la :

J 2 L AC? = J36+6

JlOO = 10 (cm)

Vay trung tuyén AM ﬁ‘ng véi canh huyén BC la :

-

AM = %BC B,

o Loi binh : Tuang ty, ta c6 bai tosn sau :

"Duong cao AH ciia tam gidc ABC dai 12cm cdc goc g ddy cua tam
gidc la B =60°, C = 45°. Tinh cdc canh ciia tam gide."

Tam gidc AHC vuéng can (hinh 106) nén HC = HA = 12cm



va  AC? = AH® + HC® = 2.144,
tirdé  AC = 1242 = 16,9 (cm). | X
Tam giac vuéng AHB bing nira tam gisc

déu ma canh la AB (vi B = 60°) H.106
2 12
nén AB?= AH?+ BH? = 12% + (;A—B—}
2 ) 60" H 45"
B H C

3AB? .
hay T = 12°

, 92 92
Tudéo AB = 122 : vay AB = 2.2 = 8v3 ~ 13,8 (cm)

3 5
va BH-= éAB - 4J3 ~6.9 (cm)

BC = BH + HC = 4(3 + /3) = 18,9 (cm).
Vay tam gidc ABC c6 ba canh gan bang :
AB = 13,8cm; AC = 16,9cm; BC ~ 18,9cm.

D. PO BAN GIAI DUGC

1.

Dung cdc diu + va — xen vao giiia cac chit sé dé duge sé 100 :
a) 123456789 (3 dau hoac 6 dau)
b) 987654321 (4 dau hoac 7 dau).

Thé ki 20 ¢6 6 nam la sé nguyén to, dé la nhimg nidm nao ? (vi du

nam 1973).
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§11. CAC PUONG THANG PONG QUY
TRONG TAM GIAC

A. KIEN THUC CAN NAM VUNG

1.
a)
b)

c)

d)

b)

c)

d)

e)

g)

Quan hé giita cac yéu té trong tam giac
Trong mét tam gidc, géc doéi dién véi canh 16n hon l1a géc 16n hon
Trong mét tam gidc, canh dai dién véi goc 16n hon 1a canh 16n ha.

Trong céac dutng xién va dudng vuong géc ke tir mot diém J ngou mot
dudng thing dén dudng thing dé, duong vudng géc la dudng ngin 1hat.

Trong hai dudng xién ke tir mét diém ¢ ngoai moét duong tharg dén
duong thang dé :

Pusng xién nao c¢6 hinh chiéu 16n hon thi l6n hon.
Puong xién nao Ién hon thi ¢6 hinh chiéu Ién hon.

Néu hai dudng xién bang nhau thi hai hinh chi€u bing nhau va nguogc
lai. n€u hai hinh chiéu bang nhau thi hai dudng xién bing nhau.

Bat dang thuc tam gidc : Trong mot tam gidc, do dai mot canh o gig
ciing 16n hon hiéu va nho hon téng cdc do dai cua hai canh con la.

Cac duong dong quy ciua tam giac
Ba dudng trung tuyén cua mot tam gidc cung di qua mot diém. Diém

. B : : % 2 2. ook oaa .
dé cach moi dinh mot khoang bang g do6 dai duong trung tuyén {i qua

dinh ay. Diém dé goi la trong tam cua tam gidc.

Ba dudng phan gidc cua mgt tam gidc cung di qua mot diém. Pién nay
cach déu ba canh cia tam gidc, va la tam cua dudng tron ndi tié tam
giac.

Ba dudng trung truc cia mot tam giac cung di qua mot diem. Pién nay
cich déu ba dinh cua tam gidc, va la tam cua dudng tron ngoa tiép
tam gidc.

Ba dudng cao cua mot tam gidc cung di qua mot diém. Diém nay zoi la
truc tam cua tam gidc.

Trong mdt tam gidc can, trung truc ing véi canh ddy déng tlsi la
phan gidc, dudng cao, trung truc cung xuat phat tir dinh déi diin véi
canh dé.

Trong mot tam gidc déu, trung truc, truc tam, diém cdach déu badinh
va diém cdach déu ba canh la 4 diém trung nhau.

1
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B. CAC BAI TOAN DIEN HINH

1.

10.

Cho tam giac DEF (DE < DF) va trung tuyén DM. Chung minh rang
EDM > FDM, tir d6 suy ra tia phan gidc cua géc D nam trong EDM.

. Cho tam giac DEF va trung tuyén DM. Chung minh réng EDM sé lén

hon, bing hay nho hon MDF tiy theo DME la goc nhon, géc vuong
hay géc tu.
Cho tam giac MNP va duong cao MH. Ching minh rang :

\ + MP

b) Tong ba duong cao nho hon chu vi tam gide.

. Cho hai diém B va C nam trén doan thang AD. Ching minh rang néu

AB = CD thi v6i moi diém P cua mat phang ta luén c6 :

PA + PD > PB + PC.
Cho tam giic PQR c6 PM la trung tuyén. Chiing minh rang PM nho
hon tong hai canh PQ va PR va 16n hon tong hai canh PQ va PR trir
di canh thu ba QR.

Ba trung tuyén DM, EN va FP cua tam gidac DEF cdt nhau tai trong
tam G. Trén tia GM lay doan MH = GM, trén tia GN lay doan NI = GN
va trén tia GP lay doan PK = GP. Ching minh :

a) Hai tam giic DEF va HIK bang nhau.

b) Piém G cung la trong tam cia \HIK.

Cho APQR va phan gidc PD. Giao diém ba trung truc cua APQR trung
v6i trong tam G cua APQD. Tinh cac géc cua APQR. :

Cho ba duong thing phan biét cung di qua mét diém O. Diém M nim
trén mot trong ba dudng thang dé. Chung minh ring tén tai mot tam
giac ¢6 mot dinh 1a M va céc dudng cao nam trén cac duong thang da cho.

Cho AABC vuéng tai A c6 BC = 2AB. Lay diém D trén AC sao cho
ABD = %IAS diém E trén AB sao cho ACE = %C Goi F la giao diém cua
BD va CE, goi G la diéem ma BC la trung truc cuia FG va H 1a diém ma
AC 1a trung truc cua FH. Chung minh ba diem H, D, G thang hang.

Cho AABC can tai A va duong cao AH. Ké HK 1 AB va HI // CK
(I thudoc AB).

a) Chitrng minh I 1a trung diém cua BK.
b) Goi F la trung diém cua HK, tia IF cit AH tai E. Chimg minh IE 1 AH.
¢) Ching minh AF 1 CK.
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11.

12.

13.

14.

Ba con ru6i déau trén ba canh cia AABC sao cho trong tdm cua tam
gidc ma dinh 1a ba con rudi van khéng déi. Ching minh ring trong
tam ciia "tam gidc rudi” nay trung vdi trong tam AABC, biét rang mot
trong ba con ruoi bo qua tat ca cdc canh ctia tam gidc.

Trong tam gisc déu ABC lay cac diém K, L, M sao cho : KAB = LBA =15°,
MBC = KCB = 20°, LCA = MAC = 25°. Tinh c4c géc cia AKLM.

Dung tam giac ABC biét : goc A, phan gidc AD = p cua né va dudng cao
AH = h.

Dung tam gidac ABC biét : canh BC = a, va hai trung tuyén BM = m,
CN =n.

C. CACH GIAI VA LOI BINH

1.
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(Hinh 107).

Hai géc D; va D, nadm trong hai tam gidc khac nhau nén chua cé su
lién hé véi nhau. Do d6 can dua ching vé trong mot tam gidc.

Muén thé, trén tia déi cua tia MD ta ldy
doan MN = MD, dé& xét cdc gic trong ADFN.

Xét hai tam giac DEM va FNM c¢6 :

- MD = MN,
M; = M2 (déi dinh),
ME = MF (gt)

nén chung bang nhau (c.g.c).
Suy ra D; =N va FN = DE.

Trong ADFN ta ¢6 FN = DE < DF (gt), suy ra FNM > Dz hay D) > D,.
Do dé tia phan gidc cua géc D nim trong géc EDM.

Loi binh : Xét thém bai toan tuong tu sau :
"Cho ADEF (DE < DF). Trén hai canh DE va DF ldy hai diém I va K
sao cho IE = KF. Hay so sanh hai doan IF va BK, hai géc EIK va FKI."
Cach giai nhu sau (hinh 108) :

a) Do DE < DF nén F <E. Xét hai tam
giac IEF va EKF c6 hai cap canh tuong
ing bing nhau (IE = KF (gt) va EF
chung) trong dé E > F nén IF > BK.

b) Xét tiép hai tam gidc IEK va IKF cé
hai cap canh tuong Ung bang nhau
(IE = KF va IK chung) trong dé6 EK < IF nén EIK < FKL

D
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2.

Lay lai hinh 107 cua bai 1.

a Xét ADME = ANMF (c.g.c), suy ra
Dy =N va DE = FN. Néu DME -
nhon thi DMF tu. Tir hai tam giac
¢6 hai cap canh tuong ung bang
nhau DME va DMF (ME = MF (gt)
va DM chung), suy ra DF > DE hay H.107
DF > FN. N

Trong ADFN ta ¢6 N >D: ma N =D; nén Dy > Do.

b Néu DME vuong thi ADEF can vi ¢é trung tuyén DM ciung la dugng

cao, la phan gidc nén D: = Da.
¢ Néu DME tu thi li ludn tuong ing nhu cau a ta suy ra : Dy < Da.
Lyi binh : Xét thém cau hoi sau :

"Chuing minh trung tuyén DM nho hon nia tong hai canh con lai”, tuc

oy < DEZDF )

Bit dang thuc () ¢6 thé viét : DM < 9;@- +22£. diéu nay ggi cho ta

-t

tin quan hé gitta ba canh cua mot tam gidac. D6 la ADFN ¢ trén.

Thr da c6 DE = FN, nén xét ADEN c¢6 thém DN = 2DM, suy ra ngay

DN < DF + FN hay 2DM < DE + DF, tuc la DM < %@-+P~E

2

a Ta co MH la dudng vudng goc
va MN, MP la cdc duong xién
nén MH < MN va MH < MP
(hinh 109).

Suy ra 2MH < MN + MP

MN + MP

hay MH <

b Ta phai chung minh MH + NI + PK < MN + MP + NP.

Theo cau a ta lan lugt ¢é :

MH<MN+MP; NI<MN+NP; PK(MP+NP,
2 2 2 '
Cong tung vé ba bat dang thie nay duoc :
MH + NI + PK < 2MN *ZIP*“NP’ - MN + MP + NP.
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‘dai PO mot doan OP' = PO va xét

o Lot binh : Xét thém cau hoi sau day :

"Ldy diém S trén duong cao MH. Puong thdng NS cdt canh MP ai I,
MN < MP. Chuing minh rang SN < SP va SI < HIL."

Cach giai nhu sau :

a) Ta c6 HN va HP theo tha tu la hinh chiéu cua cdec canh MN v: MP
trén canh NP.

Tu MN < MP suy ra HN < HP. Ta lai thidy SN va SP cting ¢6 hinh
chiéu theo thu tu trén NP la HN va HP.

Do dé6 tit HN < HP suy ra ngay SN < SP.

b) Xét ASHN vudng ta c6 S, < 90", suy ra goc ké ba HSI > 90°. V. méi
tam gidc chi ¢6 nhiéu nhat 12 mét géc tu va dé phai la géc lon nhat
nén HSI > SHIL Suy ra SI < HIL

Néu diém P nam trén dudng
thing AD thi dé la diéu hién
nhién. Do d6 ta xét truong hgp P
khong nam trén AD (hinh 110).
Goi O la trung diém cua AD. Kéo

hai tam giac APO va DP'O.

Ta c6 AAPO = ADP'O (c.g.c) (vi OA = OD, OP = OP' va AOP = POD).
Suy ra hai géc A va D bang nhau (so le trong) nén AP / PD va AP = PD.
Tuong tu AP = PD.

Lai xét hai tam gidc nita bing nhau la APOB = ACOP’, ta cing ¢6 -
BP=CP, PC=BP:

Viy AP +PD=AP + PD>PB + PC=BP +PC.

Lai binh : Tuong ty, ta xét thém bai todn sau :

“"Cho bén diem A, B, C, D. Voi moi diém P ta ¢c6 PA + PD > PB + PC.
Chitng minh rang cac dieém B va C néam trén doan thang AD va AB = CD."

Sau day la cach giai :
Trude hét do P la mot diém bat ki nén :
néu P = A thi ta c6 AD > AB + AC,
con néu P = B thi AD > BD + DC.
Cong ting vé hai bat ddng thie nay duge :
2AD =2 AB + AC + BD + CD (%)

Mat khdc ta luén c6 : AD < AC + CD va AD < AB + BD. Pang thitc chi
xay ra ¢ moéi bat dang thic khi ba diém A, C, D thang hang. Cong



ting vé ta dugc 2AD < BD + AB + AC + CD.
Két tap véi () duge : ~ 2AD = BD + AB + AC + CD.
Suy 1 ngay la bon diém A, B, C, D thél'lg hang va tat ca cdc bat dang
thire trén déu trd thanh dang thie. Vay hai diém B va C nam trén
doanthang AD va AB = CD.
Xét tai tam giac PQM va PRM (hinh 111) ta c6 :
PQ < PM + QM, PR < PM + MR.
Tu de suy ra :
PQ + PR - QR

.U'l

< PM (1)(viQM:MR:g§) P

Kéo tai PM mot doan MS = PM, tur APQR ta c¢é6 :

PQ + PR
P’VI L, e m— (2) 7 7
: Q‘-. M R
Tu (D va (2) ta co ngay : ; \*
PQ+PR-QR o\ o PQ;PR. H.111
2 S

e Lo tinh : Dua vao bai todn nay, hay ching minh ring :
"Trorg mot tam gide, tong ba trung tuyén lén hon nia chu vi nhung
nho 1on chu vi ciia tam gide do.”
Thatvay, dé cho gon ta goi ba canh cua tam giac PQR la p, q, r va ba
trumg tuyén la m,, m,, m,. Theo dé bai trén ta c6 :

LD gy, <

r+p- r+
LA Ll DR 6.

-~

“_m})*f]*“l'\ll_) "p+q

2 s
Comgtung vé ba bat dang thic kép nay dugc :
+q+r
pra-rt <m,+m,+m<p+q+r.

6. a) T:c6 PN la dudng trung binh trong ADEF (hinh 112) nén
PN - %EF (1)
Gin PN Ia dusng trung bigh treng AGIK nén PN = %KI 2)
Ti (1) va (2) suy ra EF = KI.
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Chung minh tuong tu ta cé :
HI = DE, HK = DF.
Vay ADEF = AHIK (c.c.c). K
b) Tiu cau a ta cé Kl // EF

nén K1 = F1 (sole trong),

ma Gi =G (d6i dinh)

suy ra KG = GF.

Do d6 AKSG = AGMF (g.c.g)
nén KS = MF.

Tit KI = EF, MF = %EF KS = MF, suy ra KS = %KI.

Nhu vay S la trung diém cia KI hay HS la trung tuyén cu: AHIK.
Chiung minh tuong tu, ta c6 IR va KT la hai trung tuyén conrlai cua
AHIK. Vay G cing la trong tam cua AHIK.

e Loi binh : Tuong tu ta cé bai toan sau :

"Cho goc xPy. Trén tia Px lay ba doan PL = LM = MN. Trén tic Py lay
ba doan PR = PQ = RS (Q ndm trén tia doi cia tia Py). Chimg minh
rdng ba duong thing QL, MS va NR cung di qua mét diem.”

That vay, tu dé bai ta suy ra diém L la
trong tam cua AQNR (hinh 113), do dé QL
cat NR tai O trung diém cua NR.

Trong APMS, LR la dudng trung binh nén
LR // MS. Trong ALNR, MO la dudng trung
binh nén MO / LR. Suy ra ba diém S, O, M
thang hang. tic la SM qua giao diém O cua
QL va RN.

Vay ba duong thing QL, MS va NR cung di
qua moét diém.

Ta c6 G la trong tdm cua APQD va ciing la giao diém ba

dudng trung truc cua APQR (hinh 114). Ba tam gidc Q
GQP, GQR va GPR la nhing tam gidc cian (vi G la giao :
ba dudng trung truc cuia APQR nén GP = GQ = GR).

DPé cho gon ta dat G?Q = x thi ta cang ¢é :
GPD = GPQ = GQP = GQR = GRQ = x.
Tir d6 PQR = 2x va RPQ = 2DPQ = 4x.



Vi tong cac goc trong APQR bang 180", tuc la
P +Q+ R =180° hay 4x + 2x + 4x = 10x = 180°, suy ra x = 18".

~

Vay P=R =18°4.=72" va Q =182 = 36".

Loi binh : Xét thém bai toan tuong tu vé tinh cdc goc cua mot tam giac :
"Cho APQR. O mién ngoai tam gidc vé hai tam gidgc déu SPQ va TPR, cd
ba tam giac nay khong co diem chung ¢ trong. Tinh cdc goc cua AMHT,
trong do H la truc tam cua ASPQ va M la trung diém canh QR."

Ta co cach giai sau (hinh 115).

Kéo dai HM mat doan MK = MH.
Xét hai tam giac QMH va RMK
bang nhau (c.g.c) ta c6 QH = RK va
HQM = KRM.

Trong ASPQ déu, H la truc tam’

cung la trong tam, la giao ba trung
true, do d6 HQ = HP

R
va HQP = HPQ = 30°. —_—
Suy ra HPT = 90° + Qﬁ

Lai c6 KRT = 360° - Ry - Rz - Ry = 360° - Q- R - 30° - 60°
hay KRT = 270° - (180° - P) = 90° + QPR.  Thanh thi HPT = KRT.
Xét AHPT = AKRT (c.g.c) taco : HT = HK va PTH = RTK,
do dé6 HTK = 60°. '
Vay ATHK la tam gidc déu nén ATMH vuéng tai M, thanh thi :
MHT = 60", MTH = 30°.
Vay AMHT la nua tam gidc déu ¢6 ba géc : M =90°, H =60°, T =30°.
Goi ba duong thé’iﬁg a, b, ¢ cung di qua O (hinh 116).

Gia st M la diém ndm trén dudng théng a.
Néu tam gidc ¢6 mot dinh la M va cac dudng
cao nam_trén a, b, ¢ thi cac canh MN va MP
phai tuong ung vudéng goc véi ¢ va b. Vi tri cac
dinh N va P cua tam gidc duge xdc dinh trén
cac duong thang b va c.

‘Néu b L ¢ thi cdc duong thiang qua M va vuéng P /)\
goc vol b va ¢ sé song song véi cdc dudng -

thang tuong ung c va b. Khi dé khéng tén tai tam gidc.

M
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e Loi binh : Xét thém cau hoi sau

"Chuing minh rang ton tai mét tam gidc ¢c6 mét dinh la M va cce irung
tuyén nam trén cdic duong thang da cho.”

That vay, dung OM' = %OM (hinh 117), v6i M' la trung diém tua NP.

Kéo dai MM’ mét doan M'S = M'O ta thay rdng SN // ¢, SP // b nén cac
diem N va P ndm trén cac dudng
thing qua S va song song vdi c va b. .,

Khi dé O la giao diém céc trung tuyén

trong AMNP (vi M'O = éMM )

- : .
Do dé6 cac.doan thang ON va OP thuodc b
céac trung tuyén cua AMNP. P ' H117

Do BC = 2AB nén AABC la nua tam gidce déu, do d6 C = 30° va B = 60°
(hinh 118).

Suy ra ABD = 20° va ACE = 10°.
AGHC can vi CG = CF (do BC la trung truc cia FG)
va CF = CH (do AC la trung truc cia FH),

ma C; + Cz = C = 30° nén HCG = 60°.
Suy ra AGHC déu va GHC = 60° (1)
Mat khace, ADB = 90° — 20° = 70°

nén ADH = 70°.
T d6 HDC = 110° va DCH = 10°. .
Vay CHD = 180° - (110" + 10°) = 60° (2) 5‘:(;
Tit (1) va (2) suy ra ba diém H, D, G théng hang.

Léi binh : Xét thém bai todn vé dudng trung truc sau :

"Cho AABC nhon c¢6 duong cao AH. Ldy cdc diém E va F sao clo AB la
trung truc cia HE, AC la trung
truc cia HF. Né6i EF cdt AB ¢ P
va AC ¢ Q. Chung munh PC /| EH
va @B // FH."

That vay, ta ¢6 AQHF can wvi
Q, = Q, (hinh 119). Do dé AC la

phan giac ngoai cua AHPQ. Suy ra
AH 1a phan giac trong cua \HPQ




10.

(AH di qua giao diém hai phan giac ngoai cua AHPQ). Suy ra BC la
phan gidc ngoai cua tam AHPQ (vi. BC L AH), ma BC lai cidt AC tai C,
do do PC la phan giac trong cua AHPQ (vi qua giao diém cua BC va AC).

Vi phan giac trong vuong goéc vl phan giac ngoai cua mot gdéc nén
PC 1 AB, suy ra CP // EH.

Tuong tu ta co BQ L AC, suy ra BQ // FH.

(Hinh 120). A

a) Puong cao AH trong tam giac can ABC H.120
cung la trung tuyén nén HB = HC. -
Trong ABKC ta ¢6 IK = IB (vi IE // BH
nén IF la duong trung binh trong tam I
gidc) hay I la trung diém cua BK. »

b) Trong AKBH ta da c¢6 IK = 1B, KF = FH B H C

(gt) nén IF // BH (tinh chat duong trung binh cua tam gidc) hay IE
// BH, ma AH 1 BH. Suy ra AH | IE.

¢) Trong AAIH hai dudng cao IE va HK da cdt nhau tai F thi AF phai
l1a dudng cao thi ba (vi ba duong cao dong quy), vay AF 1 TH.

Ta cé [H // CK, AF | IH, suy ra AF | CK.
Loi binh : Xét thém bai toan tuong tu vé ba dudng cao déng quy :

"Cho ADEF va ba trung truc cua ba canh DE, DF, EF theo thu tu tai
cac trung diem G, H, I. Trén cdc trung truc dé vé phia ngoai tam gidc

. , DE DF
theo thi tu lay cde diéem K, L, M sao cho KG = -5 LH = === va

EF .
T = = Chiung minh :

a) Hat tam giac KGH va HIM bdng nhau, suy ra KH bdng va vuéng
goc vot HM.

b) Hai tam giac KHF va MHL bdng nhau, suy ra KF bdng j;: vuong
goc vot LM. .

¢) Ba duong cao cia AKLM dong quy”.

Trudgce hét ta vé hinh (hinh 121). '

Cach giai nhu sau :

a) Xét hai tam gidc KGH va HIM, truéc hét ta ching minh chung cé

—

That vay, vi GH // EF nén G = 1:3,
suy ra KGH = 90° + G =90°+E (1)
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~Tir ba ddng thic trén ta c6 :

Do hai tam gidc nay biing nhau nén

b)

c)

-~

ViIH /DE nén I =E, suy ra HIM =90° +E (2)
Tu (1) va (2) ta co ngay KGH = HIM. Lai co :

GH = —;—EF i 15 GH = M

KG = %DE, suy ra IH = KG.

AKGH = AHIM (c.g.c),
do d6 KH = HM.

KHG = HMI
va do GH // EF nén GHM = HIF (so le trong).

M

iyl

Xét tam gidac HIM c¢6 MIF = 90°,nén téng cdc goéc con lai bing 90",
suy ra KITM =90°, tue la KH L HM.
Vay KH bing va vudng géc véi HM.
Xét hai tam gidac KHF va MHL cé6 : |
KHF = MHL (vi MHL = 90° + H; va KHF = 90° + Hy),
KH = HM (cau a)

v FH = 8L (kg -;-DF)

nén ching bang nhau (c.g.c). Suy ra KF = LM.

Laic6 F1 =L va P; =Py, ma L; + P; =90° nén P2 + F1 = 90° hay
PQF = 90°. Vay QF L LM hay KF L LM.
Ching minh tuong tu ta sé duge : DM 1 KL va EL L KM.

Theo trén, trong AKLM ta cé ba dudng cao l1a MD, KF va LE nén
ching déng quy.

Néu mdt con rudi ddu ¢ dinh A thi trong tdm "tam gidc rudi" nam

DE 2
trong AADE (hinh 122) trong d6 — = —.
£ *% BC 3 A |
N - " e [1 122
Vi mét con ruodi bd qua tat ca cdc dinh P L
nén trong tam cua "tam gidc rudi”
phai thudc vé ba tam giac ADE, BFG, D E

CKL. Ba tam giac nay chi ¢6 mét giao / /\ \
diem duy nhat la trong tam cua tam & 3

giac da cho..



e Loi binh : Xét thém bai toan nira vé trong tam :

"Cho G la maot diem nam trong AABC sao cho dién tich ba tam giac
ABG, BCG va CAG bang nhau. Chiing minh rang G la trong tam cia

IABC.”
A

d.

That vay. qua G ke duong thang d / AB
(hinh 123). Theo bai ra dien tich ANABG

bang —1~ dién tich AABC. Do dé6 duong cao

L3

. 5 1
ha tr G xuong AB bang 3 dudng cao ha tu

C xuong AB. < H.123
Vi d / AB va di qua G nén moi doan thang néi dinh C véi mot diém
cua canh AB (trong do c6 trung tuyén ke ti C téi AB) duce d chia
thanh hai doan ¢6 ti s6 2 : 1 (ké tu dinh C). Vay d di qua trong tam
cua AABC.
Duong thang e qua G va song song véi BC cing qua trong tam AABC.
Do d va e khong trung nhau nén ching chi ¢6 diém chung la G. Do dé
G trung vai trong tam AABC.

. Dat o = 20", B = 25", y = 15" (hinh 124).
Thé thi «, B,y <30°vau +p +y = 60"

KAM = 60° - MAC - KAB = «.

Tuong tu ta c6 LBM = B, KCL = Y.

Gia su AM va CL cdt nhau tai N, BN
va AC cdt nhau tai P, CL va AB cit
nhau tai Q. Vi AB = BC va AN = NC
(hoac NAC = NCA = f) nén BP la phan
gidc cua ANC va LMN.
Lay diém B' nam trong géc LMN va ¢ ngoai ALMN cach déu ba duong
thang LN, LM va MN. Diém nay nim trén dudng thing NB va cac
phan giac ngoai cua cdc géc L va M cua ALMN, do dé :
180° -NLM 180° - NML

2

LB'M = 180° - BLM - B'ML = 180° -

NLM + NML 180° -LNM NAC + NCA

=B = LBM.
2 2 2

Vay B = B'va BLM = BLQ = 180° - CQB - ABL
= ABC + BCQ - ABL = 60" +a+PB+y= 60" + Q.
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Vi BLC =180° - LBC - LCB = 180" - (o + B) — (a + ) = 120° - «
nén MLC = BLC - BLM =120° - o - (60° + a) = 60° - 20
(nh¢ rang a < 30°).
Ching minh tuong tu duge : KLM = 38 = 75°; KML = 3y = 30°.
Nhu thé : KLM = BLC - KLB - MLC
=(120° - a) - (60" - 2a) - (60° - 2a) = 3q,
tic la KLM = 3a = 60°.
Loi binh : Sau day la bai todn tuong tu vé tinh géc :
"Cho AABC véi AB = BC va ABC = 80°. Lday mét diém I trong tam
gidc dy sao cho IAC = 10° va ICA = 30°. Tinh géc AIB.”
Cach giai nhu sau (hinh 125) :
Phan gidc cia géc BAI cit CI tai K, K nam trén phan gidc géc ABC.
That vay ABC = 80° (gt)

nén BKC = BCA = }§9—2——§9—— = 50".

B

Suyra KAI= éB‘E\I = 40% 1. 2. 20°,

dodé KAC =20°+ 10° = 30°.

Mat khédc KCA = 30° (gt) nén AAKC can. Hai tam giac can ABC va
AKC c6 day AC chung nén diém K phai ndm trén phan giac BH cua
AABC, vi néu khéng thi tir H trén AC ta ké dugc hai duong HB va HK
cung vuong goc véit AC (vo 1i !). Mat khac AIK = 40° (gbc ngoai cua AAIC).
Xét hai tam giac AKB va AKI c6 :

AK chung, BAK = KAI = 20° va BKA = AKI = 120°
nén chung bing nhau (g.c.g).
Suy ra AB = Al, tuc la ABAI can.

e s L (o] i (¢}
Vi BAI = 20° + 20° = 40° nén AIB = ABI = -1§9-—2-i*—0— - 70°.

“ Ta con co cach gidi khac :

Vé AADC déu c6 canh AC sao cho B va D ¢ cung phia déi véi dudng
thdng AC (hinh 126). Ta ¢6 : DAC = ACD = CDA = 60°.

Xét hai tam giac ADC va ABC c6 AC chung nén cdc dinh nim trén
trung truc cua AC do AABD = ACBD (c.c.c).



13.

14.

Suy ra D; - Dy = 30° va DB vua la phan giac, vira
la duong cao. D

Theo bai ra BAC = 50° nén BAD = 60" — 50° = 10",
['a lai c6 AABD = AAIC

(vi AD = AC, ADB = ACI = 30°, DAB = IAC = 10°),
suy ra AB = Al

Trong AABI céigéc idinh A bang 40" nén A H.126

cac goc ¢ day AIB = ABI = 70°.

a) Phan tich : Gia si AABC da dung dugce (hinh 127). Ta thay ngay cé
thé dung ducc tam gidc vuong AHD biét canh huyén AD = p, va
mot canh géc vuong AH = h. Hai diém B va C nam trén HD kéo dai
vé hai phia va nam trén hai canh khong chung cua hai géc bang

%A ké nhau ¢6 canh chung la p.

b) Cdach dung : Dung tam giac vuong AHD
trong dé6 AD = p, AH = h. Dung DA la
mdot canh va A la dinh, dung vé hai phia

cua AD hai goc bang %A Kéo dai HD vé

hai phia cdt hai canh khong chung trén
tai B va C. B
Tam giac ABC la tam giac phai dung.
Lot binh : Tuong tu : "Dung AABC biét : canh AC = b, duong cao AH = h
va phan giac AD =p.”
R6 rang tam giac vuéng AHC c6 thé dung A
dugc ngay trong d6 AC = b, AH = h (hinh
128). Dung A lam tam, vach mét cung tron
ban kinh p ciat HC tai D. Dung A lam dinh
va AD lam mot canh dung mot goc ké va
bang géc CAD, canh khong chung cat CH
kéo dai tai B. B HD C
Tam gidc ABC la tam gidc phai dung.
a) Phan tich : Gia sit AABC da dung dugc (hinh 129).

Ta c6 P la trong tam nén BP = %m. CP= —gn.

H.128

Tu do ta ¢é cach dung sau.

b) Cdach dung : Dung APBC biét ba canh B C



1
BC = a, BP = %m, CP = gn. Tren BP kéo dai dat doan PM = —m,

trén CP kéo dai dat doan PN = %n. Noi BN va CM roi kéo dai cho

ching gap nhau tai A.
Tam giac ABC la tam gidc phai dung.
¢) Chiung minh : Trong AABC giao diém P cia cac doan thing BM. CN

2 1 . 5. 4o
tuong ung cach B va C la 5 cach M va N la 3 cua mo1 dudng, nén

BM va CN chinh la hai trung tuyén phat xuat tr B va C.

Ngoai ra, BM = BP + PM = «S—m + %m = m,

CN =CP + PN = —%n+ln=n,
3 3

con doan BC = a do ta dung.
d) Bién ludn : Muon dung duge AABC thi phdi dung duge APEC. Ma
~muén c¢6 APBC thi phai ¢6 :

€

—m-—nf<a<—m+—n,
3 3 3 3

2 2 i dn 2
hay —S—lm—u] <a <§(m+ n), ticla Im-nl < §a< m + .

Loi binh : Tuong tu : "Dung tam gidc ABC biét : trung tuyén AM = m,
trung tuyén BN = n va duong cao AH = N."

Trude hét ta dung tam gidc vuong AHM
trong dé6 AH = h, AM = m (hinh 130).

i, B g ¢ sl
Lay diém P trén AM ma PM = % m.

Dung P lam tam vach mdt cung tron ban

kinh bang gm cit MH kéo dai tai B. Trén

HM kéo dai dat MC = MB.
Tam gidec ABC la tam gidc phai dung.



GIAI PAD CAC CAU : "PO BAN CIAL DUCC”

§l. 1. Khu vui choi giai tri ngoai trai (hinh 131).

Ra
H.131
2. Tham quan khu trién lam (hinh 132).
Vao
il —
H.132
2. 1. Biéu thi so 65536 :
: N,
65536 = 2%
+2 3- - 234567890
2. a) }w——z—: i——1—; 2 - 1" b) (123456789)" hoac i .
3 2 1234567890
§3. 1. Bon vong vanh khuyén (hinh 133).
2. Ve hinh chi bing mot nét (hinh 134).
.{...,
AL
- L Y L Y } +
"\
>
H.134
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§4.

§5.

§6.

§7.

§8.

17

Dung dau cac phép tinh va diu ngoic, ta lan lugt c6 :

a) (1.23+4):5=2 b) (1+2)3+4-5-6=2

c) 123+4+5-6-7=2 d(1+23):4+5+6-7-8=2
1. Chi qua méi 6 mot lan (hinh 135).

2. Bong hoa canh kép (hinh 136).

D
“ » 2.
v H ]
s et .
, .
-
1

..........

BiuelEa i S
MBMENE -

1. Biéu thi s6 : 1000 :

a) 999222 (= 1000) b) 333.3 + S
999 3

¢) 5.5.5.5 + 5.5.5 + 5.5.5 + 5.5.5
d) 90.54:2+ 87 + 16 - 3 hoac 9043 -86-75+ 2 + 1.
2. Biéu thi s6 100 :

a) 111 - 11 (= 100) b) 33.3 + g
¢) 56,56 - 5.5 hoac (5+5+ 5+ 5).5.
1. Ngbi sao sau carth (hinh 137).
2. Chum nho cung véi 14 (hinh 138).
N
1 A
B
H.137 H.138

1. O 9 chir s6 nay c6 3 diéu la sau :

a) khéng cé chir s6 0.



b) s6 ¢6 ba chit s6 ¢ dong cudi (459) bang téng cdc s c¢6 ba chit s6 ¢
hai dong dau (459 = 176 + 283).

¢) mbi chir s6 chi gap mot lan.

2. Tu hinh vuéng vdi hai duong chéo c6 duge cdc chit s6 sau :

2 <Y > K/ XY

§9. 1. Ve 16i di mét chiéu (hinh 139).

Vao

H.139

L 1

| R D
H.140

w

§10. 1. Dung cdc dau + va — Xen vao gita cdc chir s6 :
a) 123 — 45 — 67 + 89 = 100 (3 dau)
12-3-4+5-6+7+89=100 (6 ddu)
b) 98 — 76 + 54 + 3 + 21 = 100 (4 dau)
9+8+T6+5+4-3+2-1=100(7dau).
2. Ngoai nam 1973 con ¢6 cdc nam sau day la s6 nguyén té :

1979; 1987; 1993; 1997 va 1999.
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