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A . PHƯƠNG PHÁP GIẢI MỘT SỐ DẠNG TOÁN THƯỜNG GẶP
1. Chứng minh hai đoạn thẳng bằng nhau
1.1. Chứng minh hai đoạn thẳng đó có độ dài bằng nhau.
1.2. Chứng minh hai đoạn thẳng cùng bằng một đoạn thẳng thứ ba.
1.3. Chứng minh qua tính chất trung điểm của đoạn thẳng.
1.4. 
Chứng minh qua tính chất .





















2. Các cách chứng minh hai góc bằng nhau
2.1. Chứng minh hai góc có số đo bằng nhau
2.2. Chứng minh hai góc cùng bằng, cùng bù, cùng phụ với một góc thứ ba.
2.3. Chứng minh qua tính chất tia phân giác của một góc




3. Các cách chứng minh hai đường thẳng vuông góc
3.1 Chứng minh góc tạo bởi hai đường thẳng đó bằng 900
3.2. Chứng minh là góc của một tam giác vuông.



4. Các cách chứng minh hai tam giác đồng dạng
+ Sử dụng các trường hợp đồng dạng của tam giác, tam giác vuông.

5. Các cách chứng minh đẳng thức giữa các tỉ số, các tích hai đoạn thẳng
+ Tam giác đồng dạng.
+ Định lý Ta-lét.
+ Hệ thức lượng trong tam giác vuông.
+ Tính chất đường phân giác trong tam giác.
+ Bài toán về diện tích tam giác nhưng có đáy hoặc chiều cao chung hoặc bằng nhau và ngược lại …
+ Tỉ số lượng giác của góc nhọn và tỷ số lượng giác của các góc đặc biệt.
+ Tính chất đường trung bình của tam giác, hình thang, tính chất trọng tâm của tam giác.
+ Chú ý một số công thức biến đổi đơn giản của tỷ lệ thức. 

6. Chứng minh hai đường thẳng song song
+ Dùng phương pháp phản chứng để chứng minh hai đường thẳng không có điểm chung.
+ Chứng minh hai góc ở vị trí sole trong hoặc đồng vị bằng nhau; trong cùng phía bù nhau.
+ Dùng quan hệ từ vuông góc đến song song.
+ Chứng minh hai đoạn thẳng là hai cạnh đối của một hình bình hành; hình chữ nhật; hình thoi; hình vuông.
+ Sử dụng định lý Ta-lét đảo. 
+ Sử dụng định lý về đường trung bình của tam giác, hình thang.

7. Các cách chứng minh đường thẳng là tiếp tuyến của một đường tròn (đường tròn và đường thẳng tiếp xúc nhau)
- Chứng minh đường thẳng đó vuông góc với một bán kính tại một điểm nằm trên đường tròn (trong trường hợp đã xác định được giao điểm của đường thẳng và đường tròn).
- Kẻ đoạn thẳng vuông góc từ tâm đến đường thẳng rồi chứng minh đoạn thẳng đó bằng bán kính (trong trường hợp chưa xác định được giao điểm của đường thẳng và đường tròn).
- Dùng tia trùng và sử dụng định lý đảo của định lý tính chất góc tạo bởi một tia tiếp tuyến và môt dây cung trong một đường tròn.

8. Các cách chứng minh tứ giác nội tiếp (hoặc chứng minh các điểm thuộc một đường tròn)
+ Chứng minh bốn điểm cách đều một điểm.
+ Chứng minh tứ giác có tổng hai góc đối bằng nhau.
+ Chứng minh tứ giác có góc ngoài tại một đỉnh bằng góc trong của đỉnh đối diện.
+ Chứng minh tứ giác có hai đỉnh tương ứng nhìn cạnh chứa hai đỉnh còn lại dưới hai góc bằng nhau.
+ Chú ý định lý đảo về phương tích của đường tròn để phát hiện tứ giác nội tiếp.
+ Chú ý đôi khi để chứng minh tứ giác nội tiếp chúng ta còn chứng minh qua 5 hoặc 6 điểm cùng nằm trên một đường tròn.

9. Các cách chứng minh các điểm thẳng hàng
+ Chứng minh góc tạo bởi ba điểm là góc bẹt
+ Sử dụng tiên đề Ơ-clit.
+ Sử dụng tính duy nhất của một số đường: Đường thẳng đi qua một điểm vuông góc với đường thẳng đã cho; tia phân giác của một góc; đường trung trực của một đoạn thẳng; tia nằm trên nửa mặt phẳng tạo với bờ một góc có số đo không đổi…
+ Sử dụng tính chất đồng quy của các đường trong tam giác.

10. Các cách chứng minh ba đường đồng quy
+ Chứng minh một đường thẳng đi qua giao điểm của hai đường thẳng kia, đưa về bài toán chứng minh ba điểm thẳng hàng.
+ Sử dụng tính chất đồng quy của các đường trong tam giác: trung tuyến, đường cao, đường phân giác, đường trung trực.

11. Các cách chứng minh một hình đi qua điểm cố định
Đối với bài toán chứng minh hình (H) đi qua điểm cố định ta có thể chia thành các mức độ như sau:
Mức độ 1: Chứng minh hình (H) đi qua một điểm cố định được chỉ trước:
Với bài toán này ta quy về việc chứng minh điểm thẳng hàng (nếu như hình là đường thẳng) hoặc chứng minh các điểm cùng thuộc đường tròn (nếu hình là đường cong).
Mức độ 2: Điểm cố định có được bằng giao điểm của hình (H) với các yếu tố cố định có trong hình. Khi đó muốn chỉ ra điểm cố định thông thường ta chứng minh điểm thuộc một đường thẳng cố định và cách các điểm cố định một khoảng không đổi bằng cách sử dụng các hệ thức trong tam giác và trong đường tròn, tam giác bằng nhau, đồng dạng …
Mức độ 3: Điểm cố định phải dự đoán
Với mức độ này ta thường phải vẽ thêm các hình ở các vị trí khác nhau, khi đó điểm cố định chính là giao điểm của các hình (H) trong từng vị trí đó.
Cần xác định rõ các thao tác tư duy như sau:
+ Xác định các điểm cố định, các độ dài cố định có trong hình vẽ (đôi khi điểm cố định có thể là các điểm liên quan đến các điểm cố định có trong bài nhưng chưa gọi ra như trung điểm, điểm chính giữa cung …).
+ Dự đoán được điểm cố định, chứng minh bằng các quan hệ song song, vuông góc, bằng nhau bằng cách sử dụng các hệ thức trong tam giác và trong đường tròn, chứng minh nội tiếp …
Đối với giáo viên khi dạy điểm cố định thì cách tốt nhất  hỗ trợ là sử dụng phần mềm vẽ hình Sketchpad, khi đó có thể dễ dàng tìm được điểm cố định.

12. Các bài toán có nội dung tính toán: ta thường sử dụng các kiến thức
+ Tam giác đồng dạng.
+ Định lý Ta-lét.
+ Hệ thức lượng trong tam giác vuông.
+ Tính chất đường phân giác trong tam giác.
+ Bài toán về  diện tích tam giác nhưng có đáy hoặc chiều cao bằng nhau và ngược lại…
+ Chú ý một số công thức biến đổi đơn giản của đại số . 
+ Định lý Pitago.
+ Tỷ số lượng giác của góc nhọn và tỷ số lượng giác của các góc đặc biệt. 
+ Công thức tính chu vi, diện tích của một số hình đặc biệt.

13. Các bài toán bất đẳng thức, cực trị của hình học: ta thường sử dụng các kiến thức
+ Tính chất góc ngoài của tam giác.
+ Định lý quan hệ giữa cạnh và góc đối diện trong một tam giác, đường vuông góc và đường xiên, đường xiên và hình chiếu …
+ Bất đẳng thức tam giác.
+ Định lý về quan hệ giữa đường kính và dây cung trong đường tròn.
+ Quan hệ giữa dây cung và khoảng cách từ tâm đến dây.
+ Một số bất đẳng thức đơn giản của đại số.
14. Chứng minh một điểm chạy trên một đường cố định
+ Bước 1: Dự đoán bằng phương pháp đặc biệt hóa, tổng quát hóa.
+ Bước 2: Chứng minh hình dự đoán cố định.



B. CÁC CHÙM BÀI TẬP THƯỜNG GẶP

1. Chùm bài tập xuất phát từ ba đường cao của một tam giác:

Bài 1. Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp đường tròn (O, R) cố định. Kẻ các đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại H. BE, CF cắt (O) tại điểm thứ hai lần lượt là M và N. Gọi I là trung điểm của BC. Kẻ đường kính AK của (O).
1) Chứng minh các tứ giác:  BFEC, AFHE, ... nội tiếp.
2) 
2.1.  Chứng minh tứ giác BHCK là hình bình hành.
2.2. Chứng minh DC. DB = DH. DA.
2.3.  Chứng minh AF. AB = AE. AC.
2.4. Chứng minh H và N đối xứng nhau qua AB.
2.5. Chứng minh EF // MN.
2.6. Chứng minh AB. AC = 2R.AD.
3) 

3.1. Chứng minh EF = BC.cos .
3.2. Chứng minh BH.BE + CH.CF = BC2.

3.3. Chứng minh BH.BE + CH.CF + AH.AD =  (AB2 + BC2 + AC2).

3.4. Chứng minh AO EF.

3.5. Gọi P và Q lần lượt là hình chiếu của D trên BH và CH. Chứng minh PQ EF.


3.6. Giả sử . Tính diện tích 
3.7. Chứng minh H là tâm đường tròn nội tiếp tam giác EFD.
3.8. Chứng minh IO là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác HEF.

3.9. Tính tỉ số  .
3.10. Qua A kẻ đường thẳng xy song song với EF. Chứng minh xy là tiếp tuyến của (O; R).
3.11. Gọi P là điểm đối xứng với K qua B. Chứng minh P thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác AHB.
3.12. Gọi P, Q lần lượt là điểm đối xứng với  K qua B và C. Chứng minh H là trung điểm của PQ.
3.13. Chứng minh FEID là tứ giác nội tiếp.
4) 
Cho B, C cố định, điểm A chuyển động trên cung lớn BC sao cho tam giác ABC nhọn. 
4.1.  Chứng minh EF có độ dài không đổi.
4.2.  Chứng minh AH có độ dài không đổi. (Có thể hỏi cách khác: Chứng minh đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF, tam giác HEF có bán kính hoặc chu vi không đổi).
4.3.  Chứng minh H chuyển động trên cung tròn cố định.
4.4.  Tìm vị trí của điểm A để tứ giác AFHE có diện tích lớn nhất.

4.5.  Giả sử  Tìm vị trí của điểm A để tam giác AEH có diện tích lớn nhất.
4.6. Tìm vị trí của điểm A để tam giác HBC có diện tích lớn nhất.
4.7. Tìm vị trí của A để AB + AC đạt giá trị lớn nhất. 
4.8. Xác định vị trí của điểm A trên cung lớn BC để chu vi tam giác DEF có giá trị lớn nhất.  
4.9. Chứng minh [image: ].
4.10.  AI cắt OH tại G . Khi A di chuyển trên cung lớn BC thì G chuyển động trên đường nào?


	Hướng dẫn:
3. 


3.1. 	Chứng minh [image: ]AFE [image: ]ACB  FE = BC.[image: ] = BC. cos .
3.2. 	Chứng minh BH. BE = BD. BC; CH. CF = CD. CB

       	BH. BE + CH. CF = BC. BD + BC. CD = BC2. (1)
3.3. 	Chứng minh tương tự 3.2 ta có:
       	CH. CF + AH. AD = AC2 (2)
       	AH. AD + BH. BE = AB2 (3)
       	Cộng vế với vế của (1); (2); (3) ta được điều cần chứng minh.
[bookmark: _GoBack]3.4.  

       	Theo 2.5 có  EF // MN.
	[image: ]








       	Chứng minh   A là điểm chính giữa của cung MNAO  MNAO  EF.
3.5. 

       	Chứng minh tứ giác HPDQ là tứ giác nội tiếp .





       	Chứng minh ;   MN // QP.



       	Mà AO  MNAO PQ.



3.6. 	   = 50 cm2.
	3.7.


       	Tứ giác BFHD nội tiếp .


       	Tứ giác HDCE nội tiếp  .

       	Mà .


       	 DA là tia phân giác của  .

       	Chứng minh tương tự được FC là phân giác của  .

       	H là giao điểm 2 đường phân giác của tam giác DEF hay H là 	tâm 
       	đường tròn ngoại tiếp tam giác DEF.


3.8. 	Chứng minh AH là đường kính của đường tròn ngoại tiếp tam giác 	HEF. Gọi O’ là trung điểm của AH. Chứng minh IF  FO’ IF 	là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác HEF.
	[image: ]

	3.9. 
	Chứng minh I là trung điểm của HK.

	Chứng minh IO là đường trung bình của tam giác AHK 	 .


3.10. 	Vì xy // EF, mà AO  EF nên xy AO tại A

	 xy là tiếp tuyến của (O;R)

	[image: ]



	

[image: ]3.11. 	Chứng minh tứ giác PHCB là hình bình hành 





	 PH // BC PH  AH  .



	KB AB   

	 Tứ giác AHBP là tứ giác nội tiếp 

	 Điểm P thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác 	AHB.
3.12. 	Tứ giác PHCB là hình bình hành nên PH = BC và 	PH // BC.
	Tứ giác HQCB là hình bình hành nên HQ = BC và 	HQ // BC.

	HP = HQ và P, H, Q thẳng hàng. 

	H là trung điểm của PQ.
4) 


4.1. 	Vì B, C cố định nên  không đổi. Mà EF = BC.cos  nên EF không đổi.
4.2. 	AH = 2OI, mà BC cố định nên I cố định, suy ra OI không đổi hay AH không đổi.

4.3. 	Vì B, C cố định nên trung điểm I của BC cố định  OI không đổi.
	AH = 2OM (theo 3.9) suy ra AH không đổi.4.3.  


	Cách 1: Vì BC cố định nên  không đổi.  Chứng minh  không đổi


	 Điểm H chuyển động trên cung chứa góc  dựng trên đoạn BC cố định.   
	Cách 2: BC cố định nên trung điểm I của BC cố định. Gọi O’là điểm đối xứng với O qua M 

	 O’ cố định. Chứng minh được tứ giác HOKO’ là hình bình hành nên O’H = OK = R.
	Vậy điểm H nằm trên cung tròn tâm O’ cố định , bán kính R không đổi.



	4.4	Gọi E’, F’ lần lượt là hình chiếu của E và F trên AH. 
	Q là giao điểm của AH và EF.

	


	Ta có: FF’  FQ, EE’ EQ. 

	 không đổi. 

	Dấu “=” xảy ra khi EF  AH hay A là điểm chính giữa 	cung lớn BC.
	[image: ]



4.5.   	SAEH max khi AE. EH max, mà AE. EH  AE2 + EH2 = AH2 = 4OI2 không đổi.

	Dấu “ =” xảy ra khi AE = EH hay  = 450.



4.6. 	 lớn nhất  HD lớn nhất, mà AH không đổi nên HD lớn nhất AD lớn nhất 

	 A là điểm chính giữa cung lớn BC.
	4.7. 	Gọi C’ là điểm đối xứng của C qua A, khi đó AB + AC = 	CC’.


	  không đổi.


	C’ thuộc cung chứa góc  dựng trên đoạn BC.





	AB + AC lớn nhất  CC’ lớn nhất CC’ là đường kính của 	đường tròn   BA = C’A = CA.
	Vậy A là điểm chính giữa cung BC lớn thì AB + AC lớn nhất.
	[image: ]



	4.8. 	Ta có (theo 3.4)
	Chứng minh tương tự ta có [image: ] 
	[image: ] 
	=[image: ]
	Vì R không đổi nên (FE + ED + DF) lớn nhất  [image: ] lớn nhất [image: ]AD lớn nhất (do BC không đổi) A là điểm chính giữa cung lớn BC.
	[image: ]



	4.9. 	Gọi P, Q lần lượt là trung điểm của AB, AC.

	Ta có 



	sinA = sin =   
	
	Tương tự 
	[image: ]




Tam giác OPQ có: PQ < OP + OQ  (1) 

Tương tự ta có (3).
Cộng vế với vế của (1), (2), (3) ta có điều phải chứng minh.

	4.10. 


	Chứng minh :  là trọng tâm 


	Kẻ  //  

	Chứng minh 


	Vì  cố định  I cố định 



	 cố định và không đổi.



	Suy ra  thuộc đường tròn cố định tâm  bán kính 
	[image: ]



Bài 2.  Cho tam giác  ABC nội tiếp (O; R). Gọi H là trực tâm của tam giác  ABC; E là điểm đối xứng của H qua BC; F là điểm đối xứng của H qua trung điểm I của BC.
1) Chứng minh tứ giác BHCF là hình bình hành.
2) E, F nằm trên đường tròn  (O).
3) Chứng minh tứ giác BCFE là hình thang cân.
4) Gọi G là giao điểm của AI và OH. Chứng minh G là trọng tâm của tam giác  ABC
5) 
Chứng minh SABC = .
	Hướng dẫn


5) 	Chứng minh    

	 

	 
	[image: ]



Bài 3. Cho (O; R) và dây cung BC cố định bằng  Một điểm A di chuyển trên cung lớn BC. (AB< AC) . Các đường cao BE, CF cắt nhau tại H. 
1) Chứng minh: Tứ giác AEHF và tứ giác BFEC nội tiếp.
2) Chứng minh: AE. AC = AF. AB.
3) Qua C kẻ đường thẳng song song với BE, cắt (O) tại I. Chứng minh tứ giác BHCI là hình bình hành.

4) Tính bán kính đường tròn ngoại tiếp  AEF theo R. 
5) Tìm vị trí của điểm A trên cung lớn BC để  tổng HA + HB + HC lớn nhất.
	Hướng dẫn:

4)	Chứng minh AH là đường kính đường tròn ngoại tiếp . 
	Gọi K là trung điểm của BC. Chứng minh AH = 2OK.

	Tính OK =  suy ra AH = R.

	Vậy bán kính của đường tròn ngoại tiếp  là R.
5)	Vì AH = R không đổi nên HA + HB + HC lớn nhất khi 
	HB + HC lớn nhất.


	Do BC =  nên chứng minh được .



	  .

	Gọi G là giao điểm của BH với (O). Chứng minh GHC đều 	(tam giác có hai góc bằng 600).
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 HC = HG HB + HC = HB + HG = BG.




HB + HC lớn nhất  BG lớn nhất BG là đường kính của (O)  A là điểm chính giữa của cung BC lớn.

Bài 4.  Cho đường tròn (O), dây NP cố định không đi qua tâm. M là một điểm chuyển động trên cung lớn NP sao cho tam giác MNP nhọn. Các đường cao NE, PF của tam giác MNP cắt nhau tại H (E, F lần lượt nằm trên MP, MN) và cắt đường tròn tại điểm thứ hai lần lượt tại A và B.
	a) Chứng minh: ME.MP= MF. MN.
	b) Chứng minh: góc AMP = góc EFP.
	c) Tiếp tuyến tại M của đường tròn cắt NE, PF lần lượt tại C và D. Chứng minh tứ giác CDNP nội tiếp.
[image: ]Hướng dẫn:
c) 	Chứng minh AB  CD ( cùng vuông góc với OM)
	từ đó chứng minh được . Kết luận tứ giác CDNP nội tiếp


Bài 5.	Cho ABC có ba góc nhọn nội tiếp (O; R). E là hình chiếu của B trên AC, đường thẳng qua E song song với tiếp tuyến Ax của (O) cắt AB ở F.
a)  Chứng minh tứ giác BFEC là tứ giác nội tiếp.

b) Lấy điểm D trên cạnh BC sao cho góc DFE nhận FC là tia phân giác trong, BE cắt CF tại H. Chứng minh H là trực tâm của ABC , từ đó suy ra ba điểm A, H, D thẳng hàng.

	c) Chứng minh rằng điểm H cách đều các cạnh của DEF

d) Tia DE cắt tiếp tuyến Ax tại K, giả sử ABC có BC cố định, A di chuyển trên cung lớn BC. Tìm vị trí của A để  đạt giá trị lớn nhất.





Hướng dẫn
a)	 
	Giả sử AH cắt BC tại D’ 
	
	 là phân giác của 
	 trùng với D.
[image: ]c) 	Chứng minh tương tự ta có EH là phân giác của góc FED là 	tâm đường tròn nội tiếp 
d) 	SKEF  = SAEF , SAEF max khi AH vuông góc EF hay AH trùng AO, A là điểm chính giữa của cung lớn BC





2. Chùm bài tập về hai tiếp tuyến và một cát tuyến kẻ từ một điểm đến một đường tròn
1) Khai thác bài toán xuất phát từ hai tiếp tuyến và một cát tuyến cùng đi qua một điểm của một đường tròn:
Bài toán: Cho đường tròn (O; R) . Qua điểm K nằm ngoài đường tròn vẽ hai tiếp tuyến KA, KB và cát tuyến KCD với đường tròn (A và B là các tiếp điểm, C nằm giữa K và D). H là trung điểm của CD.
	Câu 1. Chứng minh 5 điểm K, H, A, B, O cùng thuộc một đường tròn. 
1.1 Chứng minh tứ giác KBOA là tứ giác nội tiếp.
1.2 Chứng minh tứ giác KHOB là tứ giác nội tiếp.
1.3 Chứng minh tứ giác AHOB là tứ giác nôi tiếp.
1.4 Chứng minh góc AHK = góc KOB.
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	Câu 2. Gọi M là giao của AB và OK. Chứng minh KC.KD = KM.KO.
2.1 Chứng minh KA2 = KC. KD.
2.2 
Chứng minh MK. MO = AM2 
	(hoặc thay bằng chứng minh: MK. MO = )
2.3 Chứng minh OM . OK + KC . KD = KO2
2.4 
Chứng minh  .
2.5 Chứng minh góc ADB = góc AHK 
	(phát triển từ câu 1. 4).
2.6 
Gọi I là giao của đoạn KO với (O) . Chứng 	minh I là tâm 	đường tròn nội tiếp  KAB
	
[image: ]






	2.7 Kẻ đường kính AN của (O) . Gọi G là giao của CN và KO. 	Chứng minh KCGB là tứ giác nội tiếp.    
	[image: ]

	2.8 Kẻ đường kính AN của (O) . Gọi S là giao của DN và KO. 	Chứng minh tứ giác AMSD nội tiếp.   
	[image: ]

	2.9 Chứng minh góc ADC = góc MDB.
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	2.10 Gọi giao của OH và AB là T, chứng minh KMHT là tứ giác nội 	tiếp.
	[image: ]

	Câu 3. Chứng minh tứ giác OMCD là tứ giác nội tiếp.

	Hướng dẫn


	Từ  KC. KD = KM. KO ta chứng minh KDM  KOC

	  
 	 MODC là tứ giác nội tiếp
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	3.1 
Nếu cho cát tuyến KCD di động, chứng minh đường tròn ngoại tiếp  CMD luôn đi qua một điểm cố 	định.

	3.2 Khai thác câu 2.4 Chứng minh : AC. BD = BC . AD   

		Hướng dẫn:



	Chứng minhKAC KDA (g-g)  


	Chứng minh tương tự ta có  . Từ đó có 
	AC. BD = BC. AD
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	3.3 

Chứng minh AB chứa tia phân giác của góc CMD.( hoặc thay bằng câu: Gọi I là giao của AB và CD, 	chứng minh , hoặc chứng minh MI và MK là các đường phân giác trong và ngoài của 	MCD).Khai thác tiếp: Kẻ đường kính AN , S là giao của DN với KO . Chứng minh AS // CN

		Hướng dẫn:
	Tứ giác CMOD là tứ giác nội tiếp 
	 và 
	Mà  nên 
	Mà 
	
	Tứ giác AMSD nội tiếp (Câu 2.8)
	Mà (CMOD là tứ giác nội tiếp)
	Mà 
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	3.4 Khai thác câu 2.4 và 2.8 Chứng minh  AC. BD = CH . AB (hoặc thay bằng câu: 2AC. BD =  AC . CD)

		Hướng dẫn
	Tứ giác AKBH nội tiếp 
	Mà 
	Từ đó chứng minh  (g-g)
	
	Hay 
	Mà (câu 3.2) 
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	3.5 
Gọi E là giao của DM và đường tròn (O) . Chứng minh KDOE là tứ giác nội tiếp. Khai thác tiếp: Chứng 	minh KO là phân giác của góc DKE, hoặc chứng minh:     .

		Hướng dẫn:
	Chứng minh  và 
	 Từ đó chứng minh được KDOE là tứ 	giác nội tiếp.
	Do 
	 KO là tia phân giác của góc EKD.
	Áp dụng tính chất đường phân giác trong 

	[image: ]

	3.6 Qua  A vẽ dây AF đi qua H . Chứng minh BF // CD. Khai thác: Gọi P và Q lần lượt là giao của AC, AD 	với đường thẳng BF. Chứng minh 

		Hướng dẫn:
	Xét  có 
Xét đường tròn đi qua A, K, B, H có  nên .
Khai thác:
Sử dụng hệ quả định lí Ta lét chứng minh được

	
[image: ]

	3.7 Qua C vẽ dây CT đi qua M. Chứng minh DT // AB . ( Do DT// AB nên tứ giác ABTD là hình thang cân . 	Ta lại có OK là trục đối xứng của hình thang cân đó  nên MD = MT, góc OMD = góc OMT ) ( Hoặc thay 	bằng câu: Qua D vẽ dây DT // AB , chứng minh CT đi qua trung điểm của AB).  

	Hướng dẫn:
Chứng minh 
(Do 

ABTD là hình thang cân mà OK là trung trực của AB  OK là trung trực của TD 

	Hình vẽ
[image: ]

	3.8 Qua H kẻ đường thẳng song song với BD cắt AB tại I . Chứng minh CI // KB. ( hoặc thay bằng câu: Qua 	C kẻ đường thẳng song song với KB nó cắt AB và BD thứ tự tại I và Q, chứng minh IC = IQ)

	Hướng dẫn:
Có  mà 
là tứ giác nội tiếp.
 mà  (KBHA nội tiếp)

Kẻ  Ta cũng chứng minh được ACIH là tứ giác nội tiếp. Từ đó chứng minh được 
 mà 
	Hình vẽ:
[image: ]

	3.9 Khai thác từ câu 2.6:  Gọi I là giao của đoạn KO với (O). Chứng minh CI là phân giác của góc KCM.   

	Hướng dẫn:
Cách 1:





phân giác của 
Cách 2:
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	3.10 Khai thác câu 2.7:  Kẻ đường kính AN của (O) . Các dây NC , ND lần lượt cắt KO tại G và S . Chứng 	minh OG = OS ( hoặc thay bằng câu: Chứng minh AGNS là hình bình hành)  

	Hướng dẫn:
Cách 1: Chứng minh (câu 3.3) . 
Từ đó chứng minh 
Cách 2: Có 
Mà KCGB là tứ giác nội tiếp 
Mà CDNB là tứ giác nội tiếp 
Vậy  mà 

Cách 3: Qua C kẻ đường thẳng song song với KO cắt AN và DN lần lượt tại E và F. Chứng minh CAHE nội tiếp  mà . 
Sử dụng hệ quả Ta lét chứng minh được 
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	3.11 

Khai thác câu 2.10: Gọi giao của OH và AB là T. I là giao của AB và CD. Chứng minh HT và HI là các 	đường phân giác ngoài và trong của  HAB. ( hoặc thay bằng câu: Chứng minh  )    

		Hướng dẫn:
	Do K, A, H, B thuộc một đường tròn mà 
	 là tia phân giác của 	, mà  là tia phân giác của góc ngoài của 	tam giác HAB.
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	3.12 Gọi giao của OH và AB là T. Chứng minh tứ giác TOMC là tứ giác nội tiếp. Khai thác tiếp: Chứng minh 	TC, TD là hai tiếp tuyến của (O) hoặc chứng minh 5 điểm T,D,O,M,C cùng thuộc một đường tròn.Hoặc: 	Gọi T là giao của hai tiếp tuyến với (O) tại C và D chứng minh T,A,B thẳng hàng. 

		Hướng dẫn:
	Chứng minh  (câu 3.3)
	 TCMO là tứ giác nội tiếp.
	Chứng minh  (câu 3.3)
	 TMOD là tứ giác nội tiếp 
	 T, M, O, C, D thuộc một đường tròn
	
	 và TD là tiếp tuyến của (O).
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	3.13 Qua K kẻ cát tuyến thứ hai là KEF . Goi giao của DE và CF là P. Chứng minh A,P,B thẳng hàng.

	Hướng dẫn:




Vậy  ECMP là tứ giác nội tiếp.


 P, A, B thẳng hàng
	
[image: ]

	3.14 Qua K kẻ cát tuyến thứ hai là KEF. Gọi giao của CE và DF là Q. Chứng minh Q,A,B thẳng hàng

	Hướng dẫn:
Gọi giao của DE và CF là P. QP cắt (O) tại Y và S. Cần chứng minh 
Gọi T là giao của đường tròn (EPC) với QS.
 ECTB là tứ giác nt 
FPTD là tứ giác nội tiếp.
TOCD là tứ giác nội tiếp.
Chứng minh tương tự có ETOF là tứ giác nội tiếp.
Từ đó chứng minh được O, K, T thẳng hàng.



Chứng minh 
Chứng minh 
 
Chứng minh tương tự ta có 
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	3.15 



Kẻ AE  BD tại E. BF  CD tại F. Chứng minh  DEM ~ DAK . 

	Khai thác tiếp: Gọi I là giao của AB và CD; N là giao của EF và DM , chứng minh NI AB  

	Hướng dẫn:


Chứng minh được 
Cách 2: Chứng minh 

Khai thác: 


Mà 
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3.16 Chứng minh 2 tia phân giác của hai  và  cắt nhau tại một điểm trên cát tuyến KCD.
	Hướng dẫn:


Gọi I là giao của tia phân giác  với CD .Cần chứng minh BI là phân giác của 

Ta có  



Mà  ;   nên  
=> KAI cân tại K => KA = KI
=> KI = KB => KIB cân tại K



=>   mà  =>  
	              [image: ]


3.17 Kẻ dây DT // AB Chứng minh C,M,T thẳng hàng.

	Hướng dẫn:
Gọi giao của CT với AB là N
Cần chứng minh NA = NB.

Chứng minh BCN DCA =>  

Chứng minh tương tự có  

Mà  ( câu 3.2  )

Vậy  => BN= AN => N trùng M 
	     [image: ]


3.18 Gọi G là trọng tâm của ACD. Khi cát tuyến KCD thay đổi , K và (O) cố dịnh thì G chạy trên đường nào?
	Hướng dẫn:

Ta có 5 điểm A,B,K,H,O thuộc 1 đường tròn nên  không đổi.


Kẻ GF // BH =>  = =   không đổi

 => AF cố định
Vậy G chạy trên cung chứa góc  dựng trên đoạn AF
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3.19 Giả sử AD // KB. Gọi P là giao của AC và KB. Chứng minh  P là trung điểm của KB. Khai thác:  Gọi G là giao của AC và KO, chứng minh G là trọng tâm của ABK.
	Hướng dẫn:
Chứng minh KPC APK => KP2 = PC. PA
Chứng minh PCB PBA => PB2 = PC. PA
=> PB = PK
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Câu 4: Giáo viên có thể lấy các ý ở câu 3 nhưng bớt các câu hỏi trung gian đi, hoặc có thể chuyển thành bài toán tính toán, bài toán có yếu tố cố định và di động thì sẽ được câu hỏi khó hơn phù hợp với câu d ở bài hình thi vào 10














Bài 2. Cho đường tròn tâm  điểm  cố định ngoài , kẻ 2 tiếp tuyến  với  là tiếp điểm). Trên cung nhỏ  lấy điểm  Từ  kẻ tiếp tuyến với  cắt  lần lượt tại  và 

1. Chứng minh: Tứ giác  nội tiếp.



2. Chứng minh: chu vi  và độ lớn  không phụ thuộc vị trí điểm 




3. Gọi  là giao điểm của  và  với  Chứng minh ON, EK và FI đồng quy.


4. Giả sử . Tính tỉ số 







5. Đường thẳng qua  vuông góc với  cắt  tại  và  Tìm vị trí điểm  để  có giá trị nhỏ nhất. 
[image: ]Hướng dẫn:

1. 	Tứ giác AONE nội tiếp vì 


2. 	Chu vi 	

 không đổi.


độ lớn  không đổi.
3. 


Chứng minh : (vì cùng bằng ) 



Dẫn tới tứ giác , tứ giác  nội tiếp ON, EK FI là ba đường cao của 	tam giác OEF.
4. 



	Chứng minh tứ giác  nội tiếp và chứng minh:OIK  OFE  

	
5. 


	Chứng minh: ( vì cùng đồng dạng với 





	Áp dụng bất đẳng thức Cô si có  Giá trị nhỏ nhất của . Dấu “=” khi 	 dẫn tới  là điểm chính giữa cung  nhỏ.
Bài 3: Cho (O;R) và A ngoài (O). Kẻ các tiếp tuyến AB, AC với (O) (B, C là các tiếp điểm)
a) Chứng minh tức giác ABOC nội tiếp.
b) Gọi E là giao điểm của BC và OA. Chứng minh  và OE. OA = R2.
c) Trên cung nhỏ BC lấy K bất kì ( K khác B; C). Tiếp tuyến tại K của (O) cắt AB, AC tại P, Q. Chứng minh có chu vi không đổi khi K di chuyển trên cung BC nhỏ.
d) Đường thẳng qua O và vuông góc với OA cắt các đường thẳng AB, AC theo thứ tự tại M, N. Chứng minh PM + QN  MN.
	Hướng dẫn
a) 	HS tự chứng minh
b) 	Chứng minh: OB2 = OE. OA (hệ thức lượng trong tam 	giác vuông)
	 R2 = OE.OA
c)	
	 	(không đổi)
d) 	Chứng minh: 


	 =>
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		Chứng minh: 

	Chứng minh:  . Xét dấu “=” xảy ra


Bài 4:Cho (O;R) và M ở ngoài (O) sao cho OM =2R. Qua M dựng 2 tiếp tuyến MA với (O) (A, B là tiếp điểm). Trền cung nhỏ AB của (O) lấy điểm N. Tiếp tuyến tại N cắt AM, BM theo thứ tự tại C và D.
a) Chứng minh 4 điểm O, A, B, M cùng thuộc 1 đường tròn.
b) Chứng minh: MC + CN = MD + DN.
c) Biết R = 3cm. Tính độ dài AB và 
d) Tính chu vi tam giác MCD theo R.
e) Tính bán kính r của đường tròn nội tiếp tam giác MAB theo R.
g) Gọi AE và BF là các đường kính của (O). H là hình chiếu của O trên ME. Chứng minh rằng các đường thẳng EF, MA, HO đồng qui.
Hướng dẫn
	a) 	HS tự chứng minh
b) 	
	
	
	
c)	. Gọi I là giao điểm của AB và MO 

	 AI = 

	
d) 	Chu vi 
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	e) 	Gọi G là giao điểm của MO và (O) (G nằm giữa M và O) => G là trọng tâm của tam giác đều MAB
	G là tâm đường tròn nội tiếp 

	Tính GI = là bán kính đường tròn nội tiếp 
g) 	=> O là trực tâm (S là giao điểm của MA và EF) => SO và OH => S, O, 	H thẳng hàng


Bài 5: Cho nửa đường tròn (O) đường kính BC. Kẻ tiếp tuyến Bx của dường tròn (O). Trên tia đối của tia CB lấy A. Kẻ tiếp tuyến AE với nửa đường tròn, tia AE cắt Bx tại D (Bx nằm trên nửa mặt phẳng bờ BC chứa nửa đường tròn (O). Gọi H là giao điểm của BE với DO; K là giao điểm thứ 2 của DC với nửa (O)
a) Chứng minh DO // EC.
b) Chứng minh: AO. AB = AE.AD.

c) Chứng mình: .

d) Kẻ OMAB (MAD) Chứng minh: .
e) Tia OM cắt EC tại N. Chứng minh ODNC là hình bình hành.
f) Biết BN DO tại I và DN cắt OE tại J. Chứng minh I, M, J thẳng hàng.
	Hướng dẫn
a)	


	
	






	[image: ]

	

.

.











Bài 6. Cho tam giác  có 3 góc nhọn và  Vẽ đường cao  và đường phân giác trong  của tam giác  Vẽ đường tròn tâm  tiếp xúc với  lần lượt tại 

1. Chứng minh rằng các điểm  cùng thuộc một đường tròn.

2. Chứng minh 









3. Đường thẳng qua  và vuông góc với  cắt  tại  Đường thẳng  cắt đường thẳng  tại  Chứng minh rằng  là trung điểm của 

[image: ]Hướng dẫn:


1. 	Năm điểm  cùng thuộc đường tròn 	đường kính  




2. 	Ta có  nên từ câu 1, suy ra  	do đó  

	.







3. 	Kẻ  tại  Các tứ giác 	 và  là tứ giác nội tiếp nên 	 cân tại  nên 	 





	Ta có // nên  Mà 	 nên  
Bài 7. Cho đường tròn tâm O đường kính AB. Trên đường tròn (O) lấy điểm C (C không trùng với A, B và CA > CB). Các tiếp tuyến của đường tròn (O) tại A, tại C cắt nhau ở điểm D, kẻ CH vuông góc với AB (H thuộc AB), DO cắt AC tại E.
	a) Chứng minh tứ giác OECH nội tiếp.
	b) Đường thẳng CD cắt đường thẳng AB tại F. Tính .
	c) BD cắt CH tại M. Chứng minh EM // AB.
[image: ]
Hướng dẫn 
c) 	Gọi J là giao của BC và AD. Chứng minh DJ = DA = DC 	từ đó chứng minh MC = MH
	 EM là đường trung bình của tam giác CAH
	 EM // AB.





Bài 8. Cho tam giác ABC có đường cao AD và BE cắt nhau tại H. Vẽ đường tròn (O) đường kính BC, qua A kẻ hai tiếp tuyến AM và AN với (O) (M, N là các tiếp điểm).
a) Chứng minh A,M,D,N cùng thuộc một đường tròn.
b) Chứng minh AN2 = AH. AD.
c) [image: ]Chứng minh M,N,H thẳng hàng.
Hướng dẫn:
b) 	Chứng minh AN2 = AE. AC = AH. AD


c) 	Chứng minh  AHN ~ AND (cgc)  suy ra 
    	Chứng minh tương tự . Từ đó suy ra 

Bài 9. AB và AC là hai tiếp tuyến của đường tròn  (O; R)  ( B, C là tiếp điểm ). Vẽ CH vuông góc AB tại H, cắt (O) tại E và cắt OA tại D.
1. Chứng minh CO = CD.
2. Chứng minh tứ giác OBCD là hình thoi.
3. Gọi M là trung điểm của CE, BM cắt OH tại I. Chứng minh I là trung điểm của OH.
4. Tiếp tuyến tại E với (O) cắt AC tại K. Chứng minh ba điểm O, M, K thẳng hàng

  
                     
Hướng dẫn                                    [image: ]
3. 	M là trung điểm của  (quan hệ đường kính và dây cung) . Theo trên ta 	cũng có  tứ giác OBHM là hình chữ nhạt  I là trung điểm của OH.
4. 	M là trung điểm của CE; KE và KC là hai tiếp tuyến  O, M, K thẳng hàng.

Bài 10. Cho đường tròn  (O) và một điểm A ở ngoài đường tròn. Các tiếp tuyến với đường tròn  (O) kẻ từ A tiếp xúc với đường tròn  (O) tại B và C. Gọi M là điểm tuỳ ý trên đường tròn ( M khác B, C), từ M kẻ MH  BC, MK  CA, MI  AB. Chứng minh : 
1. Tứ giác ABOC nội tiếp.       
2. MIH   MHK.        
3. MI.MK = MH2.
	

Trường hợp 1: M nằm trên cung nhỏ BC.
	

Trường hợp 2: M nằm trên cung lớn BC.


Hướng dẫn
2. Chứng minh  (. Chứng minh 
Từ đó suy ra .
3. Được suy ra từ ‎ý 2. 
Bài 11. Cho đường tròn  (O; R) đường kính AB. Kẻ tiếp tuyến Ax và lấy trên tiếp tuyến đó một điểm P sao cho AP > R, từ P kẻ tiếp tuyến tiếp xúc với (O) tại M.
1. Chứng minh rằng tứ giác APMO nội tiếp được một đường tròn.
2. Chứng minh BM // OP.
3. Đường thẳng vuông góc với AB ở O cắt tia BM tại N. Chứng minh tứ giác OBNP là hình bình hành.
4. Biết AN cắt OP tại K, PM cắt ON tại I; PN và OM kéo dài cắt nhau tại J. Chứng minh I, J, K thẳng hàng.


Hướng dẫn:
2. 	Chứng minh  vì cùng vuông góc với AM.
3. 	Chứng minh , mà 
	 là hình bình hành.
4. 	Chứng minh  cân tại O . 
	Chứng minh K là trung điểm của PO .
	Mà I là trực tâm   3 điểm I, J, K thẳng hàng.





Bài 12. AB và AC là hai tiếp tuyến của đường tròn  (O; R)  (B, C là tiếp điểm ). Vẽ CH vuông góc AB tại H, cắt (O) tại E và cắt OA tại D.
1) Chứng minh CO = CD.
2) Chứng minh tứ giác OBCD là hình thoi.
3) Gọi M là trung điểm của CE, BM cắt OH tại I. Chứng minh I là trung điểm của OH.
[image: ]4) Tiếp tuyến tại E với (O) cắt AC tại K. Chứng minh ba điểm O, M, K thẳng hàng.

	Hướng dẫn
1;2 	HS tự làm
3. 	M là trung điểm của CE  OM  CE (quan hệ đường kính 	và dây cung)  mà ; 	 tứ giác OBHM là hình chữ nhật  I  là trung điểm của 	OH.
4. 	M là trung điểm của CE; KE và KC là hai tiếp tuyến => O, 	M, K thẳng hàng.

	





Bài 13. Cho đường tròn , từ điểm A ở ngoài đường tròn vẽ hai tiếp tuyến AB và  AC (là các tiếp điểm). OA cắt BC tại E.
1. Chứng minh tứ giác ABOC nội tiếp.
2. Chứng minh  BC vuông góc với OA và  
3. Gọi I là trung điểm của BE, đường thẳng qua I và vuông góc OI cắt các tia AB , AC theo thứ tự tại D và F. Chứng minh  =  và  DOF cân tại O.
4. Chứng minh F là trung điểm của AC.
	Hướng dẫn
3)	Ta có tứ giác DBIO và FIOC nội tiếp nên   = ,  	=  ( OBC cân tại O)
	 =  mà  =   =  DOF cân 	tại O.
4) 	Chứng minh I là trung điểm của FD từ đó cm BDI = 	EFI(cgc)  =   EF// AD. 
	Chứng minh E là trung điểm BC. Xét ABC có EF// AD và 	E là trung điểm BC F là trung điểm của AC
	[image: ]





3. Chùm bài toán xuất phát từ hai tiếp tuyến song song của một đường tròn.
Bài 1. Cho nửa đường tròn (O) đường kính AB. Trên cùng một nửa mặt phẳng bờ AB vẽ hai tiếp tuyến Ax, By của (O). Từ M thuộc nửa đường tròn (O) vẽ tiếp tuyến thứ ba cắt Ax, By lần lượt tại E và F.
a) Chứng minh tứ giác AEMO nội tiếp.
b) AM cắt OE tại điểm P. BM cắt OF tại điểm Q. Tứ giác MPOQ là hình gì? Vì sao?
c) Vẽ MH  AB tại H. MH cắt EB tại K. Chứng minh K là trung điểm của MH.
d) 
Cho AB = 2R. Gọi r là bán kính đường tròn nội tiếp tam giác EOF. Chứng minh  
Gợi ý:
	c) 	Gọi I là giao điểm của Ax và BM. 

	Chứng minh  (cùng phụ với 2 góc bằng nhau).
	 IE = EM = EA  E là trung điểm của AI. 

	   MK = KH (dpcm)

	[image: ]

	d) 	Tam giác OEF vuông tại O.  OM.EF = r(OE + OF + EF)= 2.SOEF  EF.R = r.(OE + OF + EF).


	 mà OE + OF > EF  


	Lại có OE + OF + EF < 3EF   



Bài 2. Cho nửa đường tròn (O) đường kính AB = 2R. M là điểm tùy ý trên nửa (O). (M khác A, B). Tiếp tuyến (d) tại M của nửa (O) cắt trung trực đoạn AB tại I. Đường tròn (I) bán kính OI cắt (d) tại C và D ( C nằm trong góc AOM).
a) Chứng minh các tia AC, BD tiếp xúc với nửa đường tròn (O).
b) OC cắt AM tại P, OD cắt BM tại Q. Chứng minh tứ giác APQO là hình bình hành. 
c) Chứng minh bốn điểm C, D, Q, P cùng nằm trên một đường tròn.
d) Xác định vị trí của điểm M trên nửa đương tròn (O) để bán kính đường tròn ngoại tiếp tứ giác CPQD là nhỏ nhất. 
Gợi ý:
	c) 	Gọi H là trung điểm của OM. Chứng minh MPOQ là hình chữ 	nhật suy ra H là trung điểm của PQ. 
b) 	Trung trực của đoạn PQ và của đoạn CD cắt nhau tại K. 
	Chứng minh tứ giác OHKI là hình bình hành. 

	 

	Chứng minh  

	Mà 

	Dấu “=”  OM = OI    là điểm chính giữa cung AB.
	[image: ]


Bài 3.  Cho  nửa đường tròn  đường kính AB = 2R. Từ A và B kẻ hai tiếp tuyến Ax, By. Qua điểm M thuộc nửa đường tròn  kẻ tiếp tuyến thứ ba cắt các tiếp tuyến Ax , By lần lượt ở C và D. Các đường thẳng AD và BC cắt nhau tại N. 
1. Chứng minh AC + BD = CD và góc COD = 900.

3. Chứng minh AC. BD = .
4. Chứng minh   OC // BM.
5. Chứng minh AB  là tiếp tuyến của đường tròn  đường kính CD.
6. Chứng minh MN  AB tại H.
7. Gọi giao của BM và Ax là E. Chứng minh CE = CA, từ đó chứng minh NM = NH. 
8. Xác định vị trí của M để chu vi tứ giác ACDB đạt giá trị nhỏ nhất  
Hướng dẫn:  
	
8.	 Chu vi ACDB = 2R + 2CD = 2R + 4OI 2R + 4OM = 6R
	Dấu = xảy ra khi OM vuông góc với AB hay M là điểm 	chính giữa của nửa đg tròn.
	



                                                                                   

Bài 4  Cho nửa đường tròn tâm  đường kính AB = 2R Gọi M là trung điểm của OA và lấy điểm N bất kì thuộc nửa đường tròn (O) (N không trùng với A và B) Đường thẳng đi qua N và vuông góc với MN cắt tiếp tuyến tại A và B của nửa (O) lần lượt tại C và D
1. Chứng minh: tứ giác CAMN nội tiếp.
2. Chứng minh AC.BD có giá trị không phụ thuộc vị trí điểm N. 
3. Gọi giao điểm của AD và BC là K. Qua K kẻ đường thẳng song song với AC, đường thẳng này cắt AB và CD lần lượt tại E, F. Chứng minh KE = KF.
4. Xác định vị trí của N trên nửa (O) sao cho diện tích tam giác CMD đạt giá trị nhỏ nhất. 
[image: ]Hướng dẫn:



1. 	Tứ giác  có   nội tiếp




2. 	Chứng minh: . Chứng minh	 không đổi.
3. 	Áp dụng hệ quả định lí Talet:








	Từ // ; Từ  // 



	Từ//

	Từ 1, 2, 3 ta có .


4. 	Có 
	Biến đổi và áp dụng bất đẳng thức Cô si chứng minh được


	 (Dấu “=” khi 

	


	 đạt giá trị nhỏ nhất là 


	Kết luận vị trí điểm  trên nửa .
Bài 5. Cho đường tròn (O) đường kính AB, Ax vàBy là hai tiếp tuyến của (O) tại các tiếp điểm A, B. Lấy điểmM bất kì trên nửa đường tròn (M thuộc cùng 1 nửa mặt phẳng bờ AB chứa Ax, By) tiếp tuyến tại M của (O) cắt Ax, By lần lượt tại C và D.
1. Chứng minh: Tứ giác AOMC nội tiếp.

2. Giả sử , tính AM.
3. Nối OC cắt AM tại E, OD cắt BM tại F, kẻ MN  AB,chứng minh đường tròn ngoại tiếp tam giác NEF luôn đi qua 1 điểm cố định.
4. Chứng minh tứ giác CEFD nội tiếp. Tìm vị trí điểm M trên nửa đường tròn để bán kính đường tròn ngoại tiếp tứ giác CEFD nhỏ nhất.
Hướng dẫn:

[image: ]1. 	Tứ giác  nội tiếp.



2. 	. //

	

3. 	Chứng minh 5 điểm  thuộc đường tròn đường kính OM



	 đường tròn ngoại tiếp  đi qua điểm cố định  khi  thay 	đổi.











4. 	Gọi  là trung điểm  là trung điểm  dựng đường trung trực 	của  và  cắt nhau tại  là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ 	giác  Tứ giác  là hình bình hành 		


	Vậy  có giá trị nhỏ nhất =  khi OM trùng với OK hay M là điểm chính giữa của nửa đg tròn
[image: ]Bài 4	Cho nửa đường tròn (O) đường kính AB, vẽ các tiếp tuyến Ax và By cùng phía với nửa đường tròn. Gọi M là điểm chính giữa cung AB và N là một điểm bất kì trên đoạn OA. Đường thẳng vuông góc với MN tại M lần lượt cắt Ax và By ở D và C.
	a) Chứng minh: Tứ giác ADMN nội tiếp.


	b) Chứng minh:  AMN = BMC.
	c) Chứng minh: M là trung điểm của CD.

	d) DN cắt AM tại E và CN cắt MB tại F. Chứng minh: EF  Ax.



4. Chùm bài toán về tam giác vuông nội tiếp đường tròn
Bài 1: Cho đường tròn (O;R) đường kính AB cố định. Điểm I cố định nằm giữa A và O. Dây CD vuông góc với AB tại I. Gọi M là điểm tùy ý thuộc cung lớn CD ( M không trùng với C, D, B). Dây AM cắt CD tại K.  
a. Chứng minh tứ giác IKMB nội tiếp;
b. Chứng minh: 
(Có thể hỏi câu hỏi khác tương tự như:
CH1: Chứng minh AK.AM không phụ thuộc vào vị trí điểm M trên cung CD.
CH2: Chứng minh hệ thức: ).
c. Kẻ . Chứng minh AB, CD, EF đồng quy.
d. Chứng minh: AC là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác CKM.
e. Xác định vị trí của điểm M sao cho khoảng cách từ D đến tâm đường tròn ngoại tiếp  là nhỏ nhất.
Hướng dẫn:
[image: ]
a. IKMB nội tiếp (Tứ giác có tổng 2 góc đối diện bằng 1800)
b. Ta có 
 vuông tại C có đường cao CI 

(Từ các hệ thức trên có thể trả lời 2 câu hỏi tương tự:
CH1:  mà AC cố định nên  không phụ thuộc vào vị trí của K trên cung lớn CD.
CH2:  đpcm).
c. CEDF là hình chữ nhật nên CD cắt EF tại trung điểm I của CD  AB, CD, EF đồng quy tại I.
d. 
Có  nên   AC là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác CKM.
e. Do AC là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác CKM mà AC vuông góc với CB nên tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác CKM nằm trên đường thẳng CB cố định. Khi đó khoảng cách từ D tới tâm đường tròn ngoại tiếp  nhỏ nhất khi tâm đường tròn là hình chiếu vuông góc của D trên CB (chính là điểm F).
Mà , mà F, C cố định nên  hay M là giao điểm thứ hai của  với (O).
Bài 2: Trên đường tròn (O;R) đường kính AB lấy hai điểm M, E theo thứ tự A, M, E, B (2 điểm M, E khác 2 điểm A, B), AM cắt BE tại C, AE cắt BM tại D. 
a. Chứng minh tứ giác MCED nội tiếp;
b. Gọi H là giao điểm của CD và AB. Chứng minh: .
c. Chứng minh các tiếp tuyến tại M và E của đường tròn (O) cắt nhau tại một điểm nằm trên đường thẳng CD.
d. Giả sử . Tính diện tích .
e. Biết M, E thay đổi trên nửa đường tròn đường kính AB nhưng luôn thỏa mãn ME không đổi. Xác định vị trí của M, E để diện tích tam giác CAB lớn nhất.
Hướng dẫn:
	a. MCED nội tiếp (Tổng 2 góc đối diện bằng 1800)
b. Chứng minh  
c. Ta chứng minh các tiếp tuyến tại M  và E cắt nhau tại điểm I là trung điểm của CD.
	Thật vậy: Gọi I là trung điểm của CD ta có IC=ID=IM=IE 
	
	mà 
	Hay MI vuông góc với OM nên IM là tiếp tuyến của (O).
	Chứng minh tương tự IE là tiếp tuyến của (O).
	[image: ]


d.  EH là phân giác của góc AEB.
	 vuông tại E có .
	Xét tam giác AEB có phân giác EH nên  từ đó tính được 
	Có 
e. 

Vì ME không đổi nên sđkhông đổi  sđ không đổi   không đổi, mà A, B cố định nên C di chuyển trên cung chứa góc  dựng trên cạnh AB (cung nằm cùng phía với M, E so với AB).
	để diện tích tam giác ACB lớn nhất thì CH lớn nhất, mà C chuyển động trên cung chứa góc  dựng 	trên cạnh AB nên CH lớn nhất khi C là điểm chính giữa cung, khi đó ME song song AB.
Bài 3: Cho A là một điểm bất kỳ trên nửa đường tròn đường kính BC( A khác B; C). H là chân đường vuông góc của A trên BC. Gọi I và K lần lượt là tâm các đường tròn nội tiếp các tam giác AHB và AHC. Đường thẳng IK cắt các cạnh AB; AC lần lượt tại M và N. 
a. Chứng minh: tam giác AIH đồng dạng với tam giác CKH; Tam giác ABC đồng dạng với tam giác HIK.
b. Chứng minh tứ giác BMIH nội tiếp, từ đó chứng minh tam giác MAN là tam giác vuông cân.
c. Chứng minh tứ giác BIKC nội tiếp.
d. Xác định vị trí của A để chu vi đường tròn ngoại tiếp tam giác MHN đạt giá trị lớn nhất. (Hoặc có thể hỏi: Tìm vị trí của điểm A để chu vi tam giác HIK lớn nhất?)
Hướng dẫn:
	a. Ta có  (cùng phụ )
 , mà 

Mà 
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b. Vì  là tứ giác nội tiếp (góc trong bằng góc ngoài đỉnh đối diện)
	Tam giác AMN vuông tại A có  nên tam giác AMN vuông cân tại A.
c. Ta có: 


 Tứ giác BIKC nội tiếp.
d. Ta có  nên  nên đường tròn ngoại tiếp tam giác HMN chính là (A;AH).
Để chu vi đường tròn lớn nhất thì AH lớn nhất, mà A nằm trên (O), khi đó A là điểm chính giữa cung BC.
(Chu vi tam giác HIK là . Khi đó để chu vi lớn nhất thì AH lớn nhất rồi lập luận tương tự như trên.)
Bài 4: Cho đường tròn tâm (O;R) đường kính AB, dây cung MN vuông góc với AB tại H (H nằm giữa O và B). Trên tia đối tia NM lấy điểm C sao cho đoạn AC cắt (O) tại điểm K khác A,  hai dây MN và BK cắt nhau tại E.
a. Tứ giác AHEK nội tiếp.
b. Kéo dài AE cắt (O) tại điểm thứ hai I. Chứng minh: 
c. Tính hệ thức  theo R.
d. Giả sử KE=KC. Chứng minh OK // MN và .
Hướng dẫn:
	a. 

Tứ giác  có : mà hai
góc này ở vị trí đối nhau


Tứ giác  nội tiếp (dấu hiệu nhận biết).
b. 




Chứng minh:  là trực tâm mà 3 điểm  thẳng hàng.(cùng cộng với góc C bằng 900).
c. 
Chứng minh: 


Tương tự: Tính được 
	[image: ]


d. 

Học sinh vẽ lại hình với giả thiết  vuông cân tại 


 là điểm chính giữa cung 


//

Kẻ đường kính 


 vuông tại có: 
Bài 5: Cho tam giác ABC  nội tiếp (O) đường kính AB, AC<BC. Trên dây CB lấy điểm H khác C và B, AH cắt (O) tại điểm thứ hai là D. Kẻ HQ vuông góc với AB ().
a. Chứng minh: tứ giác ACHQ nội tiếp.
b. Chứng minh H cách đều CD, CQ, DQ
c. CQ cắt (O) tại điểm thứ hai F. Chứng minh: DF // HQ.
d. Gọi M, N lần lượt là hình chiếu của F trên AC, CB. Chứng minh:MN, AB, DF đồng quy.
Hướng dẫn:
	a. 


Tứ giác  có  Tứ giác  nội tiếp.
b. 


Chứng minh:   là phân giác 



Tương tự QH là phân giác  là tâm đường tròn nội tiếp 
c. 
Chứng minh:  


 //
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d. 






Gọi  là giao điểm của  và . Tứ giác  nội tiếp . Tứ giác  nội tiếp . 

Tứ giác AMKF nội tiếp . 


Từ (1), (2), (3)  thẳng hàng đồng quy. 

Bài 6: Cho đường tròn tâm O và dây AB. Vẽ đường kính CD vuông góc với AB tại K ( D thuộc cung nhỏ AB). M là một điểm thuộc cung BC nhỏ sao cho  DM cắt AB tại F. Tia CM cắt đường thẳng AB tại E.  
a. Chứng minh tứ giác CKFM là tứ giác nội tiếp.
b. 
Chứng minh
c. 
Tiếp tuyến tại M của đường tròn tâm O cắt AE tại I. Chứng minh: 
d. 
Chứng minh: 
Hướng dẫn:
	a. 

Xét  có  là góc nội tiếp chắn nửa đường tròn


  (hệ quả định lý góc nội tiếp)




Ta có:  tại  (gt)  


Xét tứ giác  có (cmt)    






 (cmt)   Mà  và  là 2 góc đối diện tứ giác  nội tiếp
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b. 


	Xét (g.g) suy ra 
c. 	Ta có tứ giác MCKF nội tiếp nên 
Mà  Tam giác MIF cân tại M 
Có 
 Tam giác IME cân tại I nên IM=IE IE = IF
d. 

	Ta có   (1)


Ta có   (2)







Từ (1) + (2)     

Ta có:  (cmb) (4)


Ta có:  (hệ thức lượng trong  vuông) (5)


Từ (4) + (5) 
Bài 7: Cho đường tròn tâm O đường kính AB, M chạy trên đường tròn. Tiếp tuyến tại M với (O) cắt các tiếp tuyến tại A và B lần lượt tại C và D. N là giao điểm của AD và BC.
a. Chứng minh các tứ giác ACMO, BDMO nội tiếp.
b. Chứng minh tam giác COD vuông. Từ đó chứng minh AC.BD không phụ thuộc vào vị trí của điểm M.
c. Chứng minh MN // BD.
d. Xác định vị trí của điểm M sao cho chu vi tứ giác ACDB nhỏ nhất.
Hướng dẫn:
	a. ACMO, BDMO nội tiếp (tổng 2 góc đối diện bằng 1800)
b. Áp dụng tính chất của 2 tiếp tuyến cắt nhau ta có:


Nên tam giác COD vuông tại O.
không phụ thuộc vào vị trí của M.
c. Áp dụng tính chất của 2 tiếp tuyến cắt nhau ta có:

MN // BD
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d. Chu vi tứ giác ACDB là 
	Để chu vi nhỏ nhất thì CD nhỏ nhất, mà ACDB là hình thang vuông tại A, B nên . Dấu bằng khi 	AB // CD, khi đó M là điểm chính giữa cung AB.

Bài 8: Cho (O) đường kính AB. K là điểm chính giữa cung AB. M là điểm di chuyển trên cung nhỏ AB ( M khác A; B) . Lấy điểm N trên đoạn BM sao cho BN=AM. 
a. Chứng minh  
b. Chứng minh tam giác MKN vuông cân 
c. Hai đường thẳng AM và OK cắt nhau tại D. Chứng minh MK là phân giác góc DMN.
d. Chứng minh đường thẳng vuông góc với BM tại N luôn đi qua một điểm cố định.
Hướng dẫn:
	a. Vì K là điểm chính giữa cung AB nên KA=KB

b. Vì 
. Từ đó tam giác KMN vuông cân tại K.
c. Ta có:  nên MK là phân giác của góc DMN.
d. Kẻ tiếp tuyến với (O) tại B cắt đường thẳng vuông góc với BM tại N tại I. Ta chứng minh I cố định.Ta có 
, mà A, B, tiếp tuyến tại B cố định nên I cố định đpcm
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Bài 9: Cho (O) đường kính BC. Lấy một điểm A trên (O) sao cho AB>AC. Từ A vẽ AH vuông góc với BC (H thuộc BC). Từ H vẽ HE vuông góc với AB và HF vuông góc với AC( E thuộc AB; F thuộc AC)
a. Chứng minh AEHF là hình chữ nhật.
b. Chứng minh tứ giác BEFC nội tiếp.
c. CMR: OA vuông góc EF
d. Đường thẳng EF cắt (O) tại P và Q ( E nằm giữa P và F) . CMR: tam giác APH cân.
e. Gọi D là giao điểm của PQ và BC; K là giao điểm của AD với (O). CMR: AKFE là tứ giác nội tiếp.
f. Gọi I là giao điểm của KF và BC. CMR: IH2= IC.ID.
Hướng dẫn:
[image: ]
a. AEHF là hình chữ nhật (Tứ giác có 3 góc vuông).
b. Ta dễ dàng chứng minh được  nên tứ giác BEFC nội tiếp.
c. Ta có  nên 
	 OA vuông góc với EF.
d. Vì OA vuông góc với EF nên A là điểm chính giữa cung PQ
	
	Mà  tam giác APH cân tại A.
e. Vì B, A, K, C thuộc (O) 
	Vì tứ giác BEFC nội tiếp 
	 Tứ giác AKFE nội tiếp.
f. Tứ giác AKFE nội tiếp, tứ giác AEHF nội tiếp  5 điểm A, E, H, F, K cùng thuộc đường tròn
	Ta có tứ giác AKFE nội tiếp  tứ giác KFCD nội tiếp.
	.


5. Các bài tập dạng khác




















Bài 1: Cho  vuông tại  là điểm tùy ý trên đoạn (). Vẽ đường tròn tâm  đường kính  cắt  tại   cắt  tại  cắt  tại  Lấy  đối xứng với  qua  Lấy  đối xứng với  qua  Chứng minh: 

a) Tứ giác  nội tiếp.


b)  là phân giác 



c) Giả sử   và . Tứ giác là hình gì? 


d) Tìm vị trí của  để đường tròn ngoại tiếp  có bán kính nhỏ nhất.
Hướng dẫn :
	

a) 	Có  nên 


	 tứ giác  nội tiếp đường tròn. 





b) 	Tứ giác  nội tiếp đường tròn  	mà  (cùng chắn cung . Vậy 	



c)  	 có nên .



	 Mà ;có


 	Nên  là phân giác của góc . 

 	Suy ra .
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	Từ đó suy ra  là hình thoi.
	






d) 	 cân tại  và  đối xứng nhau qua  








	Có nên  là trung trực của  Do đó 	 tứ giác  nội tiếp. Đường tròn ngoại tiếp  đi qua  cố định 	

















Bài 2  Cho đường tròn  dây  cố định,  là điểm di động trên cung lớn   và  là điểm chính giữa các cung  và  Gọi  là giao điểm  và  Dây  cắt  và  lần lượt tại  và 

a). Chứng minh: tứ giác  nội tiếp.

b). Chứng minh: 






c).  cắt  tại  cắt  tại  Chứng minh: 3 điểm  thẳng hàng.


d). Tìm vị trí điểm  để chu vi tứ giác  lớn nhất
Hướng dẫn:
	

a) 	Tứ giác  nội tiếp.

b) 	.




c) 	 cân tại  phân giác  đồng thời là trung trực 	 cân tại H


	// 



	Chứng minh tương tự có // Suy ra 3 điểm  thẳng 	hàng





d) 	 cố định  cố định  có độ dài không đổi.



	Chu vi tứ giác  lớn nhất  	lớn nhất.






	Trên tia  lấy điểm  sao cho  Do đó  lớn nh	 lớn nhất
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	Ta có  không đổi không đổi 




	 chạy trên cung chứa góc  dựng trên đoạn .







	Xét đường tròn chứa cung chứa góc nói trên có  là dây cung lớn nhất  là đường kính	là điểm chính giữa cung 










Bài 3 Cho tam giác đều  nội tiếp đường tròn  là điểm đối xứng với  qua  Trên cạnh  lấy điểm  trên tia đối của tia  lấy điểm  sao cho .


a) Chứng minh:  và 




b)  cắt  tại  Chứng minh: 
c) Gọi K là giao điểm của MN với BC. Chứng minh: MK=NK



d) Chứng tỏ tâm đường tròn ngoại tiếp  nằm trên một đoạn thẳng cố định khi  chạy trên cạnh 
	Hướng dẫn


a) 	Chứng minh:  cân tại I

	. Từ đó  

b)	Chứng minh 



c) 	Chứng minh  là trung tuyến của  	cân 

d) 	Chứng minh: tứ giác  nội tiếp


	Đường tròn ngoại tiếp tứ giác  là đường tròn 	ngoại tiếp  







	 Tâm đường tròn ngoại tiếp  của  nằm trên 	đường trung trực  của  tia  cắt  tại  
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	- Khi  .




	- Khi  đối xứng với  qua   .





	Khi  chạy trên cạnh  thì tâm  của đường tròn ngoại tiếp  nằm trên đoạn  cố định.










Bài 4: Cho tứ giác  nội tiếp nửa đường tròn tâm  đường kính  Các tia  và  cắt nhau tại  Các đoạn thẳng  và  cắt nhau tại 

a. Chứng minh: Tứ giác  là tứ giác nội tiếp. 

b. Chứng minh:  






c. Dựng hình bình hành  Gọi  là điểm đối xứng với  qua đường thẳng  Xác định vị trí tương đối của đường thẳng  và đường tròn ngoại tiếp 




[image: ]d. Gọi  là giao điểm của  và  Chứng minh: 
Hướng dẫn :






a) 	Tứ giác  có: , mà  và 	 là 2 góc đối diện tứ giác  là tứ giác nội tiếp (dhnb). 



b) 	
c) 



	Gọi  là giao điểm của  và  





		   Ta có  đối xứng với  qua  là đường trung trực của 			    

            


	 nội tiếp đường tròn đường kính 





	Ta có // (2 cạnh đối của hình bình hành // (vì  Sửa lại hình vẽ, H là giao 	của CD và EI.





		   Ta có  tại  ( vì  (từ  đến //) 



	Xét đường tròn ngoại tiếp  có:  là đường kính (cmt) mà  (cmt) 






	 là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp  tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp .







d) 	Ta có: // (2 cạnh đối của hbh ) // 









		Mà  tại  (Vì (cm ý 1)   tại  (từ  đến //)   




		Ta có :  tại  (cmt) 



		Xét tứ giác AEBI : có  mà hai góc này ở vị trí đối nhau  Tứ giác nội tiếp (dhnb).




		Xét đường tròn ngoại tiếp tứ giác  có  =  (2 góc nội tiếp cùng chắn ) (1) 



		Xét nửa đường tròn đường kính  có tứ giác  nội tiếp (gt)  (2 góc đối) (2) 

		Ta có  (2 góc kề bù) (3) 





		Từ (1) + (2) + (3) ta có :  =    (vì 



		

Bài 5: Cho tam giác MNP cân tại M có cạnh đáy nhỏ hơn cạnh bên, nội tiếp đường tròn ( O;R). Tiếp tuyến tại N và P của đường tròn lần lượt cắt tia MP và tia MN tại E và D.
a) Chứng minh: NE2 = EP.EM.
b) Chứng minh tứ giác DEPN là tứ giác nội tiếp.
c) Qua P kẻ đường thẳng vuông góc với MN cắt đường tròn (O) tại K (K không trùng với P). Chứng minh rằng MN2 + NK2 = 4R2.
Hướng dẫn:
	


a) 	NEM  PEN ( g-g)  


b) 	 (do MNP cân tại M);

	 .                            
	Hai điểm N; P cùng thuộc nửa mp bờ DE và cùng nhìn DE dưới 1 	góc bằng nhau nên tứ giác DNPE nội tiếp .



c) 	MPF  MIP (g-g)



	MNI NIF ( g-g ) 
	Từ (1) và (2) : MP2 + NI2 = MI.( MF + IF ) = MI2  = 4R2 ( 3).



	 (cùng phụ )   NK = NI (4 ) 
	Do tam giác MNP cân tại M  MN = MP ( 5) . Từ (3) (4) (5) suy 	ra đpcm.
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Bài 6: Cho đường tròn (O) đường kính AB bằng 6cm. Gọi H là điểm nằm giữa A và B sao cho AH = 1cm. Qua H vẽ đường thẳng vuông góc với AB, đường thẳng này cắt đường tròn (O) tại C và D. Hai đường thẳng BC và DA cắt nhau tại M. Từ M hạ đường vuông góc MN với đường thẳng AB (N thuộc đường thẳng AB).
a) Chứng minh MNAC là tứ giác nội tiếp.
b) 
Tính độ dài đoạn thẳng CH và tính tan.
c) Chứng minh NC là tiếp tuyến của đường tròn (O).
d) Tiếp tuyến tại A của đường tròn (O) cắt NC ở E. Chứng minh đường thẳng EB đi qua trung điểm của đoạn thẳng CH.
 (
I
E
O
B
M
N
A
H
C
D
K
)Hướng dẫn:
b) 	Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông ABC ta có:

	CH2 = AH.HB   CH =  (cm)

	



c) 	Lí luận được ; ;   


	Suy ra được . Lí luận.
	Kết luận NC là tiếp tuyến của đường tròn (O).
d) 	Gọi I là giao điểm của BE và CH và K là giao điểm của tiếp tuyến AE và BM.
	Lí luận được OE//BM. Từ đó lí luận suy ra E là trung điểm của AK


	Lý luận được   (cùng bằng  )
	Mà EK = EA 
	Do đó  IC = IH.
	Vậy đường thẳng BE đi qua trung điểm của đoạn thẳng CH. 

Bài 7. Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp đường tròn (O), đường cao AN, CK của tam giác ABC cắt nhau tại H.
a) Chứng minh: Tứ giác BKHN nội tiếp đường tròn. Xác định tâm I của đường tròn đó.
b) 
Chứng minh: .
c) Gọi E là trung điểm của AC. Chứng minh KE là tiếp tuyến của đường tròn (I).
d) Đường tròn (I) cắt (O) tại M. Chứng minh ba điểm  M, H, E thẳng hàng 

Hướng dẫn:

	

b) 	H là trực tâm suy ra BH  



	Mà   

c) 	vuông tại K, E là trung điểm 




	 KE = EC   KEC cân  




	Chứng minh tương tự có  mà   

	Suy ra  . Suy ra KE là tiếp tuyến của (I).
d) 	Chứng minh  OE // IH, OE = IH.
	Suy ra IOEH là hình bình hành.
	Suy ra IO // HE (1).


	Lại có IO  BM (tc đường nối tâm). MH  BM 
	Suy ra IO // MH (2)
	Từ (1) và (2) suy ra M, H, E thẳng hàng (tiên đề Ơclit về đt //)
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Bài 8. Cho tam giác ABC có 3 góc nhọn (AB < AC) . Đường tròn đường kính BC cắt AB, AC theo thứ tự tại E và F. Gọi H là giao điểm của BF và CE.
a. Chứng minh rằng tứ giác BEFC nội tiếp được đường tròn
b. Chứng minh AE.AB = AF.AC
c. 
Gọi O là tâm của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC, K là trung điểm của BC. Tính tỉ số  khi tứ giác BHOC nội tiếp đường tròn.

Hướng dẫn:
	b) 	Chứng minh được (g-g)


	Suy ra tỉ số:  AE.AB = AF.AC   

c) 	Do tứ giác AEHF nội tiếp  


	Mà  (do tứ giác BHOC nội tiếp) và 	.

	Vậy  

	Ta có  
	[image: ]



Bài 9. Cho ®­êng trßn (O; R), d©y AB < 2R. Mét ®iÓm C ë ngoµi ®­êng trßn (O) vµ n»m trªn tia AB. Tõ ®iÓm chÝnh gi÷a E cña cung trßn lín AB kÎ ®­êng kÝnh EF c¾t d©y AB t¹i D. Tia CE c¾t (O) t¹i I. C¸c d©y AB vµ FI c¾t nhau t¹i K.
a) Chøng minh r»ng tø gi¸c EDKI néi tiÕp.  
b) 
Chøng minh:   
c) Chøng minh: CI.CE =CK.CD  
d) Gi¶ sö 3 ®iÓm A, B, C cè ®Þnh. Chøng minh r»ng khi ®­êng trßn (O) thay ®æi nh­ng vÉn ®i qua A vµ B th× ®­êng th¼ng FI lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh. 
Hướng dẫn:
	


b) 	 (cïng bï );  (ABE c©n t¹i A)

	 

c. 	CIK  CDE (g-g)  CI.CE =CK.CD
d.  	Chøng minh CI.CE = CB.CA, tõ ®ã suy ra CB.CA= CK.CD 

	, mµ  A, B, C cè ®Þnh  D cè ®Þnh
	CK kh«ng ®æi. VËy FI lu«n ®i qua K.
	[image: ]





Bài 10. Cho nửa đường tròn tâm O đường kính AB = 2R. H là một điểm cố định nằm giữa O và A . Kẻ đường thẳng vuông góc với AB tại H, cắt nửa đường tròn tại C. Gọi N  là trung điểm của dây BC. 
a) Chứng minh  tứ giác OHCN nội tiếp được.
b) Chứng minh: BN. BC = BO. BH.
c) 

Trên cung nhỏ BC lấy điểm M (). Tia BM cắt tia HC ở K, AM cắt CH ở E.Chứng minh rằng tâm I của đường tròn ngoại tiếp AEK luôn nằm trên đường thẳng cố định khi M thay đổi trên cung nhỏ BC.
Hướng dẫn:

	






b) 	Xét BNO và BHC có chung và	BNO  BHC (g-g) 



	 BH.BO = BN. BC (đpcm)

c) 	Ta có (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn) 

	Tứ giác BMEH có  

	Tứ giác BMEH nội tiếp (*)

	Gọi D là điểm đối xứng với B qua H, do B,H cố định nên 	D cố định. Khi đó (**)


	Từ (*),(**)   tứ giác AEKD nội tiếp.

	Nên tâm I của đường tròn ngoại tiếp AEK luôn nằm trên 	đường trung trực của AD cố định.

	[image: ]



Bài 11. Cho đường tròn tâm O và dây AB. Gọi M là điểm chính giữa của cung nhỏ AB và C là một điểm nằm giữa đoạn AB. Tia MC cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai D. Chứng minh rằng
a. .
b. .
c. Đường tròn ngoại tiếp tam giác BCD tiếp xúc với MB tại B.
d. [image: ]Tổng hai bán kính của hai đường tròn ngoại tiếp tam giác BCD và ACD không đổi khi C di động trên đoạn AB.
Hướng dẫn 
a)	  vì  chung và . Lập tỉ lệ thức  	điều phải chứng minh.
b) 	Chứng minh .
c) 	Xét đường tròn (BCD), trên nửa mặt phẳng bờ AB có chứa M, kẻ 	tiếp tuyến Bx với đường tròn ta có
	
	Mặt khác theo b) có  nên , vậy tia Bx trùng với tia BM
d)	Kẻ đường kính MON  NA và NB lần lượt vuông góc với AM và MB, mà AM và MB lần lượt là tiếp 	tuyến của  và   tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ACD và BCD lần lượt nằm trên NA và 	NB.
	Gọi ;  lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ACD và BCD. Chứng minh được  là 	hình bình hành  Tổng hai bán kính  không đổi.
Bài 12. Cho ABC (AB ≤ AC) nội tiếp đường tròn (O ; R). Lấy điểm M bất kì thuộc cung BC không chứa điểm A. Gọi H, I, K lần lượt là hình chiếu của M trên AB, BC, AC.
a) Chứng minh BHMI; IKCM là tứ giác nội tiếp.

b) Lấy điểm E  BC sao cho . 
Chứng minh ABM  CEM ; AMC  BME .

c) Chứng minh .
d) Chứng minh BM.AC + AB.MC = BC.AM (định lí Ptô - lê - mê)
e) Chứng minh H, I, K thẳng hàng (đường thẳng Xim - xơn)
f) Gọi D là điểm đối xứng với M qua AB, Q đối xứng với M qua AC. Chứng minh đường thẳng DQ đi qua trực tâm của ABC.
Hướng dẫn:
[image: ]
b) ABM  CEM (g - g)  (1) và AMC  BME (g - g)   (2).


c) Từ (1)   

    Từ (2)  


d) Từ (1)   

    Từ (2)  




e) Chứng minh  



chứng minh  (cùng cộng với )  

Vậy   H, I, K thẳng hàng.
f) Gọi N là trực tâm của ABC, BN cắt (O) tại F. 

Chứng minh   NQ // IK.
Chứng minh tương tự ta có ND // IH mà H, I, K thẳng hàng  D, N, Q thẳng hàng.
Vậy DQ đi qua trực tâm N của ABC.
Bài 13
Cho ABC nhọn nội tiếp (O) đường kính AD = 2R. Gọi E là hình chiếu của B trên AD, H là hình chiếu của A trên BC, M là trung điểm của BC.
a) Chứng minh AHEB là tứ giác nội tiếp.

b) Chứng minh .
c) Chứng minh MH = ME.

Hướng dẫn:[image: ]
 

a) 	  Tứ giác AHEB nội tiếp.

b) 	Chứng minh AHC  ABD  .
c) 	Chứng minh BOME là tứ giác nội tiếp 


  mà  (do tứ giác AHEB nội tiếp)
vậy ABO  EHM (g-g)
mà ABO cân tại O  EHM cân tại M  ME = MH





C.  CÁC LỖI SAI MÀ HỌC SINH HAY MẮC KHI LÀM BÀI TẬP HÌNH HỌC

1. Sai lầm ở phần vẽ hình:
+) Vẽ sai vì đọc không kĩ các vị trí như điểm thuộc tia, tia đối, thuộc đoạn, các yêu cầu về các đoạn thẳng lớn hơn, nhỏ hơn, cung lớn, cung nhỏ, …
+) Lấy các điểm cho bất kì ở những vị trí đặc biệt như trung điểm đoạn thẳng, chân đường vuông góc, điểm chính giữa của một cung, …, để dẫn tới các cảm nhận trực quan sai và hình thành đường lối suy nghĩ, tìm lời giải cho bài toán chệch hướng.
+) Không vẽ các đoạn thẳng mà trong phần bài làm có sử dụng.
+) Cẩu thả nên dễ bị nhầm các kí hiệu M với N; E với F; O với D, …

+) Đánh kí hiệu các góc ; … từ câu a, b nên nếu tới câu c, d xuất hiện tia nằm bên trong góc mà học sinh không vẽ lại hình.

+) Trong bài lạm dụng các góc đánh số ;….nhưng trên hình vẽ quên không đánh kí hiệu 1, 2 vào góc.
+) Có hai ký hiệu trùng nhau trên hình vẽ.

2.  Những lỗi sai, nhầm lẫn khi trình bày bài:
+) Khi sử dụng các định lý chỉ áp dụng trong một tam giác, một tứ giác hay một đường tròn con không xét tam giác, tứ giác hay đường tròn đó.
+) Làm tắt bước.
+) Đưa ra các tính chất hình học song lại thiếu căn cứ.



+) Khi chứng minh tứ giác nội tiếp đôi khi học sinh có nhưng không có biểu thức ( Khi đỉnh A; B  đối nhau) hay (Khi đỉnh A; B kề nhau).
+) Khi chứng minh hai tam giác đồng dạng, bằng nhau viết kí hiệu hai tam giác đồng dạng, bằng nhau viết sai đỉnh tương ứng.


+) Khi sử dụng các góc dùng kí hiệu 3 đỉnh, nhiều học sinh viết nhầm đỉnh (Ví dụ  thì viết là ).
+) Nhiều học sinh dùng kí hiệu góc, cung còn nhầm lẫn, không chính xác.


+) Khi gặp câu yêu cầu tính toán các em cần để kết quả đúng là một số vô tỷ (Ví dụ ) chứ không để kết quả dưới dạng số thập phân (). Kết quả cuối cùng phải có đơn vị đo nếu giả thiết cho đơn vị đo. 
+) Khi làm bài rất hay bị ngộ nhận vì vẽ hình rơi vào trường hợp đặc biệt.
+) Khi chứng minh ba điểm thẳng hàng, ba đường đồng quy học sinh hay ngộ nhận.


D. TỔNG HỢP CÁC CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM HÌNH HỌC KHÔNG GIAN TOÁN 9

Khi bán kính đáy của một hình trụ tăng gấp 2 lần, chiều cao không đổi thì diện tích xung quanh của hình trụ đó tăng gấp:
	A. 2 lần
	B. 4 lần
	C. 6 lần
	D. 8 lần


Cho hình chữ nhật có chiều dài 5cm, chiều rộng 3cm. Quay hình chữ nhật đó một vòng quanh chiều dài của nó ta được một hình trụ. Diện tích xung quanh của hình trụ đó là:
	
A.  
	
B. 
	
C. 
	
D. 



Một chiếc thùng hình trụ có có diện tích xung quanh bằng  diện tích toàn phần, biết bán kính đáy là 40cm. Vậy chiều cao của chiếc thùng là:
	A. 20cm
	B. 30cm
	C. 40cm
	D. 50cm



Một chiếc thùng hình trụ có có diện tích xung quanh bằng  diện tích toàn phần, biết bán kính đáy là 20cm. Vậy diện tích xung quanh của chiếc thùng là:
	
A.  
	
B. 
	
C. 
	
D. 



Một chiếc thùng hình trụ có diện tích xung quanh bằng  diện tích toàn phần, biết bán kính đáy là 40cm. Hỏi thùng chứa được xấp xỉ bao nhiêu lít nước?
	A. 100 lít
	B. 101 lít
	C. 201 lít
	D. 301 lít




Một hình trụ có bán kính đường tròn đáy là x (cm), chiều cao  (cm). Diện tích xung quanh của hình trụ bằng . Vậy x là:
	A. 3cm
	B. 4cm
	C. 5cm
	D. 6cm




Một hình trụ có bán kính đường tròn đáy là x (cm), chiều cao  (cm). Diện tích xung quanh của hình trụ bằng . Vậy chiều cao của hình trụ là:
	A. 4,4cm
	B. 4,5cm
	C. 4,6cm
	D. 4,7cm




Một hình trụ có bán kính đường tròn đáy là x (cm), chiều cao  (cm). Thể tích của hình trụ bằng . Vậy x là:
	A. 2cm
	B. 3cm
	C. 4cm
	D. 5cm




Một hình trụ có bán kính đường tròn đáy là x (cm), chiều cao  (cm). Thể tích của hình trụ bằng . Vậy chiều cao của hình trụ là:
	A. 1cm
	B. 2cm
	C. 3cm
	D. 4cm



Một hình trụ có thiết diện (mặt cắt) qua trục là một hình vuông. Biết thể tích hình trụ là . Vậy bán kính đáy của hình trụ là: 
	A. 1cm
	B. 2cm
	C. 3cm
	D. 4cm



 Một hình trụ có thiết diện (mặt cắt) qua trục là một hình vuông. Biết thể tích hình trụ là . Tỉ số diện tích xung quanh và diện tích toàn phần của hình trụ là: 
	
A. 
	
B. 
	
C. 
	
D. 



 Một hình trụ có diện tích xung quanh bằng , chiều cao bằng bán kính đáy. Khi đó thể tích của nó bằng:
	
A.  
	
B. 
	
C. 
	
D. 


 Một hình trụ có bán kính đáy là 10cm, chiều cao là 12cm. Một thiết diện song song với trục là một hình vuông. Diện tích xung quanh của hình trụ là:
	
A.  
	
B. 
	
C. 
	
D. 


 Một hình trụ có bán kính đáy là 10cm, chiều cao là 12cm. Một thiết diện song song với trục là một hình vuông. Thể tích của hình trụ là:
	
A.  
	
B. 
	
C. 
	
D. 


 Diện tích toàn phần của hình nón có bán kính đường tròn đáy 2,5cm; đường sinh 5,6cm bằng:
	
A.  
	
B. 
	
C. 
	
D. 


 Cho ABC vuông tại A có AC = 3cm, AB = 4cm. Quay tam giác đó một vòng quanh cạnh AB ta được một hình nón. Diện tích xung quanh của hình nón là:
	
A.  
	
B. 
	
C. 
	
D. 


Độ dài các cạnh của một tam giác là 7cm, 24cm, 25cm. Nếu quay tam giác đó một vòng xung quanh cạnh 7cm thì diện tích mặt ngoài của hình tạo thành là:
	
A.  
	
B. 
	
C. 
	
D. 


Độ dài các cạnh của một tam giác là 7cm, 24cm, 25cm. Nếu quay tam giác đó một vòng xung quanh cạnh 25cm thì diện tích mặt ngoài của hình tạo thành là:
	
A.  
	
B. 
	
C. 
	D. Cả 3 KQ đều sai



Một hình nón có diện tích xung quanh bằng , độ dài đường sinh bằng 25cm. Bán kính đáy của hình nón bằng:
	A. 10cm
	B. 12cm
	C. 14cm
	D. 16cm



 Một hình nón có diện tích xung quanh bằng , độ dài đường sinh bằng 25cm. Diện tích toàn phần của hình nón bằng:
	
A.  
	
B. 
	
C. 
	
D. 



 Một hình nón có diện tích xung quanh bằng , độ dài đường sinh bằng 25cm. Thể tích của hình nón bằng:
	
A.  
	
B. 
	
C. 
	
D. 



 Một hình nón có bán kính đáy 7cm, đường sinh 10cm. Diện tích toàn phần của hình nón là (tính với ):
	A. 374cm2
	B. 220cm2
	C. 144cm2
	D. 160cm2


Một hình trụ và một hình nón có cùng chiều cao và đáy. Tỉ số giữa thể tích hình nón và thể tích phần hình trụ còn lại là:
	
A. 
	
B. 
	
C. 
	
D. 


Một hình nón cụt với hai bán kính lần lượt là 6cm và 10cm, đường sinh bằng 16cm. Diện tích xung quanh của hình nón cụt là:
	
A.  
	
B. 
	
C. 
	
D. 


 Một hình nón cụt với hai bán kính lần lượt là 6cm và 10cm, đường sinh bằng 16cm. Chiều cao của hình nón cụt là:
	
A. cm
	
B. cm
	
C. cm
	
D. cm


 Một hình nón cụt với hai bán kính lần lượt là 6cm và 10cm, đường sinh bằng 16cm. Thể tích của hình nón cụt là:
	
A.  
	
B. 
	
C. 
	
D. 



 Cho một hình chóp tam giác đều có cùng đỉnh với hình nón và có thể tích là . Biết đáy của hình chóp là một tam giác đều nội tiếp đáy của hình nón. Vậy thể tích của hình nón là:
	
A.  
	
B. 
	
C. 
	
D. 


 (
Hình 1
) Một chi tiết máy có hình dạng và kích thước như hình 1. Diện tích bề mặt của chi tiết (làm tròn đến chữ số thập phân thứ ba) là:
	A. 0,769 m2
	B. 0,869 m2

	C. 0,969 m2
	D. 0,669 m2


[image: C:\Users\thanh\Desktop\3s.jpg]Một chi tiết máy có hình dạng và kích thước như hình 1. Thể tích của chi tiết (làm tròn đến chữ số thập phân thứ ba) là:
	A. 0,336 m3
	B. 0,236 m3

	C. 0,136 m3
	D. 0,036 m3


Một cái thùng có hình dạng và kích thước như hình bên. Thể tích của thùng (làm tròn đến chữ số thập phân thứ ba) là:
	A. 0,049 m3
	B. 0,249 m3

	C. 0,449 m3
	D. 0,649 m3


Cắt hình nón cụt bởi một mặt phẳng song song với đường cao, ta được:
	A. Một hình chữ nhật
	B. Một hình thang cân

	C. Một hình thang
	D. Một hình thang vuông


Một mặt cầu có diện tích 1256 cm2. Bán kính mặt cầu đó là:
	A. 100cm
	B. 50cm
	C. 40cm
	D. 10cm


Khi bán kính của một hình cầu tăng gấp 2 lần thì diện tích mặt cầu đó tăng gấp:
	A. 2 lần
	B. 4 lần
	C. 6 lần
	D. 8 lần


Khi bán kính của một hình cầu tăng gấp 2 lần thì thể tích hình cầu đó tăng gấp:
	A. 2 lần
	B. 4 lần
	C. 6 lần
	D. 8 lần


Một chi tiết máy có dạng hình trụ, bán kính hình tròn đáy và chiều cao của nó đều bằng 2cm. Người ta khoan một lỗ có dạng hình trụ, bán kính hình tròn đáy và độ sâu đều bằng 1cm. Thể tích phần vật thể còn lại là:
	
A.  
	
B. 
	
C. 
	D. Cả 3 KQ đều sai


Một hình nón có bán kính 7cm, góc tại đỉnh tạo bởi đường cao và đường sinh của hình nón là 300. Diện tích xung quanh của hình nón là:
	A. 308cm2
	B. 220cm2
	C. 144cm2
	D. 180cm2


Một hình nón có bán kính đáy bằng 5cm. Số đo diện tích xung quanh (tính bằng cm2) bằng số đo thể tích (tính bằng cm3). Chiều cao của hình nón là:
	A. 3,75cm
	B. 4,75cm
	C. 5,75cm
	D. 6,75cm


Một hình nón cụt có chiều cao bằng 12cm, các bán kính đáy bằng 10cm và 15cm. Diện tích xung quanh của hình nón cụt là:
	
A.  
	
B. 
	
C. 
	
D. 


Một hình nón cụt có chiều cao bằng 12cm, các bán kính đáy bằng 10cm và 15cm. Thể tích của hình nón cụt là:
	
A.  
	
B. 
	
C. 
	
D. 


Cho hình trụ có bán kính đáy bằng a, đường sinh bằng 2a. Biết diện tích xung quanh bằng thể tích hình trụ. Khi đó ta có a bằng:
	A. 2
	
B. 
	C. 4
	
D. 


 Biết rằng bán kính của hình cầu cũng là bán kính đáy của hình nón và thể tích của chúng cũng bằng nhau. Độ dài đường cao của hình nón là:
	
A. 
	
B. 
	C. 3R
	D. 4R


Một hình nón có thiết diện qua trục là một tam giác vuông cân có cạnh huyền bằng a. Khi đó thể tích hình nón là:
	
A. 
	
B. 
	
C. 
	
D. 


Một hình trụ có bán kính đáy là 7cm, diện tích xung quanh bằng 400 cm2. Khi đó chiều cao của hình trụ là (làm tròn đến chữ số thập phân thứ nhất):
	A. 9,1cm
	B. 8,1cm
	C. 7,1 cm
	D. 6,1cm



Chiều cao của một hình trụ bằng bán kính đường tròn đáy. Diện tích xung quanh của hình trụ là . Bán kính đường tròn đáy của hình trụ là:
	 A. 8cm
	B. 9cm
	C. 10 cm
	D. 11cm



    Chiều cao của một hình trụ bằng bán kính đường tròn đáy. Diện tích xung quanh của hình trụ là . Bán kính đường tròn đáy của hình trụ là:
	
A.  
	
B. 
	
C. 
	
D. 


[image: C:\Users\thanh\Desktop\23.jpg]Một bóng đèn huỳnh quang dài 0,6m; bán kính của đường tròn đáy là 2cm, được đặt khít vào một ống giấy cứng dạng hình hộp. Diện tích phần giấy cứng dùng để làm một hộp là (Hộp hở 2 đầu, không tính lề và mép dán):
	 A. 960cm2
	B. 800cm2

	C. 894cm2
	
D. 980cm2


Một hình trụ có chu vi hình tròn đáy là 13cm và chiều cao là 3cm. Diện tích xung quanh của hình trụ là:
	A. 29cm2
	B. 39cm2
	C. 49cm2
	D. 59cm2


Người ta nhấn chìm hoàn toàn một tượng đá nhỏ vào một lọ thủy tinh có nước dạng hình trụ. Diện tích đáy lọ thủy tinh là 12,8 cm2 . Nước trong lọ dâng lên 8,5 mm.  Thể tích của tượng đá là:
	A. 12,88cm3
	B. 11,89cm3
	C. 10,88cm3
	D. 9,89cm3


[image: C:\Users\thanh\Desktop\234.jpg]Một tấm kim loại được khoan thủng bốn lỗ như hình bên (lỗ khoan dạng hình trụ), tấm kim loại dày 2 cm, đáy của nó là hình vuông có cạnh 5cm. Đường kính của mũi khoan là 8mm. Thể tích phần còn lại của tấm kim loại là (làm tròn đến chữ số thập phân thứ 2): 
	A. 45,98cm3
	B. 46,98cm3

	C. 47,98cm3
	D. 48,98cm3


[image: C:\Users\thanh\Desktop\TRAC NGHIEM TOAN 9\hinhchup\2e.jpg]


 Diện tích toàn phần của hình nón theo các kích thước ở hình bên là: (tính với  và tính gần đúng đến cm2)
	A. 220cm2
	B. 374cm2

	C. 490cm2
	D. 590cm2


[image: C:\Users\thanh\Desktop\TRAC NGHIEM TOAN 9\hinhchup\2a.jpg]
 Một mẩu pho mát được cắt ra từ một khối pho mát dạng hình trụ có các kích thước như hình bên. Biết khối lượng riêng của pho mát là 3g/cm3. Khối lượng của mẩu pho mát là:
	A. 100g
	B. 200g

	C. 300g
	D. 400g

	
	




 Diện tích xung quanh của một hình trụ là 10m2 và diện tích toàn phần của nó là 14m2. Bán kính của đường tròn đáy của hình trụ là (làm tròn kết quả đến chữ số thập thâp thứ hai):
	A. 0,78m
	B. 0,80m
	C. 0,82m
	D. 0,84m


 Diện tích xung quanh của một hình trụ là 10m2 và diện tích toàn phần của nó là 14m2. Chiều cao của hình trụ là (làm tròn kết quả đến chữ số thập thâp thứ hai):
	A. 200cm
	B. 1,82m
	C. 2,82m
	D. 400cm



 (
3
) Một cái trục lăn có dạng hình trụ. Đường kính của đường tròn đáy là 42cm, chiều dài trục lăn là 3m. Sau khi lăn trọn 10 vòng thì trục lăn tạo trên sân phẳng một diện tích là:(tính với )
	A. 464000cm2
	B. 364000cm2
	C. 264000cm2
	D. 164000cm2


[image: C:\Users\thanh\Desktop\TRAC NGHIEM TOAN 9\hinhchup\2c.jpg]

 Một vật thể hình học có hình dáng như hình bên. Phần trên là nửa hình trụ, phần dưới là một hình hộp chữ nhật, với các kích thước cho trên hình vẽ. Thể tích vật thể hình học này là: (tính với )
	A. 4360cm3
	B. 4340cm3

	C. 5920cm3
	D. 5900cm3




 (
Hình 2
) Trong [image: C:\Users\thanh\Desktop\TRAC NGHIEM TOAN 9\hinhchup\2g.jpg][image: C:\Users\thanh\Desktop\TRAC NGHIEM TOAN 9\hinhchup\2v.jpg][image: C:\Users\thanh\Desktop\TRAC NGHIEM TOAN 9\hinhchup\2m.jpg]nửa hình cầu (hình 2) có OR = 10cm.  . Độ dài ST là 
	
A. 
	
B.  

	
C. 
	
D. 





E. CÁC BÀI TOÁN HÌNH HỌC TRONG ĐỀ THI VÀO 10 HÀ NỘI
Bài 1.  (Năm học 2015 - 2016). Cho đường tròn (O) và điểm A nằm ngoài đường tròn. Kẻ tiếp tuyến AB với đường tròn (O) (B là tiếp điểm) và đường kính BC. Trên đoạn thẳng CO lấy điểm I (I khác C và O). Đường thẳng AI cắt (O) tại D và E (D nằm giữa A và E). Gọi H là trung điểm DE.
a) Chứng minh A, B, O, H cùng thuộc đường tròn

c) Đường thẳng d qua E song song với AO cắt BC tại K. Chứng minh HK song song với CD.
d) Tia CD cắt AO tại P, tia EO cắt BP tại F. CHỨNG MINH tứ giác BECF là hình chữ nhật
Hướng dẫn:
[image: ]
a) 
b) 
c)  (vì ABOH là tứ giác nội tiếp).  (vì EK//AO). 
Suy ra BHKE là tứ giác nội tiếp nên 
	Mà  (vì BDCE là tứ giác nội tiếp). Suy ra . Vậy KH//CD
d) Gọi F’ là giao điểm của BP và (O).
Gọi AQ là tiếp tuyến thứ hai của (O).
Vì tứ giác BDQC nội tiếp nên  (cùng chắn cung QC)
Vì ABOQ là tứ giác nội tiếp đường tròn đường kính AO nên  (cùng chắn cung OQ). Suy ra  .
Xét tứ giác APDQ có  nên APDQ là tứ giác nội tiếp (tứ giác có 2 đỉnh kề nhau cùng nhìn cạnh chứa 2 đỉnh còn lại các góc bằng nhau)  (cùng chắn cung AP)
Có  Mà  (c.g.c) nên 
Do đó .
Suy ra . Do đó  nên F’E là đường kính (O)
Từ đó F’ trùng với F và FBEC là tứ giác nội tiếp nên 
Tứ giác FBEC có  nên tứ giác là hình chữ nhật.



Bài 2. (Năm học 2014 - 2015). Cho nửa đường tròn tâm O đường kính AB. Lấy điểm C trên đoạn thẳng AO (C khác A và O). Đường thẳng qua C vuông góc với AB cắt nửa đường tròn tại K. Gọi M là điểm bát kì trên cung KB (M khác K và B). Đường thẳng CK cắt các đường thẳng AM, BM tại H và D. Đường thẳng BH cắt nửa đường tròn tại điểm thứ hai N.
a) Chứng minh ACMD là tứ giác nội tiếp
b) Chứng minh CA.CB=CH.CD
c) Chứng minh ba điểm A, N, D thẳng hàng và tiếp tuyến tại N của đường tròn đi qua trung điểm DH
d) Khi M di động trên cung KB. Chứng minh MN luôn đi qua một điểm cố định.
Hướng dẫn:
[image: ]
a) 
b) và  vì cùng phụ với góc CBM
c) Chứng minh H là trực tâm tam giác ABD nên AD vuông góc với BH
Mà AN cũng vuông góc với BH nên A, N, D thẳng hàng
Gọi E là giao điểm của CK và tiếp tuyến tại N
Ta có BNDN, ONEN nên 
Mà . Suy ra  nên ED = EN
Dễ chứng minh tam giác HEN cân tại E nên HE = NE. Suy ra ED = EH
Vậy E là trung điểm của HD
d) Gọi I là giao điểm của MN và AB; Kẻ IT là tiếp tuyến của đường tròn với T là tiếp điểm 
Ta có EM vuông góc với OM nên N, C, O, M cùng thuộc đường tròn 
Do đó  nên tam giác ICT và ITO đồng dạng
CT vuông góc với IO  T trùng với K nên I là giao điểm của tiếp tuyến tại K của nửa đường tròn và đường thẳng AB  I cố định.



Bài 3.  (Năm học 2013 -  2014). Cho đường tròn (O;R) có đường kính AB cố định. Vẽ đường kính MN của đường tròn đó (M khác A và B). Tiếp tuyến của đường tròn tại  B cắt Am, AN tại Q và P.
a) Chứng minh AMBN là hình chữ nhật
b) Chứng minh M, N, P, Q cùng thuộc đường tròn
c) Gọi E là trung điểm BQ, đường thẳng vuông góc với OE tại O cắt PQ tại F. Chứng minh F là trung điểm BP và ME song song với NF 
d) Khi đường kính MN quay quanh tâm O và thỏa mãn điều kiện đề bài, xác định vị trí của đường kính MN để tứ giá MNPQ có diện tích nhỏ nhất.
Hướng dẫn:
[image: ]
a. ABMN là hình chữ nhật vì có 3 góc vuông (các góc nội tiếp chắn nửa đường tròn).
b. Chứng minh ).
c. Chỉ ra OE là đường trung bình của tam giác ABQ.
Chứng minh được OF // AP nên OF là đường trung bình của tam giác ABP.
Suy ra F là trung điểm của BP.
Chứng minh: ME // NF
Mà AP vuông góc với AQ nên OE vuông góc OF.
Xét tam giác vuông NPB có F là trung điểm của cạnh huyền BP. Xét 2 NOF = OFB (c-c-c)  nên ∠ONF =  900 .
Tương tự ta có ∠OME= 900 nên ME // NF vì cùng vuông góc với MN.
d. Ta thấy : 
	2SMNPQ  = 2SAPQ = 2SAMN  = 2R.PQ =AM.AN = 2R.(PB + BQ) = AM.AN
Tam giác ABP đồng dạng tam giác QBA suy ra:  AB2=  BP.QB
Áp dụng các bất đẳng thức  và 
Suy ra . Dấu bằng xảy ra khi MN vuông góc AB.


Bài 4.  (Năm học 2012- 2013) Cho đường tròn tâm O và điểm A ở bên ngoài đường tròn. Kẻ hai tiếp tuyến AM, AN với đường tròn (M, N là các tiếp điểm). Một đường thẳng d qua A cắt đường tròn tại điểm B và C (AB<AC, d không qua O).
a) Chứng minh tứ giác AMON nội tiếp.
b) Chứng minh . 
Tính độ dài đoạn thẳng BC khi 
c) Gọi I là trung điểm của BC, NI cắt đường tròn tại điểm thứ hai T. Chứng minh MT song song với AC
d) Hai tiếp tuyến của đường tròn tại B và C cắt nhau tại K. Chứng minh K luôn thuộc một đường thẳng cố định khi d thay đổi và thỏa mãn điều kiện đề bài
Hướng dẫn:
[image: ]
a. AMON nội tiếp(tổng 2 góc đối diện bằng 1800)
b. Tam giác ABN đồng dạng tam giác ANC. 
 nên AC=9 suy ra BC=5.
c. 5 điểm A, M, I, O, N cùng thuộc đường tròn nên  , mà 
Suy ra  nên MT // AC.
d. Xét AKO có AI vuông góc với KO. Hạ OQ vuông góc với AK. Gọi H là giao điểm của OQ và AI thì H là trực tâm của AKO , nên KMH vuông góc với AO. Vì MHN vuông góc với AO nên đường thẳng KMHN vuông góc với AO, nên KM vuông góc với AO. Vậy K nằm trên đường thẳng cố định MN khi BC di chuyển.


Bài 5.  (Năm học 2011- 2012) Cho đường tròn (O;R) đường kính AB. Bán kính CO vuông góc với AB, M là điểm bất kỳ trên cung nhỏ AC  (M khác A và C). BM cắt AC tại H. Gọi K là hình chiếu của H trên AB.
a) Chứng minh tứ giác CBKH là tứ giác nội tiếp.
b) Chứng minh  ∠ACM= ∠ACK
c) Trên đoạn thẳng BM lấy điểm E sao cho BE = AM. Chứng minh ECM là tam giác vuông cân tại C.
d) 
Gọi d là tiếp tuyến của đường tròn tại (O) tại điểm A. Cho P là một điểm nằm trên d sao cho hai điểm P, C nằm trong cùng  một nửa mặt phẳng bờ AB và . Chứng minh đường thẳng PB đi qua trung điểm của đoạn thẳng HK.


Hướng dẫn:
[image: ]
a. CBKH nội tiếp (tổng  góc đối diện bằng 1800)
b.  (cùng bằng góc ABM)
c. Chứng minh  (c.g.c ) suy ra CM=CE, , từ đó chứng minh được .
d. Q là giao điểm của MB và AP.Chứng minh P là trung điểm của AQ 
Từ giả thiết có tam giác PAM đồng dạng tam giác MOB nên PA=PM
Do tam giác AMQ vuông tại M có PM=PA nên PA=PQ
Sử dụng Talet có HI:PQ=IK:AP nên I là trung điểm của HK.


Bài 6.  (Năm học 2010- 2011) Cho đường tròn tâm O, đường kính AB = 2R. Gọi d1 và d2 lần lượt là hai tiếp tuyến của đường tròn (O) tại hai điểm A và B. Gọi I là trung điểm của OA và E là điểm thuộc đường tròn (O) (E không trùng với A và B). Đường thẳng d đi qua điểm E và vuông góc với EI cắt hai đường thẳng d1, d2 lần lượt tại M, N.
a) Chứng minh AMEI là tứ giác nội tiếp.
b) Chứng minh 
c) Chứng minh AM.BN = AI.BI.
d) Gọi F là điểm chính giữa của cung AB không chứa E của đường tròn (O). Hãy tính diện tích của tam giác MIN theo R khi ba điểm E, I,  F thẳng hàng.
[image: ]Hướng dẫn:

a) Xét tứ giác MAIE có 2 góc vuông là góc A và góc E (đối nhau) nên chúng nội tiếp trong đường tròn đường kính MI.
b) Tương tự ta có tứ giác ENBI nội tiếp đường tròn đường kính IN. 
Vậy  (vì cùng chắn cung EI)
Tương tự   (vì cùng chắn cung EI)
Mà  = 900 (EAD vuông tại E)
  = 1800 – ( + ) = 1800 – 900 = 900


c) Xét 2 tam giác vuông MAI và IBN ta có  (góc có cạnh thẳng góc)  chúng đồng dạng      (1)
d) Gọi G là điểm đối xứng của F qua AB. Ta có AM + BN = 2OG  (2) (Vì tứ giác AMNB là hình thang và cạnh OG là cạnh trung bình của AM và BN)


	Ta có : AI = , BI = 

	Từ (1) và (2)  AM + BN = 2R và AM.BN = 

	Vậy AM, BN là nghiệm của phương trình X2 – 2RX +  = 0





 AM =  hay BN = . Vậy ta có 2 tam giác vuông cân là MAI cân tại A và NBI cân tại B  MI =  và NI =  S(MIN) = 


Bài 7. (Năm học 2009- 2010). Cho (O;R) đường kính AB =2R và điểm C thuộc đường tròn đó (C khác A,B). D thuộc dây BC (D khác B,C). Tia AD cắt cung nhỏ BC tại E, tia AC cắt BE tại F.
a) Chứng minh tứ giác FCDE nội tiếp
b) Chứngminh DA.DE = DB.DC
c) Chứng minh  . Gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác FCDE, chứng minh IC là tiếp tuyến của (O).
d) Cho biết DF = R, chứng minh .
	Hướng dẫn:

a. Tứ giác FCDE nội tiếp vì có tổng 2 góc đối bằng 1800
b. 

ADC ~ BDE (gg)
c. 
d. 
tanAFB =  (CBA ~  CFD)
	[image: ]


Bài 8.  (Năm học 2008 - 2009) Cho đường tròn  (O; R) và A là một điểm nằm bên ngoài đường tròn. Kẻ các tiếp tuyến AB, AC với đường tròn ( B, C là các tiếp điểm ).
a) Chứng minh ABOC là tứ giác nội tiếp.
b) Gọi E là giao điểm của BC và OA. Chứng minh BE vuông góc với OA và OE.OA=R2.
c) Trên cung nhỏ BC của đường tròn (O; R) lấy điểm K bất kì (K khác B và C). Tiếp tuyến tại K của đường tròn (O; R) cắt AB, AC theo thứ tự tại các điểm P và Q. Chứng minh tam giác APQ có chu vi không đổi khi K chuyển động trên cung nhỏ BC.
d) 
Đường thẳng qua O, vuông góc với OA cắt các đường thẳng AB, AC theo thứ tự tại các điểm M, N. Chứng minh PM + QN  MN.
	Hướng dẫn:
a. Tứ giác ABOC nội tiếp (tổng 2 góc đối bằng 1800)
b. Sử dụng tính chất của 2 tiếp tuyến cắt nhau và hệ thức trong 
Chu vi tam giác ABC bằng AP+AQ+PQ=AP+AQ+KP+KQ=AB+AC không đổi.
c. 

PMO ~ OQN 
=> PM.QN = OM.ON = MN2 /4 

(PM + QN)2  4PM.QN = MN2 

    => PM + QN   MN
	[image: ]






Bài 9. (Năm học 2007 - 2008) Cho đường tròn (O) có đường kính AB = 2R và E là điểm bất kì trên đường tròn đó (E khác A và B). Đường phân giác góc AEB cắt đoạn thẳng AB tại F và cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai là K.
a) 
Chứng minh  
b) Gọi I là giao điểm của đường trung trực đoạn EF với OE, chứng minh đường tròn (I) bán kính IE tiếp xúc với đường tròn (O) tại E và tiếp xúc với đường thẳng AB tại F.
c) Chứng minh MN // AB, trong đó M và N lần lượt là giao điểm thứ hai của AE, BE với đường tròn (I).
d) Tính giá trị nhỏ nhất của chu vi tam giác KPQ theo R khi E chuyển động trên đường tròn (O), với P là giao điểm của NF và AK; Q là giao điểm của MF và BK.
Hướng dẫn:
[image: ]
a. KAF ~KEA (g.g)
b. OI=OE-IE nên (I) tiếp xúc (O) tại E.
IF // OK (2 góc đồng vị bằng nhau) nên IF ⊥ AB suy ra (I) tiếp xúc AB tại F.
c. MN là đường kính của (I): góc INE = góc OBE (= góc IEN) => MN // AB.
d. Chu vi KPQ = KP+PQ + KQ


= QB + QK + FK = BK + FK BK + FO =.  
Dấu “=” xảy ra khi E là điểm chính giữa cung AB.



Bài 10. (Năm học 2006 - 2007). Cho đường tròn (O; R) tiếp xúc với đường thẳng d tại A. Trên d lấy điểm H không trùng với điểm A và AH < R. Qua H kẻ đường thẳng vuông góc với d, đường thẳng này cắt đường tròn tại hai điểm E và B (E nằm giữa B và H).
a) Chứng minh ∠ABE = EAH và ∆ABH ~ ∆EAH.
b) Lấy điểm C trên d sao cho H là trung điểm của đoạn thẳng AC, đường thẳng CE cắt AB tại K. Chứng minh AHEK là tứ giác nội tiếp.
c) 
Xác định vị trí điểm H để AB = R.
[image: ]Hướng dẫn:

a. Góc nội tiếp và góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung cùng chắn cung AE.
Hai tam  giác đồng dạng theo trường hợp g.g
b. 

  HAE =  HCE (c.g.c) =>  mà  nên .
Do đó  nên CK vuông góc với AB. Do đó tứ giác AHEK nội tiếp (tổng 2 góc đối diện bằng 1800)
c. 


 Hạ OI  AB => AI = ½.AB =  => cos OA) =  => góc OAI = 300 

=>góc BAH=600 => AH = .


Bài 11. (Năm học 2005 – 2006). Cho (O) đường kính AB = 2R, C là trung điểm của OA và dây MN vuông góc với OA tại C. Gọi K là điểm tuỳ ý trên cung nhỏ BM, H là giao điểm của AK và MN.
a) CMR: BCHK là tứ giác nội tiếp.
b) Tính AH.AK theo R.
c) Xác định vị trí của điểm K để (KM + KN + KB) đạt giá trị lớn nhất và tính giá trị lớn nhất đó. 
	Hướng dẫn:
a. Tứ giác BCHK có  = 900 
b. 


 ACH ~  AKB (gg) =>  
      	AH.AK = AB.AC = R2

     c.  Cm BMN đều =>  KM + KN + KB = 2KN 
	max khi KN max = 2R 
	K,O,N thẳng hàng (K là điểm chính giữa cung BM)
	Max(KM + KN + KB) = 4R
	[image: ]



Bài 12. (Năm học 2004 - 2005). Cho tam giác ABC vuông tại A. Lấy điểm M tùy ý giữa A và B. Đường tròn đường kính BM cắt đường thẳng BC tại điểm thứ hai là E. Các đường thẳng CM, AE lần lượt cắt đường tròn tại các điểm thứ 2 là H và K.
a) Chứng minh tứ giác AMEC là tứ giác nội tiếp.
b) Chứng minh .
c) Chứng minh các đường thẳng BH, EM và AC đồng quy.
d) Giả sử AC<AB , hãy xác định vị trí của M để tứ giác AHBC là hình thang cân. 
	Hướng dẫn:

a. AMCE nội tiếp (tổng 2 góc đối diện bằng 1800)
b. Chứng minh CAHB nội tiếp suy ra  mà  nên  nên 2 cung MH và MK bằng nhau suy ra .
c. Gọi I là giao điểm của CA và BH, chứng minh I thuộc ME bằng cách chỉ ra M là trực tâm .
d. Tứ giác AHBC nội tiếp nên để tứ giác là hình thang cân thì AH // BC  cân tại M hay M thuộc đường trung trực của BC.

	[image: ]





Bài 13.  (Năm học 2002 - 2003). Cho đường tròn (O;R) , đường thẳng d không qua O cắt đường tròn tại hai điểm phân biệt A,B. Từ một điểm C trên d (C nằm ngoài đường tròn), kẻ hai tiếp tuyến CM, CN tới đường tròn (M,N thuộc O). Gọi H là trung điểm của AB, đường thẳng OH cắt tia CN tại K.
a) Chứng minh 4 điểm C,O,H,N thuộc một đường tròn
b) Chứng minh KN.KC=KH.KO
c) Đoạn thẳng CO cắt (O) tại I, chứng minh I cách đều CM,CN,MN.
d) Một đường thẳng đi qua O và song song với MN cắt các tia CM,CN lần lượt tại E và F. Xác định vị trí của điểm C trên d sao cho diện tích tam giác CEF nhỏ nhất.
Hướng dẫn:
[image: ]

a. C,O,H, N thuộc 1 đường tròn (H và N nhìn OC dưới góc vuông)
b. 2 tam giác KNO và KHC đồng dạng.
c. Chứng minh I là giao điểm 3 đường phân giác của tam giác CMN.
d. Kí hiệu diện tích CEF là S ta có S=CO.OF=ON.CF (hệ thức lượng)=R.CF
Mà 
Dấu bằng xảy ra khi CN=ON=R.


Bài 14. 
(Năm học 2001 - 2002) Cho đường tròn (O), một đường kính AB cố định, một điểm I nằm giữa A và O sao cho AI = AO. Kẻ dây MN vuông góc với AB tại I. Gọi C là điểm tùy ý thuộc cung lớn MN, sao cho C không trùng với M,N và B. Nối AC cắt MN tại E.
a) Chứng minh tứ giác IECB nội tiếp được trong đường tròn.
b) Chứng minh  đồng dạng với ACM và AM2 = AE.AC
c) Chứng minh AE.AC – AI.IB = AI2
d) Hãy xác định vị trí của điểm C sao cho khoảng cách từ N đến tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác CME là nhỏ nhất.
Hướng dẫn:
[image: ]
a. Tứ giác IECB nội tiếp vì tổng 2 góc đối bằng 1800
b. 
c.  nên  suy ra đpcm
d. Chứng minh:
		K thuộc BM từ đó để NK nhỏ nhất thì K là hình chiếu của N trên MB.
Khi đó G là trực tâm của tam giác BNM. Có  nên điểm N là điểm chính giữa cung AC, từ đó suy ra vị trí của C.


Bài 15. (Năm học 2000 - 2001). Cho đường tròn (O) đường kính AB cố định và một đường kính EF bất kì (E khác A,B). Tiếp tuyến tại B với đường tròn cắt các tia AE,AF lần lượt tại H,K . Từ A kẻ đường thẳng vuông góc với EF cắt HK tại M.
a) Chứng minh tứ giác AEBF là hình chữ nhât
b) Chứng minh tứ giác EFKH nội tiếp đường tròn
c) Chứng minh AM là trung tuyến của tam giác AHK
d) Gọi P,Q là trung điểm tương ứng của HB,BK,xác định vị trí của đường kính EF để tứ giác EFQP có chu vi nhỏ nhất.
Hướng dẫn:
[image: ]
a. Tứ giác có 3 góc vuông.
b. 
c. Chứng minh MA=MH=MK.
d. Có chu vi EFQP bằng  (sử dụng tính chất trung tuyến trong tam giác vuông).
Suy ra chu vi nhỏ nhất khi PQ nhỏ nhất.
Chứng minh EFQP là hình thang vuông nên .
Dấu bằng khi EF vuông góc AB.


Bài 16. (Năm học 1999 - 2000). Cho đường tròn (O) đường kính AB=2R, dây MN vuông góc với dây AB tại I sao cho IA< IB. Trên đoạn MI lấy điểm E (E ≠  M và I).Tia AE cắt đường tròn tại điểm thứ hai K.
a) Chứng minh tứ giác IEKB nội tiếp.
b) Chứng minh tam giác AME ~  AKM và AM2 =AE.AK
c) Chứng minh: AE.AK+BI.BA=4R2
d) Xác định vị trí điểm I sao cho chu vi tam giác MIO đạt GTLN.
Hướng dẫn:
	a. = 900   nội tiếp
b. ;   


	MAE ~  AKM  (g.g) => KL
c. AE.AK = AM2
	BI.BA = BM2 (hệ thức)
	mà AM2 + BM2 = AB2 = 4R2 nên có đpcm
d. 
CMIO  lớn nhất khi MI + IO lớn nhất. Ta có (MI + IO)2   2(MI2 + IO2) = 2R2

 chu vi MIO lớn nhất khi IO = MI = .
	[image: ]


Bài 17.  (Năm học 1998 - 1999). Cho đường tròn (O) và một điểm A nằm ngoài đường tròn. Từ A kẻ hai tiếp tuyến AB, AC và cát tuyến AMN với đường tròn (B,C,M,N thuộc đường tròn; AM<AN). Gọi I là giao điểm thứ hai của đường thẳng CE với đường tròn (E là trung điểm của MN).
a) Chứng minh 4 điểm A,O,E,C cùng nằm trên một đường tròn.
b) Chứng minh .
c) Chứng minh : BI//MN
d) Xác định vị trí cát tuyến AMN để diện tích tam giác AIN lớn nhất.
Hướng dẫn:
[image: ]
a. 

OE  MN và OC  AC
b. Chứng minh góc ABC = góc AOC và góc ABC =góc  BIC
c. Chứng minh  nên BI // MN.
d. SAIN lớn nhất khi SABN  lớn nhất .  SABN  lớn nhất khi B,O,N thẳng hàng. 


Bài 18. (Năm học 1997 - 1998). Cho tam giác ABC vuông tại A,đường cao AH. Đường tròn đường kính AH cắt các cạnh AB,AC lần lượt tại E và F.
a) Chứng minh tứ giác AEHF là hình chữ nhật
b) Chứng minh: AE.AB = AF.AC
c) Đường thẳng qua A vuông góc với EF cắt cạnh BC tại I. Chứng minh I là trung điểm của BC. 
d) Chứng minh rằng: nếu diện tích tam giac ABC gấp đôi diện tích hình chữ nhật AEHF thì tam giác ABC vuông cân.
	Hướng dẫn:

a. Tứ giác có 3 góc vuông.
b. AE.AB = AF.AC =AH 2
c. Chứng minh IA=IB=IC.
d. 
GT  SABC = 4SAFE   tỉ số đồng dạng k = 2  EF = ½  CB = AH  AH = AI HI ABC vuông cân.
	[image: ]


Bài 19. (Năm học 1996 - 1997) Cho đường tròn O bán kính R, một dây AB cố định (AB< 2R) và một điểm M tùy ý trên cung lớn AB (M khác A,B). Gọi I là trung điểm của dây AB và (O’) là đường tròn qua M và tiếp xúc với AB tại A. Đường thẳng MI cắt (O), (O’) lần lượt tại các giao điểm thứ hai là N,P.
a) Chứng minh  IA2 = IP.IM
b) Chứng minh tứ giác ANBP là hình bình hành.
c) Chứng minh IB là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác MBP.
d) Chứng khi M di chuyển thì trọng tâm G của tam giác PAB chạy trên 1 cung tròn cố định.
	Hướng dẫn:
a.  (g.g)
b.  nên AP // BN, IA=IB nên  suy ra hình bình hành
c.  nên IB là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác BMP.
d. Kẻ GE và GF lần lượt song song với PA và PB như hình vẽ. Khi đó  và 2 điểm E, F cố định.
	Có  cố 	định nên  cố định suy ra  cố định, 	mà E, F cố định nên G chạy trên 2 cung 	chứa góc cố định EGF dựng trên đoạn EF.
	[image: ]




 


Bài 20. (Năm học 1995 - 1996) Cho đường tròn (O) bán kính R và một dây BC cố định. Gọi A là điểm chính giữa của cung nhỏ BC. Lấy điểm M trên cung nhỏ AC, kẻ tia Bx vuông góc với tia MA ở I và cắt tia CM tại D.
a) Chứng minh góc AMD = góc ABC và MA là tia phân giac của góc BMD.
b) Chứng minh A là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác BCD và góc BDC có độ lớn không phụ thuộc vào vị trí điểm M.
c) Tia DA cắt tia BC tại E và cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai F, chứng minh AB là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác BEF.
d) Chứng minh tích P=AE.AF không đổi khi M di động. Tính P theo bán kính R và .

Hướng dẫn:
[image: ]
a.  (cùng bù ).  (A chính giữa cung BC)
b. Chứng minh ABD cân tại A suy ra AD=AB=AC. 
	Khi đó  không đổi
c.  nên AB là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác BEF.
d. 
	
	


1.4. Chứng minh 
qua hệ thức

 


Tỉ số diện tích của tam giác


Hệ thức lượng trong tam giác vuông


T/c đường phân giác của tam giác


Tam giác đồng dạng


Sử dụng định lí Ta - lét




















1.3. Chứng minh một điểm
 là trung điểm của đoạn thẳng


Dùng t/c các đường đặc biệt trong tam giác cân, các tứ giác đặc biệt


Dùng t/c đường trung bình của tam giác, của hình thang


Dùng định lí trong đường tròn, đường kính vuông góc với một dây thì đi qua trung điểm của dây đó


Định lí đảo tính chất đường trung trực của đoạn thẳng

















2.1. Chứng minh hai góc có số đo
 bằng nhau


	Là hai góc tương ứng của cặp tam giác bằng nhau, tam giác đồng dạng


	Là hai góc đáy của tam giác cân, hình thang cân


	Là hai góc đối đỉnh


	Là hai góc so le trong, đồng vị của hai đường thẳng song song


	Là các cặp góc đối của hình bình hành, hình thoi


	Sử dụng tính chất các góc đặc biệt trong đường tròn


	Tính chất tứ giác nội tiếp có góc ngoài bằng góc trong của đỉnh đối diện


























2.3. Chứng minh qua tính chất tia phân giác của một góc


	Dùng t/c các đường đặc biệt trong tam giác cân


	Dùng t/c đường chéo của hình thoi


	Dùng định lí đảo, t/c điểm thuộc tia phân giác của góc


	Dùng t/c hai tiếp tuyến cắt nhau 

















3.1. Chứng minh góc tạo bởi hai đường thẳng đó bằng 90 độ


Dùng t/c tiếp tuyến vuông góc với bán kính đi qua tiếp điểm


Dùng quan hệ vuông góc giữa đường kính và dây cung



Sử dụng t/c góc nội tiếp chắn nửa đường tròn


Sử dụng tính chất đường nối tâm của hai đường tròn cắt nhau


Dùng tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau


Quan hệ từ vuông góc đến song song


Là hai đường chéo của hình vuông, hình thoi 


Sử dụng tính chất của hai tia phân giác của hai góc kề bù


Dùng định lí đảo tính chất điểm thuộc trung trực của đoạn thẳng


Dùng định lí ba đường cao đồng quy

























































3.2. Chứng minh là góc của tam giác vuông


	Dùng định lí Pytago đảo


	Tam giác có đường trung tuyến bằng 1/2 cạnh đối diện là tam giác vuông.











1.1. Chứng minh hai đoạn thẳng có độ dài bằng nhau


Sử dụng tính chất của các tam giác và tứ giác đặc biệt


Dùng t/c điểm thuộc trung trực của đoạn thẳng, tia phân giác của góc


T/c hai tiếp tuyến cắt nhau


Dùng t/c trong 1 đường tròn, hai dây cách đều tâm thì bằng nhau và ngược lại


Dùng tính chất trong một đường tròn, hai dây căng hai cung bằng nhau thi bằng nhau


Là hai cạnh tương ứng của cặp tam giác bằng nhau
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