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UBND QUẬN BẮC TỪ LIÊM
TRƯỜNG THCS XUÂN ĐỈNH

BẢN MÔ TẢ NỘI DUNG CƠ BẢN CỦA SÁNG KIẾN
(Đính kèm đơn yêu cầu công nhận sáng kiến số ………)

Tên sáng kiến: Khai thác các bài toán hình học từ các bài toán trong sách giáo khoa Toán 9
Tác giả/Nhóm tác giả: Đỗ Minh Huệ

I. Thực trạng:
1. Các vấn đề tồn tại trước khi thực hiện sáng kiến
Trong các đề thi vào lớp 10 THPT, đề thi học sinh giỏi đa số các bài toán hình học đều khó, các bài toán này đều vận dụng kết quả của một số bài toán cơ bản trong sách giáo khoa Toán 9. 
Học sinh chưa hiểu sâu rộng, chưa hiểu rõ bài toán, chưa biết cách khái quát bài toán, chưa biết kết hợp các bài toán lại với nhau, chưa có điều kiện đọc nhiều sách tham khảo. 
Rất nhiều học sinh thường rất ngại làm bài tập phần hình học vì không biết bắt đầu suy nghĩ từ đâu, các bài toán thường kết hợp từ nhiều bài tập nhỏ, không biết trình bày bài khoa học và logic dẫn đến các em lúng túng và thiếu tự tin khi làm.
Trong các đề thi vào THPT từ phần thứ 2 của bài hình nhiều học sinh đã lúng túng và không làm được dẫn đến điểm thi thấp. Do đó nhiều học sinh thường sợ học phần hình học.
Đa số các em học sinh chưa có phương pháp học tập đúng, các em thường học vẹt, học máy móc, thiếu nhẫn nại khi gặp bài toán khó.
Đa số các bài toán chứng minh hình học thường khó, đặc biệt với các bài toán mà kết hợp nhiều kết quả của các bài toán khác thì rất khó để học sinh tìm ra hướng giải. Hầu hết khi gặp các bài toán này giáo viên thường không chia nhỏ bài toán ra mà thường hướng dẫn học sinh cách để giải bài toán. Từ đó dẫn đến các em nhìn nhận bài toán ở mức khó và không nhớ được cách giải. Đặc biệt khi gặp các bài toán tương tự các em cũng không biết cách để làm.
2. Lý do thực hiện sáng kiến
Phần hình học trong chương trình THCS là phần kiến thức rất hay và phong phú. Đó là một kho tàng bí mật mà ai yêu toán cũng thích tìm tòi và khám phá, nhưng những vấn đề khám phá được chỉ là một phần nhỏ tromg kho tàng tri thức. Chúng ta là những người yêu toán không thể không bắt tay tìm hiểu một vấn đề gì đó để góp phần vào sự phong phú của toán học nói chung và phần hình học nói riêng. Vì vậy tôi muốn trình bày một vấn đề nhỏ trong dạng toán chứng minh đẳng thức hình học để làm phong phú thêm kho tàng Toán học. Đó là một trong số rất nhiều cách để tạo ra các bài toán hay cũng như là cách suy luận để tìm ra hướng giải của nhiều bài toán khó.
Trong quá trình dạy học đặc biệt là phần hình học đối với các bài toán cần chứng minh phức tạp học sinh thường lúng túng, không xác định được hướng giải. Mỗi bài toán thường không có phương pháp chung do vậy các em học sinh thường không có định hướng để giải. Đa số các bài toán đó đều bắt nguồn từ các bài toán cơ bản ở trong sách giáo khoa. Vì vậy qua sáng kiến này tôi hướng dẫn HS cách thức tư duy, cách phát triển các bài toán cơ bản để từ đó tìm ra lời giải bài toán nhanh nhất và sáng tạo ra các bài toán mới.
II. Nội dung sáng kiến:
1. Nghiên cứu, đề xuất các giải pháp cụ thể để giải quyết thực trạng nêu trên
Trước vấn đề trên, bản thân tôi thấy việc phải hướng dẫn học sinh phân tích, tìm tòi hướng giải các bài toán hình học phẳng tổng hợp, giúp các em có định hướng đúng đắn khi gặp các bài toán này, đồng thời tạo hứng thú và phát triển tư duy cho học sinh trong quá trình học môn Toán là cần thiết.
Đề tài được trình bày dưới dạng đưa ra các bài tập cụ thể, mỗi bài tập đều phân tích định hướng cách giải, đồng thời đưa ra lời giải, cuối cùng đưa ra các bài tập được phát triển từ bài toán gốc hoặc các bài tập tương tự. 
[bookmark: _Toc160410306]1.1. Các bài toán gốc và cách giải
	Trong đề tài nghiên cứu này, tôi đưa ra ba bài toán gốc kèm theo phân tích, định hướng chứng minh và các phát hiện từ bài toán gốc nhằm giúp các em học sinh hiểu rõ hơn bản chất vấn đề cũng như dạng toán mà các em gặp trong quá trình làm bài tập. Cụ thể như sau:
Bài toán 1:  (Bài 22 trang 76 SGK - Toán 9 tập 2)

Trên đường tròn (O) đường kính AB lấy điểm M (khác A và B). Vẽ tiếp tuyến của (O) tại A. Đường thẳng BM cắt tiếp tuyến đó tại C. Chứng minh rằng .
Hướng dẫn chứng minh:  

Hướng dẫn: Chứng minh  có thể dựa vào kiến thức nào?

[bookmark: MTBlankEqn]Phát hiện: Chứng minh có thể dựa vào kiến thức Hệ thức lượng trong tam giác vuông hoặc Tam giác đồng dạng.
	Cách 1:

 (vì M thuộc đường tròn đường kính AB) 

 (vì CA là tiếp tuyến của đường tròn (O)) 
Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông 

ABC ta có: 

Cách 2:  
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 Từ Bài toán 1, nếu AB  không phải là đường kính mà CMB là một cát tuyến bất kỳ thì sao? 
Ta có bài toán:
Bài toán 2: (Bài 34 trang 80 SGK - Toán 9 tập 2)     

       Cho đường tròn (O) và điểm M nằm ngoài đường tròn đó. Qua điểm M kẻ tiếp tuyến MT và cát tuyến MAB. Chứng minh: 
Hướng dẫn chứng minh: 
Hướng dẫn và phát hiện: Tương tự Bài toán 1.
	

Cách giải: Xét và . Ta có: 

chung

 (góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung và góc nội tiếp cùng chắn cung AT của đường tròn (O))
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Cũng từ Bài toán 2 nếu không cho MT là tiếp tuyến mà cho cát tuyến MCD thì ta có bài toán sau: 
Bài toán 3: (Bài 23 trang 76 SGK - Toán 9 tập 2) 

Cho đường tròn (O) và một điểm M cố định không nằm trên đường tròn. Qua M kẻ hai đường thẳng, đường thẳng thứ nhất cắt (O) tại A và B, đường thẳng thứ hai cắt (O) tại C và D. Chứng minh: 
Hướng dẫn chứng minh: 

Hướng dẫn: Có thể xảy ra các trường hợp nào? Nêu cách chứng minh hệ thức: .
Phát hiện: 
	Trường hợp 1: Điểm M nằm ngoài đường tròn:   


Xét và ta có: 

 (hai góc nội tiếp cùng chắn cung AC)

chung
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Trường hợp 2: 
Điểm M nằm trong đường tròn:

Ta có:  

vì   
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Lưu ý: Từ bài toán 3 ta có thể rút ra nhận xét: 

       Nếu có tứ giác nội tiếp (hay 4 điểm A, B, C, D cùng thuộc một đường tròn) và M là giao điểm của hai cạnh đối AB và CD (trường hợp 1) hoặc M là giao điểm hai đường chéo AB và CD (trường hợp2) thì ta có 
[bookmark: _Toc160410307]1.2. Khai thác các bài toán gốc
1.2.1. Đảo lại bài toán 2 (Đảo của Bài 34 trang 80 SGK - Toán 9 tập 2)
	Đảo lại bài toán 2, ta có bài toán sau:

[bookmark: _Hlk164252289]Bài 2.1: Cho điểm M nằm ngoài đường tròn (O), MAB là cát tuyến của đường tròn đó, T thuộc đường tròn sao cho . Chứng minh MT là tiếp tuyến của đường tròn (O).
	Phát hiện:  
Đây là bài toán đảo của bài toán 2 nên từ giả thiết của bài toán ta có ngay




vì chung và  

(vì )
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Như vậy bài toán trở thành: Cho tam giác ABT và điểm M thuộc tia đối của tia AB  sao cho . Chứng minh MT là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABT.
Hướng dẫn chứng minh: Cách chứng minh một đường thẳng là tiếp tuyến của đường tròn?
Gợi ý: Gọi đường tròn ngoại tiếp tam giác ABT là đường tròn tâm O.
Học sinh dựa vào định nghĩa và tính chất của tiếp tuyến để phát hiện các cách chứng minh.
Cách 1: Chứng minh bằng phản chứng: 
	Giả sử TM không phải là tia tiếp tuyến của đường tròn (O). Qua T kẻ tia tiếp tuyến Tx' với đường tròn sao cho cung AT nằm trong góc ATx. 

Ta có  (gt) ;  

 (góc nội tiếp và  góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung cùng chắn cung AT)

tia TM trùng với tia Tx.
Mà Tx là một tia tiếp tuyến của đường tròn (O) nên TM cũng là tiếp tuyến của đường tròn (O).
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Cách 2: Kẻ 

Ta có  (gt) ;  

Mà    



Lại có 

 
hay TM là tiếp tuyến của đường tròn(O)
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	Cách 3:  Kẻ đường kính CT của đường tròn (O)

Ta có  


Mà (2 góc nội tiếp cùng chắn)

Ta lại có   

 
hay TM  là tiếp tuyến của đường tròn (O).
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	Cách 4:  Kẻ MT' là tiếp tuyến  của đường tròn (T và T’ nằm khác phía so với đường thẳng MO)

Ta có   

Mà
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Mà [image: ]hay TM là tiếp tuyến của đường tròn (O).
Bài toán này cũng chính là bài toán: Chứng minh định lý đảo về góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung.
[bookmark: _Hlk164252312]Bài 2.2: (Bài 30 trang 79 SGK - Toán 9 tập 2): 
Nếu góc BAx (với đỉnh A nằm trên đường tròn, một cạnh chứa dây cung AB), có số đo bằng nửa số đo của cung AB căng dây đó và cung này nằm bên trong góc đó thì Ax là một tia tiếp tuyến của đường tròn.
 Từ bài 2.1 ta có 
Nhận xét: Cho tam giác ABT và điểm M thuộc tia đối của tia AB. Các chứng minh sau là tương đương:
a) MT là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABT
b) 

c) 



 (hoặc  hoặc sđ) 





- Chứng minh MT là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABT rất hay được lồng vào thành câu khó trong nhiều đề thi HSG, câu trừu tượng đối với học sinh, vì vậy  hay  (hoặc  hoặc sđ) là các dấu hiệu để nhận ra bài toán, chúng ta sẽ tìm hiểu vấn đề này trong các bài tập áp dụng ở Phần 2: Bài tập vận dụng.
	Từ bài toán 2, kẻ thêm tiếp tuyến MQ 
với đường tròn, gọi giao điểm của MO 
với QT là H. 
Khi đó ta lại có MO là trung trực của QT 
(suy ra từ tính chất hai tiếp tuyến cắt 
nhau của đường tròn). 

Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông MTO ta có: . 
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Mà  (theo bài toán 2)  nên  Ta có:

Bài 2.3: Cho đường tròn (O) và điểm M nằm ngoài đường tròn đó. Qua điểm M kẻ các tiếp tuyến MT, MQ và cát tuyến MAB với đường tròn. Gọi H là giao điểm của MO với QT. Chứng minh: .
      Cũng từ bài toán 2 nếu khai thác theo hướng khác ta có bài toán sau:

Bài 2.4: Cho đường tròn (O) từ điểm M nằm ngoài (O) vẽ tiếp tuyến MB và cát tuyến MAC (A nằm giữa M và C). Chứng minh: .

Hướng dẫn chứng minh: Chứng minh:  ta cần chứng minh hệ thức nào tương đương?

	
Phát hiện: Cần chứng minh: 
Cách giải: 

Ta có:   

	[image: ]


      Từ Bài 2.3 nếu cho thêm một tiếp tuyến nữa kẻ từ M đến đường tròn ta có bài toán sau:

[bookmark: _Hlk164253216]Bài 2.5: Cho đường tròn (O) từ điểm M nằm ngoài (O) vẽ tiếp tuyến MB, MD và cát tuyến MAC (A nằm giữa M và C). Chứng minh: .     
	Hướng dẫn chứng minh:

 Ta có:    

           

Mà (t/c 2 tiếp tuyến cắt nhau) 

.
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1.2.2. Đảo lại bài toán 3 (Đảo của bài 23 trang 76 SGK - Toán 9 tập 2)
Đảo lại Bài toán 3: Nếu M có tính chất MA.MB = MC.MD thì bốn điểm A, B, C, D có cùng thuộc một đường tròn không? Ta có bài toán sau:
[bookmark: _Hlk164252369]Bài 3.1: Cho tứ giác ABCD. Gọi M là giao điểm của các cạnh đối AB và CD (A và D nằm trên cùng nửa mặt phẳng bờ BC). Chứng minh rằng: 

Nếu  thì tứ giác ABCD nội tiếp được đường tròn. 
	Phát hiện:  Chứng minh

  

Tứ giác ABCD nội tiếp được đường tròn.
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         Trường hợp M là giao điểm của hai đường chéo của tứ giác thì bài toán có đúng nữa không? Ta có bài toán sau:

[bookmark: _Hlk164252384]Bài 3.2: Cho tứ giác ABCD. Gọi M là giao điểm của hai đường chéo AC và BD. Chứng minh: nếu  thì tứ giác ABCD nội tiếp được đường tròn. 
	Phát hiện: Chứng minh tương tự  bài 3.1

Kết luận: Hai bài 3.1 và 3.2 chính là cách để 
nhận biết tứ giác nội tiếp.
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[bookmark: _Hlk164252398]Bài 3.3: Cho đường tròn (O) và điểm M nằm ngoài đường tròn đó. Qua điểm M kẻ các tiếp tuyến MT, MQ và cát tuyến MAB với đường tròn. Gọi H là giao điểm của MO với QT. Chứng minh AHOB là tứ giác nội tiếp. 
Hướng dẫn chứng minh: Chứng minh: AHOB là tứ giác nội tiếp như thế nào?
	Phát hiện: Áp dụng Bài 3.1

Để chứng minh AHOB là tứ giác nội tiếp ta chỉ cần chứng minh 
Thật vậy: 

Từ bài 2.2: ta có  .
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          Những bài toán trên là kiến thức rất quan trọng có thể xem là các bài toán cơ bản, nếu học sinh nắm được và phát hiện ra trong bài toán để vận dụng thì sẽ định hướng và giải quyết được câu khó trong rất nhiều bài tập.
        Sau đây là một số bài tập mà học sinh cần phát hiện và vận dụng các bài toán trên để giải quyết. 

[bookmark: _Toc160410308]1.3. Tổng hợp một số bài tập vận dụng

Bài 1: Cho hình thang ABCD có . Gọi E là trung điểm của AD. Kẻ AH vuông góc với BE, DI vuông góc với CE. Gọi K là giao điểm của AH và DI. Chứng minh rằng: 
a) Tứ giác BHIC là tứ giác nội tiếp.
b) EK vuông góc với BC.
	Hướng dẫn chứng minh:

a) Phát hiện: để chứng minh tứ giác BHIC nội tiếp ta có thể chứng minh: 

Việc chứng minh học sinh dễ dàng nhận ra nhờ hệ thức lượng trong hai tam giác vuông AEB và CED.
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Áp dụng Bài 3.1: Từ suy ra tứ giác BHIC nội tiếp.
b) Phân tích: 
Cách 1: Để chứng minh EK vuông góc với BC ta có thể chứng minh tứ giác KFCI (hoặc tứ giác KFBH) nội tiếp.


Phát hiện: để chứng minh tứ giác KFCI  nội tiếp theo bài toán 3.1 ta có thể chứng minh:  suy ra cần chứng minh  
Hai tam giác này đã có chung góc E, ta chỉ cần chứng minh một cặp góc bằng nhau nữa là được.

Ta chứng minh được  nhờ các tứ giác nội tiếp EHKI và BHIC. 



Áp dụng Bài 3.1: Từ  suy ra tứ giác KFCI nội tiếp, mà nên suy ra  hay EK vuông góc với BC.

Cách 2: Ta cũng có thể chứng minh EK vuông góc với BC bằng cách chứng minh tổng hai góc: như sau: 




Vì tứ giác BHIC nội tiếp nên , tứ giác EHKI nội tiếp nên mà  nên 
Bài 2: Cho đường tròn tâm O, bán kính R. Từ một điểm M ở ngoài đường tròn, kẻ hai tiếp tuyến MA và MB với đường tròn (A, B là các tiếp điểm). Qua A, kẻ đường thẳng song song với MO cắt đường tròn tại E (E khác A), đường thẳng ME cắt đường tròn tại F (F khác E), đường thẳng AF cắt MO tại N, H là giao điểm của MO và AB. 
a) Chứng minh: Tứ giác MAOB nội tiếp đường tròn. 


b) Chứng minh:  và . 

c) Chứng minh: .
Hướng dẫn chứng minh: 
- Phân tích:

  Mấu chốt của phần b đó là nhận ra được bài 2.2 là ta có:  

từ đó chứng minh 
	- Lời giải:


Ta có:  (so le trong do ) 



và(cùng bằngsđ)

.


Xét  và  có: 


 chung; 


 .
	[image: ]




* Có  (tính chất 2 tiếp tuyến cắt nhau) và  





 là đường trung trực của  và .




Xét  và  có:  chung; 


 .



Áp dụng hệ thức lượng vào  vuông  có: .


Do đó:    [image: ]


.





Vì   là góc vuông nội tiếp  nên ,, thẳng hàng.






(vì =sđ) . 



Áp dụng hệ thức lượng vào  vuông  có:  

.
Bài 3: Từ điểm A nằm ngoài (O) kẻ hai tiếp tuyến AB, AC với đường tròn (B, C là tiếp điểm). Trên nửa mặt phẳng bờ là đường thẳng AO chứa điểm B vẽ cát tuyến AMN với đường tròn (O) (AM < AN, MN không đi qua tâm O). Gọi I là trung điểm của MN. 
a) Chứng minh rằng tứ giác AIOC nội tiếp. 

b) Gọi H là giao điểm của AO và BC. Chứng minh  và tứ giác MNOH nội tiếp. 
c) Qua M kẻ đường thẳng song song với BN cắt AB và BC thứ tự tại E và F. Chứng minh M là trung điểm của EF.
Nhận xét: Phần b của bài toán trên xuất phát từ bài toán cơ bản đã phân tích ở trên. Do vậy học sinh dễ dàng nhận ra và tìm được lời giải nhanh chóng.
Bài 4: Cho điểm M nằm ngoài đường tròn (O; R). Từ M kẻ hai tiếp tuyến MA, MB với đường tròn (O) (A, B là các tiếp điểm). Qua A kẻ đường thẳng song song với MB cắt đường tròn (O; R) tại C. Nối MC cắt đường tròn (O; R) tại D. Tia AD cắt MB tại E. 
a) Chứng minh MAOB là tứ giác nội tiếp.

b) Chứng minh: . 

c) Xác định vị trí của M để .
	Hướng dẫn chứng minh: 
a) Chứng minh MAOB là tứ giác nội tiếp (Học sinh tự chứng minh)

b) Chứng minh: : 

Phát hiện: (bài toán 2)  


Vậy để chứng minh:  ta chỉ cần chứng minh .
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Suy ra phải chứng minh  

Áp dụng: Bài toán 2 ta có   (1)




  vì có chung  và  (= ) 

suy ra  (2)

Từ (1) và (2) ta có .

c) Xác định vị trí của M để  





Khi  ta chứng minh được . Từ đó suy ra   mà . 


Suy ra D là  trực tâm của  mà E là trung điểm của BM (chứng minh câu b) nên ta suy ra được  là tam giác đều, từ đó suy ra được MO = 2R. 
Bài 5: Cho điểm M nằm ngoài đường tròn (O). Vẽ các tiếp tuyến MA, MB (A,B là các tiếp điểm) và cát tuyến MCD không đi qua O (C nằm giữa M và D) với đường tròn (O). Đoạn thẳng OM cắt AB và (O) theo thứ tự tại H và I. Chứng minh rằng:
a) Tứ giác MAOB nội tiếp đường tròn.
b) 
.
c) 
.
d) 
CI là tia phân giác của . 
	Hướng dẫn chứng minh:
a) Chứng minh tứ giác MAOB nội tiếp 
đường tròn đường kính MO.
b) 
Chứng minh : 
Phát hiện: Đây chính là bài toán 2.
c) 
 Ta có:  (Hệ thức lượng trong tam giác vuông MAO)
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Và   (Câu b)


.
d) 
Chứng minh CI là tia phân giác của : 

Ta thấy là góc ngoài tại đỉnh C của tứ giác CHOD
Phát hiện: Tứ giác CHOD nội tiếp được đường tròn (Bài 3.3) 


suy ra (cùng bù với )


Cách 1:  là góc ở tâm chắn cung IBD nên 

             Suy ra 


Vậy để chứng minh CI là tia phân giác của  ta chỉ cần chứng minh 


Ta sẽ thấy ngay  (Cùng bù với , vì tứ giác AICD nội tiếp đường tròn tâm O)


Cách 2:  là góc ở tâm chắn cung IBD nên  



      Suy ra  mà (Cùng bù với , vì tứ giác KICD nội tiếp đường tròn tâm O)      


Suy ra  hay CI là tia phân giác của .

* Khai thác: Từ Bài 3 nếu bỏ câu b, mà yêu cầu chứng minh MH.MO = MC.MD thì học sinh sẽ rất khó làm nếu không có bài 2.2 vì học sinh sẽ nghĩ ngay đến việc chứng minh . Nhưng theo hướng này sẽ không chứng minh được. Ta lại có bài toán áp dụng bài 2.2:
Bài 6: Cho điểm A nằm ngoài đường tròn (O). Từ A kẻ hai tiếp tuyến AB, AC và cát tuyến ADE tới đường tròn đó (B,C là hai tiếp điểm; D nằm giữa A và E). 
Gọi H là giao điểm của AO và BC.
a) Chứng minh rằng ABOC là tứ giác nội tiếp.
b) 
Chứng minh rằng 
c) 
Tiếp tuyến tại D của đường tròn (O) cắt AB, AC theo thứ tự tại I và K. Qua điểm O kẻ đường thẳng vuông góc với OA cắt Tia AB tại P và cắt tia AC tại Q. Chứng minh rằng .
Hướng dẫn chứng minh:
a) Chứng minh rằng ABOC là tứ giác nội tiếp (như c/m câu a Bài 3)
b) 
Chứng minh rằng : 
Phát hiện: Đây chính là nội dung bài 2.2

c)  Chứng minh: 
Phân tích:
	
Ta có 
Ta cần chứng minh:
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Ta có , cần chứng minh  (vì )



Chứng minh:  Thật vậy 

Mà   

Và  



Mà 

Ta lại có   (1)


-  là tam giác cân (vì có AO là đường cao vừa là phân giác)    (2)

Từ (1) và (2)  



 .
	* Khai thác: 
Kẻ dây cung BC qua H; nối C với O
Phát hiện:  MQOT, QBTC là các tứ giác 

nội tiếp nên áp dụng bài toán 3 ta suy ra được

   Hai đường chéo của tứ giác MCOB cắt nhau tại H và 
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nên theo kết quả của bài 3.2 suy ra MCOB là tứ giác nội tiếp   (4)

Tứ giác MCOB nội tiếp mà hai dây OB và OC bằng nhau suy ra 

[image: ] MO là phân giác của . 


Mặt khác MO là phân giác của  nên suy ra:   (5)
Vì MAB là cát tuyến bất kì nên BC có thể xem là dây bất kì đi qua điểm H. 
Từ (4) và (5) ta có bài toán sau:
Bài 7: Cho đường tròn (O) và điểm M nằm ngoài đường tròn đó. Qua điểm M kẻ các tiếp tuyến MT, MQ với đường tròn. Gọi H là giao điểm của MO với QT; BC là dây bất kì qua H (C thuộc cung nhỏ QT); MB cắt đường tròn (O) tại A. Chứng minh:  
a) MCOB là tứ giác nội tiếp. 

b) .
* Khai thác: Gọi I là trung điểm của AB, K là giao điểm của tia TQ và tia OI. 
Ta chứng minh được KMHI là tứ giác nội tiếp. 
	Phát hiện:

 Ta có  (Áp dụng kết quả bài toán 3)

Mà  

Hay  
(vì OT = OA = OB)
Từ đây ta chứng minh được 

 
[image: ]KA là tiếp tuyến của đường tròn (O).
	[image: ]


Chứng minh tương tự ta có KB cũng là tiếp tuyến của đường tròn (O). Ta có bài toán sau:
Bài 8: Cho đường tròn (O) và điểm M nằm ngoài đường tròn đó. Qua điểm M kẻ các tiếp tuyến MT, MQ và cát tuyến MAB với đường tròn. Gọi H là giao điểm của MO với QT. Gọi I là trung điểm của AB, K là giao điểm của hai đường thẳng TQ và OI. Chứng minh: KA và KB là các tiếp tuyến của đường tròn (O).   
* Khai thác: Đảo lại bài toán trên: Nếu cho KA, KB là các tiếp tuyến ta có chứng minh được MQ là tiếp tuyến không?
Bài 9: Cho điểm M nằm ngoài đường tròn tâm O. Qua M kẻ đường thẳng d không đi qua O cắt đường tròn (O) tại A và B (A nằm giữa M và B). Các tiếp tuyến với đường tròn (O) tại A và B cắt nhau tại K. Từ K kẻ KH vuông góc với MO (H nằm trên MO) cắt cung nhỏ BC tại Q.  Gọi I là giao điểm của KO và AB.

a) Chứng minh: ;
b) Chứng minh: MQ là tiếp tuyến của đường tròn tâm O.
Hướng dẫn chứng minh:
a) Phát hiện: Tứ giác KMHI là tứ giác nội tiếp vì H và I cùng nhìn MK dưới những góc vuông. 

Áp dụng kết quả bài toán 3 ta có 
	b) 
Mà  
(hệ thức lượng trong tam giác vuông AOK)


Mà OA = OQ (bán kính của (O)) 


Từ đây ta chứng minh được


[image: ]MQ là tiếp tuyến của đường tròn tâm O.
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* Khai thác Bài 8: Thay đổi giả thiết của bài toán: Cho M là điểm chuyển động trên đường thẳng AB cố định [image: ] OI không đổi, mà OI.OK = R2 không đổi [image: ] OK không đổi, mà đường thẳng OK cố định (do vuông góc với đường thẳng AB cố định) [image: ] K cố định. Từ đó ta có bài toán sau:
Bài 10: Cho đường tròn tâm O bán kính R và một đường thẳng (d) cắt nhau tại hai điểm A, B ((d) không đi qua O). T là điểm di động trên tia đối BA, kẻ TM và TN là hai tiếp tuyến của đường tròn (M, N là hai tiếp điểm). Chứng minh rằng MN luôn đi qua một điểm cố định.
Hướng dẫn chứng minh: 
Hướng dẫn: Cách dự đoán điểm cố định mà đường thẳng luôn đi qua:
- Xác định điểm cố định mà MN luôn đi qua bằng cách cho T ở một vị trí khác ta được M’N’. 
- Khi đó giao điểm của MN và M’N’ là điểm cố định mà MN luôn luôn đi qua và cũng chính là giao điểm K của đường thẳng MN và đường thẳng OH.
- Chứng minh K là điểm cố định mà MN luôn luôn đi qua.

	
Cách 1: Chứng minh OK không đổi như phần khai thác trên.
Cách 2: Gọi K là giao điểm của đường thẳng MN và đường thẳng OH.
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Ta chứng minh KB là tiếp tuyến của đường tròn tâm O tại B (Bài 8) [image: ] K là giao điểm của hai đường thẳng cố định: đường thẳng OH và đường thẳng chứa tiếp tuyến tại B của đường tròn [image: ] K cố định.
Cách 3: Gọi K là giao điểm của đường thẳng MN và đường thẳng OH ta cũng có thể chứng minh KB là tiếp tuyến của đường tròn tâm O tại B như sau:

Ta có [image: ] tứ giác AOCB nội tiếp


 mà  

Ta lại có:  


 Tứ giác KOCB là tứ giác nội tiếp 

Mà  hay KB là tiếp tuyến của đường tròn tâm O tại B.
Cách 4: Ta có thể đưa bài toán này về bài sau:
    Cho đường tròn (O) từ điểm M nằm ngoài (O) vẽ tiếp tuyến MB, MD và cát tuyến MAC không qua tâm O (A nằm giữa M và C). Các tiếp tuyến kẻ từ A, C với O cắt nhau tại N. Chứng minh 3 điểm N, B, D thẳng hàng.
	Hướng dẫn chứng minh:
Theo kết quả Bài 2.4 ta có:



                                                   
Để chứng minh N, B, D thẳng hàng ta chứng minh các tiếp tuyến kẻ từ A, C 
với (O) và BD đồng quy.
    Giả sử tiếp tuyến tại A, C cắt tia DB lần lượt tại N, N’ khi đó ta có:
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     (2)


Từ (1) và (2) kết hợp với  ta suy ra  









 =   =   N’B = NB  N' N. Vậy các tiếp tuyến kẻ từ A, C với O và BD đồng qui hay N, B, D thẳng hàng.
* Khai thác Bài 10: Từ Bài 10 ta có thể đưa ra bài toán tổng quát với đường thẳng d không đi qua O ta có bài toán sau:
Bài 11: Cho đường tròn tâm O, bán kính R và một đường thẳng d, (d không đi qua O). T là điểm di động trên d và ở bên ngoài đường tròn; kẻ TM, TN là hai tiếp tuyến của đường tròn (M, N là hai tiếp điểm). Chứng minh rằng MN luôn luôn đi qua một điểm cố định.
Hướng dẫn chứng minh:  
	Phát hiện: Đây là bài toán tổng quát của Bài 10
Các trường hợp xảy ra:
- Trường hợp 1: đường thẳng (d) tiếp xúc với đường tròn (O):
Khi đó điểm cố định mà MN luôn đi qua chính là điểm M.
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	- Trường hợp 2: đường thẳng (d) cắt đường tròn (O) tại hai điểm phân biệt: 
 (bài 9)
- Trường hợp 3: đường thẳng (d) không cắt đường tròn (O):

Khi đó 
Suy ra OK.OH không đổi 
mà OH không đổi nên OK không đổi.  
Suy ra K là điểm cố định mà MN luôn luôn đi qua.
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*  Khai thác Bài 10: Gọi giao điểm của MI với đường tròn (O) là P ta có bài toán:
Bài 12: (Đề thi HSG Toán 9 tỉnh Nghệ An - Năm học 2011 - 2012)
    Cho đường tròn (O; R) và một dây BC cố định không đi qua O. Từ một điểm A bất kì trên tia đối của tia BC vẽ các tiếp tuyến AM, AN với đường tròn (M và N là các tiếp điểm, M nằm trên cung nhỏ BC). Gọi I là trung điểm của dây BC, đường thẳng MI cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai là P.
a) Chứng minh: NP//BC.
b) Gọi giao điểm của đường thẳng MN và đường thẳng OI là K. Xác định vị trí của điểm A trên tia đối của tia BC để tam giác NOK có diện tích lớn nhất.
Hướng dẫn chứng minh: 
	a) Ta có O, I, M, A, N cùng thuộc đường tròn đường kính AO

(cùng chắn cung NI)

Mà tứ giác AION nội tiếp nên  

F là điểm chính giữa cung NP 
hay NP//BC.

b) Ta có .
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Theo chứng minh ở Bài 9 ta có OK không đổi. Mà   nên  




Ta có , dấu đẳng thức xảy ra  Tứ giác OIAN là hình chữ nhật 
Vậy khi A thuộc tia đối của tia BC sao cho IA = R thì diện tích tam giác NOK lớn nhất.
    * Khai thác Bài 10: OK không đổi suy ra K là điểm cố định mà MN luôn đi qua ta còn có bài toán sau:
Bài 13: (Đề thi HSG toán 9 tỉnh Nghệ An - Năm học 2009 - 2010):
       Cho đường tròn (O; R) và đường tròn (O'; R') cắt nhau tại hai điểm phân biệt A và B. Từ một điểm C thay đổi trên tia đối của tia AB vẽ các tiếp tuyến CD; CE với đường tròn (O) (D, E là các tiếp điểm và E nằm trong đường tròn tâm O'). Hai đường thẳng AD và AE cắt đường tròn (O') lần lượt tại M và N (M, N khác với điểm A). Đường thẳng DE cắt MN tại I. Chứng minh:

a) .
b) Khi điểm C thay đổi thì đường thẳng DE luôn luôn đi qua một điểm cố định.
Hướng dẫn chứng minh: 
a) 
Ta có   (1)  
	(2 góc nội tiếp cùng chắn cung BN của đường tròn (O'))

 (2 góc nội tiếp cùng chắn cung BE của đường tròn (O))


 hay 

Tứ giác BDMI là tứ giác nội tiếp

(cùng chắn cung MI)

Mà (2 góc nội tiếp cùng chắn cung BN của đường tròn (O))

   (2)

Từ (1) và (2) 
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b) Cách1: Gọi K là giao điểm 2 tiếp tuyến kẻ từ A và B  K cố định (vì A, B cố định) chú ý rằng tứ giác ADBE tạo bởi 2 tiếp tuyến CD, CE và cát tuyến CAB.




 Nên theo Bài 2.4 . Theo Bài 10  D, E, K thẳng hàng  đường thẳng DE luôn đi qua điểm K cố định.
Cách 2: Gọi K là giao điểm của đường thẳng OO' và đường thẳng DE. 
Theo chứng minh Bài 10 ta có OK không đổi, mà O cố định, K thuộc đường thẳng OO' cố định nên K cố định. Vậy DE luôn đi qua điểm K cố định.

* Khai thác: Tứ giác ABOH nội tiếp ở Bài 2.1 ta còn chứng minh được HQ là phân giác của . Từ đó ta có bài toán sau:
Bài 14: (Đề thi HSG lớp 9 tỉnh Nghệ An - Năm học 2012-2013)
    Từ một điểm M nằm ngoài đường tròn (O), kẻ hai tiếp tuyến MQ, MT với đường tròn (Q và T là các tiếp điểm). Kẻ cát tuyến MAB (không đi qua O, A nằm giữa M và B), nối OM cắt QT tại H, QT cắt AB tại N. Chứng minh rằng:

   a) HQ là phân giác của .

   b) .

   c) .
Hướng dẫn chứng minh:

Hướng dẫn: a) Để chứng minh HQ là phân giác của  ta cần chứng minh điều gì?  
	

Phát hiện: Chứng minh HQ là phân giác của  hay , 


mà nên cần chứng minh .




Thật vậy, từ tứ giác AHOB nội tiếp . Mặt khác   vì tam giác AOB cân, mà  [image: ] đpcm
	[image: ]



b)  Hướng dẫn: Để chứng minh  ta cần chứng minh điều gì?


Chứng minh  hay 

Áp dụng tính chất đường phân giác của tam giác AHB ta có: 


suy ra ta cần chứng minh  hay chứng minh 



Mà  vì  suy ra ta phải chứng minh  (Điều này là rõ ràng vì đây chính là hệ thức lượng trong tam giác vuông MQO).


- Chứng minh  [image: ]chứng minh . 
(đây là phương pháp ta thường dùng để chứng minh hệ thức có liên quan đến tổng các tỉ số dạng này)



Phát hiện: Ta thấy HN và HM là các phân giác trong và ngoài của tam giác AHB nên để áp dụng tính chất đường phân giác để suy ra  vì cùng bằng tỉ số  ta nghĩ đến việc thay tỉ số  


suy ra  hay .
 Khai thác: Đảo lại Bài 7 ta có câu d của bài sau:
Bài 15: (Đề thi vào lớp 10 TP Hà Nội năm học 2013 - 2014)
     Cho đường tròn tâm O và điểm A nằm ngoài đường tròn (O). Kẻ hai tiếp tuyến AM, AN với đường tròn (O) (M, N là các tiếp điểm). Một đường thẳng d đi qua A cắt đường tròn (O) tại hai điểm B và C (AB < AC, d không đi qua tâm O). 
a) Chứng minh tứ giác AMON nội tiếp.


b) Chứng minh rằng . Tính độ dài đoạn thẳng BC khi  
c) Gọi I là trung điểm của BC. Đường thẳng NI cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai T. Chứng minh MT // AC.
d) Hai tiếp tuyến của đường tròn (O) tại B và C cắt nhau ở K. Chứng minh K
thuộc một đường thẳng cố định khi d thay đổi và thỏa mãn điều kiện đề bài.
Hướng dẫn chứng minh:
	a) Chứng minh tứ giác AMON nội tiếp
(Học sinh tự chứng minh)

b) Chứng minh 
Phát hiện: Đây là Bài toán 2 


AB = 4cm, AN = 6cm AC = 9cm BC = 5cm
c) Chứng minh MT // AC 
Chứng minh tứ giác ANOI nội tiếp 
	[image: ]





 Mà 
d) Cho d chuyển động quay quanh A ta dự đoán K chuyển động trên đường thẳng MN cố định. Chứng minh: 

     Gọi H là giao điểm của MN và AO H là trung điểm của MN

Ta có:  


 Tứ giác AKIH nội tiếp. Mà 


 mà M, N, K thẳng hàng.

Do A cố định nên MN cố định khi d thay đổi thì K luôn chạy trên đường thẳng MN cố định.
2. Đối chứng, so sánh kết quả trước và sau khi thực hiện các giải pháp
[bookmark: _Hlk164252874]	Sau một thời gian áp dụng các biện pháp giúp học sinh phát triển tư duy và giải quyết được các bài toán hình học tổng hợp, kết quả thống kê về kĩ năng giải toán cũng như tâm lý học sinh đã có sự thay đổi rõ rệt. Cụ thể như sau:
Bảng 1, 2: So sánh kết quả phiếu thăm dò ý kiến - tâm lý học sinh khi học hình học và làm bài tập hình tổng hợp trước và sau khi thực hiện sáng kiến
	Độ khó của các 
bài toán
	Rất khó
	Khó
	Độ khó trung bình
	Dễ
	Rất dễ

	Trước khi áp dụng đề tài
	65%
	22%
	13%
	0%
	0%

	Sau khi áp dụng đề tài
	8%
	29%
	49%
	14%
	0%



	Mong muốn của học sinh
	Làm được câu a
	Làm được câu b
	Làm được câu c
	Làm được câu d

	Trước khi áp dụng đề tài
	22%
	65%
	8%
	5%

	Sau khi áp dụng 
đề tài
	0%
	81%
	11%
	8%


Bảng 3: So sánh kết quả học tập của học sinh trước và sau khi áp dụng sáng kiến
	Khả năng của 
học sinh
	Làm được câu a
	Làm được câu b
	Làm được câu c
	Làm được câu d

	Trước khi áp dụng đề tài
	86%
	43%
	14%
	0%

	Sau khi áp dụng 
đề tài
	97%
	81%
	24%
	5%


(Kết quả trên đã được làm tròn)
Các bảng so sánh trên cho thấy các giải pháp trên có tính khả thi cao và có hiệu quả tương đối tốt đối với đối tượng là học sinh đại trà.
III. Hiệu quả mang lại
[bookmark: _Hlk164252918]Sau khi áp dụng các giải pháp nêu trên, đã mang lại hiệu quả như sau:
Trong các buổi dạy học trên lớp, dạy đại trà và bồi dưỡng học sinh giỏi tôi nhận thấy các em rất hào hứng học tập, say mê tìm hiểu và sáng tạo trong quá trình làm bài nói riêng và học tập bộ môn Toán nói chung.
Các năng lực đặc thù (năng lực toán học) và các năng lực chung của học sinh đều được phát triển đặc biệt là các năng lực toán học như tư duy và lập luận toán học, giải quyết vấn đề toán học, sử dụng công cụ, phương tiên toán học, ....
Các em học sinh tìm ra phương pháp học tập hiệu quả, giúp cải thiện kết quả học tập môn Toán cho bản thân.
Các thầy cô nâng cao năng lực tự nghiên cứu, đồng thời vận dụng tổng hợp các tri thức đã học, mở rộng, đào sâu và hoàn thiện chuyên môn, giáo viên nắm được những thuận lợi và khó khăn trong quá trình giảng dạy các bài toán hình học trong chương trình Toán 9 từ đó có định hướng nâng cao chất lượng dạy và học Toán
Các thầy cô giáo có thêm tài liệu tham khảo phục vụ cho việc giảng dạy, các em học sinh có thêm tài liệu phục vụ cho việc tự học, tự tìm tòi khám phá.
IV. Đánh giá phạm vi ảnh hưởng của sáng kiến
[bookmark: _Hlk164252928]	Tôi nhận thấy sáng kiến “Khai thác các bài toán hình học từ các bài toán trong sách giáo khoa Toán 9” có tính khả thi cao, phạm vi ảnh hưởng rộng rãi ở các trường THCS ở nhiều địa phương. Sáng kiến áp dụng trong quá trình dạy học phân môn Hình học phẳng trong chương trình Toán lớp 9 đối với đối tượng học sinh đại trà và các chuyên đề bồi dưỡng học sinh giỏi môn Toán.
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