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A. PHẦN MỞ ĐẦU


I. LÝ DO CHỌN ĐỀ TÀI

Dạng bài tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của một biểu thức chứa căn bậc hai là một dạng câu hỏi cơ bản trong bài biểu thức của lớp 9. Do vậy, việc hướng dẫn học sinh nắm được các phương pháp giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức chứa căn bậc hai là một điều tất yếu đối với giáo viên dạy lớp 9 và ôn thi vào lớp 10.

Có nhiều phương pháp tìm cực trị, một trong những phương pháp tìm cực trị của biểu thức, đó là dùng bất đẳng thức Côsi, hay được sử dụng trong chương trình cấp 2, nhất là đối với học sinh lớp 9.

Qua việc tìm lời giải của dạng toán này, nếu giáo viên truyền đạt được các phương pháp rõ ràng, đưa kiến thức khó hiểu thành kiến thức dễ tiếp cận hơn, sẽ có tác dụng lớn gây hứng thú học tập cho học sinh, phát triển trí tuệ và rèn luyện học sinh về nhiều mặt, rèn luyện được suy nghĩ, phương pháp suy luận, phương pháp giải quyết một vấn đề

Đối với giáo viên dạy giải toán tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức chứa căn bậc hai là một việc làm cần thiết, đây là một công việc đầy khó khăn mang tính sáng tạo, linh hoạt, đòi hỏi mỗi giáo viên phải có phương pháp khoa học, hợp lý phải có sự nỗ lực cố gắng vươn lên. Bởi vì mỗi  dạng toán, bài toán, giáo viên không chỉ đơn thuần cung cấp lời giải mà quan trọng hơn là dạy cho học sinh biết cách suy nghĩ tìm ra con đường hợp lý để giải toán.

Trong các kì thi vào lớp 10 THPT, các đề thi  thường có bài toán liên quan đến bất đẳng thức Cô si. Đó là bài toán về giá trị lớn nhất hoặc giá trị nhỏ nhất của một biểu thức gọi chung là bài toán cực trị. Đây là một loại toán đa dạng, phong phú, có trên cả ba lĩnh vực của toán học: Số học, đại số, hình học. Ngoài ra các toán cực trị xuất hiện nhiều lần trong các đề học sinh giỏi ở nhiều nơi và được đề cập ở mức độ khác nhau. Chính vì vậy, vấn đề giải bài toán cực trị cần được quan tâm không chỉ riêng đối với công tác bồi dưỡng học sinh giỏi mà cần được phát triển rộng hơn trong việc bồi dưỡng kiến thức cho học sinh.

Qua thực tiễn dạy học, tôi nhận thấy dạng bài tìm GTLN-GTNN của biểu thức chứa căn bậc hai vẫn là một dạng câu hỏi nhiều học sinh còn e ngại, cho rằng là câu khó, chưa thực sự sẵn sàng vượt qua. Số lượng bài tập các em được tiếp cận ít, thời gian các em được luyện tập không nhiều. Chính vì thế các em rất sợ loại toán này.

Giải bài toán tìm giá trị lớn nhất - giá trị nhỏ nhất là một vấn đề khó. Các phương pháp giải lại rất đa dạng phong phú, sử dụng bất đẳng thức Côsi chỉ là một phương pháp để giải loại toán này. Tuy nhiên, nếu sử dụng phương pháp này lại giải quyết được rất nhiều bài tập về GTLN-GTNN.

Trong khuôn khổ của bài viết này, tôi chỉ đưa ra phương pháp “Sử dụng bất đẳng thức Cô si để tìm GTLN, GTNN của biểu thức chứa căn bậc hai” mà học sinh thường gặp khi ôn thi vào 10.
II. MỤC ĐÍCH NGHIÊN CỨU

Đề tài này có tác dụng giúp học sinh học tốt môn Toán nói chung và việc giải các bài tập tìm cực trị nói riêng. Trang bị cho học sinh một số kiến thức mới nhằm nâng cao năng lực học môn toán giúp các em tiếp thu bài một cách chủ động, sáng tạo và làm công cụ giải quyết câu hỏi tìm cực trị có liên quan đến bất đẳng thức Cô si trong biểu thức chứa căn bậc hai

Giải quyết các thắc mắc, sửa chữa các sai lầm hay gặp khi giải bài toán tìm giá trị lớn nhất, tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức chứa căn bậc hai

Giúp học sinh nắm vững một cách có hệ thống các phương pháp căn bản và vận dụng thành thạo các phương pháp đó để giải bài tập. Qua đề tài sẽ giúp học sinh có cái nhìn rõ hơn về phương pháp sử dụng bất đẳng thức Cô si với dạng toán tìm GTLN-GTNN của biểu thức chứa căn bậc hai.

Nâng cao năng lực tư duy sáng tạo của học sinh trong học tập. Đặc biệt là giải quyết tốt các bài toán tìm GTLN-GTNN có liên quan đến bất đẳng thức Cô si.

Tạo hứng thú, yêu thích hơn đối với môn Toán cho học sinh khi tiếp cận được dạng toán này một cách nhẹ nhàng hơn.

Thông qua việc giải các bài toán cực trị giúp học sinh thấy mục đích của việc học toán và học tốt hơn các bài tập tìm cực trị, đồng thời góp phần nâng cao chất lượng giáo dục.


III. PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU

Phương pháp tiến hành: 

Cung cấp cho học sinh có kiến thức cơ bản

Cung cấp các phương pháp làm thông qua các ví dụ cụ thể

Tạo bài tập áp dụng, bài tập tự luyện

Tìm ra các sai lầm khi gặp để rút kinh nghiệm cho học sinh


Trong đề tài này đưa ra một số kiến thức cơ bản xung quanh bất đẳng thức Cô si phù hợp với trình độ nhận thức của học sinh trung học cơ sở.


Trang bị cho học sinh phương pháp sử dụng bất đẳng thức Cô si khi tìm GTLN, GTNN của biểu thức chứa căn bậc hai.

Rút ra một số nhận xét và chú ý khi dùng từng phương pháp.


Chọn lọc, hệ thống một số bài tập hay gặp cho phù hợp với  phương pháp giải, cách biến đổi.


Vận dụng bất đẳng thức Cô si vào giải bài toán cực trị.


Áp dụng bài toán tìm cực trị để giải quyết bài toán chứng minh bất phương trình.


IV. PHẠM VI VÀ ĐỐI TƯỢNG NGHIÊN CỨU



Đề tài áp dụng đối với học sinh lớp 9 đại trà.



Sử dụng bất đẳng thức Cô si tìm cực trị của biểu thức chứa căn bậc hai


V. THỜI GIAN TRIỂN KHAI THỰC HIỆN SKKN


Thực hiện trong các giờ luyện tập, ôn tập cuối kì, cuối năm 


Ôn thi tuyển vào lớp 10 THPT.

B. PHẦN NỘI DUNG

I. KIẾN THỨC CƠ BẢN

1. Định nghĩa GTLN-GTNN của một biểu thức.

Giáo viên cần hướng dẫn học sinh hiểu rõ 2 định nghĩa sau:

Định nghĩa: GTNN của biểu thức    f(x,y…) 

Ta nói m là GTNN của f(x,y…) xác định trên miền D, ký hiệu min f = m nếu 2 điều kiện sau thỏa mãn:

- [image: image2.png]


x, y….[image: image4.png]


 D thì f(x,y…) [image: image6.png]


 m (m là hằng số)


(1)

- Tồn tại xo, yo,… [image: image8.png]


 D sao cho f(xo, yo,…) = m (m là hằng số)
(2)

Lưu ý: Để có min f=m thì nhất thiết phải có 2 điều kiện trên cùng xảy ra, nếu chỉ một trong hai điều kiện thì chưa kết luận gì về GTNN.

Ta nói M là GTLN của f(x,y…) xác định trên miền D, ký hiệu max f = M nếu hai điều kiện sau thỏa mãn:

- [image: image10.png]


x, y….[image: image12.png]


 D thì f(x,y…) [image: image14.png]


 M (M là hằng số)


(3)

- Tồn tại xo, yo,… [image: image16.png]


 D sao cho f(xo, yo,…) = M (M là hằng số)
(4)

Tương tự ở đây giáo viên cần nhấn mạnh để có max f = M thì M phải là hằng số và nhất thiết phải có hai điều kiện trên cùng xảy ra, nếu thiếu một trong hai điều kiện này thì không thể kết luận gì về GTLN.

2. Bất đẳng thức Cô si:

«Trung bình cộng ≥ trung bình nhân »
Chúng ta đã biết: Với a [image: image18.png]


 0, b [image: image20.png]


 0 thì  [image: image22.png]a+b=2Vab




Dấu “=” xảy ra [image: image24.png]


 a = b

a1 + a2 + …… + an [image: image26.png]


 n[image: image28.png]



Dấu “=” xảy ra [image: image30.png]


 a1 = a2 = ……. = an

Với a, b [image: image32.png]


 0 từ (5) ta có:

*  Nếu ab = k không đổi thì min (a+b) = 2[image: image34.png]


 [image: image36.png]


 a = b

* Nếu a + b = k không đổi thì max [image: image38.png]


 [image: image40.png]


a = b

Kết quả trên được mở rộng với n số không âm

* Nếu   a1, a2 ……. an = k không đổi thì min a1 + a2 + …….+ an = n[image: image42.png]Vk




* Nếu  a1 + a2 + …….. + an = k không đổi thì max a1 a2 ……. an =

[image: image44.png]&) =



a1  = a2  = …… = an
3. Đặc điểm khi sử dụng bất đẳng thức Cô si

- Sử dụng với hai số không âm

- Thường bđt Cô si có tính đối xứng, khi có dấu “=” xảy ra thì mới có GTLN hoặc GTNN. Nếu sử dụng liên tiếp các bất đẳng thức thì phải chú ý dấu  “=” phải được thỏa mãn cùng 1 giá trị của biến trong miền xác định.

- Thường vai trò của biến trong bất đẳng thức như nhau nên dấu = xảy ra khi hai biến bằng nhau

- Khi có dấu ≥ , ta có bất đẳng thức chuyển từ trung bình cộng sang trung bình nhân. Khi đó ta tìm được GTNN của biểu thức. Thường sử dụng khi tích của hai số là 1 hằng số

- Khi có dấu ≤ ta có bất đẳng thức chuyển từ trung bình nhân sang trung bình cộng. Khi đó ta tìm được GTLN của biểu thức. Thường sử dụng khi tổng hai số là một hằng số.

II. CÁC PHƯƠNG PHÁP SỬ DỤNG BẤT ĐẲNG THỨC CÔ SI

1. Sử dụng trực tiếp bất đẳng thức Cô si (Các biểu thức thường gặp trong các bài tập biểu thức chứa căn bậc hai của lớp 9)

* Phương pháp:

- Tách hạng tử để trong đó tạo thành phân thức có tử chia hết cho mẫu

Hoặc: chia đa thức (Đa thức tử có bậc lớn hơn hoặc bằng đa thức mẫu)

Bài 1. Đề thi vào 10 Hà Nội năm 2015 – 2016

Câu I. Cho hai biểu thức

 [image: image46.png]


  và [image: image48.png]o O

V42 | x—4




 với [image: image50.png]x> 0;x =4



.

1) Tính giá  trị của biểu thức [image: image52.png]


 khi [image: image54.png]


.

2) Rút gọn biểu thức [image: image56.png]


.

3) Tìm giá trị của [image: image58.png]


 để biểu thức [image: image60.png]


 đạt giá trị nhỏ nhất.

Giải

 3) [image: image62.png]



Áp dụng BĐT Cô si với hai số dương [image: image64.png]Vx

53
va=



 Ta có [image: image66.png]



Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi [image: image68.png]


 ( x = 3 (tmđk)

Vậy giá trị nhỏ nhất của [image: image70.png]


 là [image: image72.png]2v/3



 khi x = 3.

Bài 2.  Đề thi vào 10 Hà Nội năm 2020 – 2021
Cho hai biểu thức [image: image74.png]_ Vx1
Vx+2



 và [image: image76.png]


 với [image: image78.png]



1) Tính giá trị của biểu thức [image: image80.png]


 khi [image: image82.png]



2) Chứng minh [image: image84.png]&=




3) Tìm tất cả giá trị của [image: image86.png]


 để biểu thức [image: image88.png]P=2A.B+x



 đạt giá trị nhỏ nhất.

Giải 

3)

Ta có [image: image90.png]_ _ o Yx+1 2
P=2.AB++x= 2.—&”.—&H+ﬁ





[image: image92.png]=Vx+ —7\/’+2+——2




Có [image: image94.png]x=0=2yx=0=>yx+2>0



 và [image: image96.png]



Áp dụng bất đẳng thức Cô si cho hai số [image: image98.png]


 và [image: image100.png]


 ta được:


[image: image102.png]



[image: image103.png]=VxX+2+ —222=P=2.

4
Jx+2




Dấu [image: image105.png]


 xảy ra khi và chỉ khi [image: image107.png]ﬁ+2:ﬁ©(ﬁ+2)2:4




[image: image108.png]\/’+272
= x+2=—20)




[image: image110.png]eJyx+2=2eJyx=0=x=0



 (thỏa mãn điều kiện)

Vậy [image: image112.png]


 thì biểu thức [image: image114.png]P =2AB +x



 đạt giá trị nhỏ nhất.

* Nhận xét: thấy tích của [image: image116.png]


 và [image: image118.png]


 chưa phải là hằng số. Ta thêm bớt 2 để sử dụng Cô si cho hai số mà tích của chúng là một hằng số

Bài 3:  Cho [image: image120.png]x+3

= Vx4l



. Tìm min P

Giải:

ĐK: x [image: image122.png]


 0

Có      [image: image124.png]_xmira (Va-1)(Vara)+s

P Va+l Va+l

T 1.4
=VX—1+—=—




(Có thể hướng dẫn HS cách chia đa thức)

Áp dụng bất đẳng thức Cô si ta có

[image: image125.png]+1 —2=22-2=2
VE+1) X+




GTNN của P = [image: image127.png]


 [image: image129.png]@f+1——©x:1



 (tmđk)

Nhận xét: 

Trong các phép biến đổi biểu thức P ở trên ta thấy

[image: image131.png]ﬁ—lmﬁL1



 chưa có tích là một hằng số, do vậy ta biến đổi

[image: image133.png]P= f+1+——2



 và áp dụng bất đẳng thức Cô si với 2 số dương

[image: image135.png]X+1va ——
Vi+1lva =



 Ta sẽ tìm được GTNN của P.

Bài 4. Cho x, y > 0 thỏa mãn [image: image137.png]



Tìm GTNN của A = [image: image139.png]VX + [y




Giải:

Với x, y > 0 biểu thức A luôn xác định

Vì x > 0, y > 0 => [image: image141.png]Vx, Jy >0



.

Áp dụng bất đẳng thức Cô si với 2 số dương [image: image143.png]VX, [y




ta có: A = [image: image145.png]ﬁ+ﬁz\]ﬁ.7ﬁ




Mà [image: image147.png]



Vậy A = [image: image149.png]ﬁ+ﬁzz‘],/?yzzﬂ:4




A min = 4 [image: image151.png]


 x = y = 4 (tmđk)

Nhận xét: 

Trong ví dụ trên ta đã sử dụng bất đẳng thức Cô si hai lần như sau:

Lần thứ nhất: [image: image153.png]ﬁ+ﬁzz\]ﬁ7ﬁ





(1)

Đến đây chưa kết luận gì được về GTNN của A

Lần thứ hai: [image: image155.png]



Thay [image: image157.png]


 vào biểu thức (1) ta tìm được GTNN của A.

Tuy nhiên không phải lúc nào ta cũng có thể dùng trực tiếp bất đẳng thức Cô si với các số trong đề bài. Giáo viên cần hướng dẫn học sinh một số biện pháp biến đổi một biểu thức để có thể vận dụng bất đẳng thức Cô si rồi tìm cực trị của nó.

· Sai lầm thường mắc với phương pháp này được thể hiện thông qua bài tập sau:
Bài 5. Với x ≥ 1, tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức P = [image: image159.png]4x+4Vx+5
241




Cách giải sai: 

Chia đa thức tử cho mẫu, ta được

P = [image: image161.png]4
241

2Vx+1+




Áp dụng bất đẳng thức Cô si ta có

P  ≥  
[image: image162.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi [image: image165.png]2yx+1=



 [image: image167.png]2V +1



 ( [image: image169.png]2yx+1=2



 ( x = [image: image171.png]


.

Từ đó vội vàng kết luận GTNN của P là 4 khi x = [image: image173.png]


.

Sai lầm vì x = [image: image175.png]


 không thỏa mãn điều kiện là x ≥ 1.

Cách giải đúng:

Nhận thấy Với x ≥ 1 thì [image: image177.png]2yx+1=3



,

Nếu áp dụng BĐT Cô Si thì có thể dấu “=” xảy ra khi [image: image179.png]2yx+1=3




Đặt [image: image181.png]2yx+1l=y=>y=3wix=1)



. Ta có

[image: image182.png]



( Vì Áp dụng BĐT Cô – si, ta có [image: image184.png]


=[image: image186.png]


 và  y ≥3 => [image: image188.png]


 )

dấu “=” xảy ra khi có dấu “=” xẩy ra đồng thời [image: image190.png]


  ( y = 3.

Vậy GTNN của P là [image: image192.png]


 khi [image: image194.png]2yx+1=3



 ( x =  1 (thỏa mãn đk)

Các bài tập tương tự.

1. Cho A [image: image196.png]a®+2

R




. Tìm GTNN của A.

2. Tìm GTNN của biểu thức [image: image198.png]x4 Vx4

B=—1r





3. Tìm GTNN của biểu thức [image: image200.png]



4. Cho M = [image: image202.png]—Vx-x+6
34+vx




 . Tìm giá trị lớn nhất của M

Ở các bài tập trên, ta nhận thấy sau khi chia đa thức, ta có tích của hai số là một hằng số, nên sử dụng BĐT Cô si ngay. Tuy nhiên không phải lúc nào ta cũng có thể dùng trực tiếp bất đẳng thức Cô si với các số trong đề bài. Giáo viên cần hướng dẫn học sinh một số biện pháp biến đổi một biểu thức để có thể vận dụng bất đẳng thức Cô si rồi tìm cực trị của nó.

2. Biến đổi biểu thức cần tìm cực trị để áp dụng bất đẳng thức Cô si

Một số cách biến đổi :

-  Nhân và chia biểu thức với cùng một số khác không.

- Bình phương biểu thức cần tìm cực trị

- Biến đổi biểu thức đã cho thành một tổng các biểu thức sao cho tích của chúng là một hằng số.

- Thêm hạng tử vào biểu thức đã cho.

2.1 Cách nhân và chia biểu thức với một số khác 0

Áp dụng tính chất cơ bản của phân thức, khi ta nhân hay chia cả tử thức và mẫu thức của phân thức với cùng một số khác không thì giá trị của phân thức không thay đổi.

Bài 6. Tìm GTLN của biểu thức [image: image204.png]Vx

T xi3Vxsa




 với x > 0.

Giải:

Chia cả tử và mẫu cho [image: image206.png]


 ta có A = [image: image208.png]s




Áp dụng BĐT cô si với hai số dương [image: image210.png]


 và [image: image212.png]


 ta có [image: image214.png]


 + [image: image216.png]


 ≥ 2.2

Suy ra có [image: image218.png]


 + [image: image220.png]


 + 3 ≥ 7 = > A≤[image: image222.png]



Dấu “=” xảy ra khi [image: image224.png]


 = [image: image226.png]


  ( x = 4 (tmđk)

Vậy GTLN của A là [image: image228.png]


 khi x = 4

Bài 7.  Tìm GTLN của [image: image230.png]



Giải:

ĐK: x [image: image232.png]


 16

[image: image233.png]x—16 ‘/x716)16 x—16+16

1
4x Ticar ~2 1lox




Áp dụng BĐT cô si ta có[image: image235.png]JG—16)16 < (x— 16+ 16)




[image: image236.png]



[image: image238.png]Amin=—ox—16=16 < x =32



 (tmđk)

Nhận xét: 

Nhân thêm [image: image240.png]


 vào tử và mẫu để trên tử có tổng hai số (x-16) và 16 có tổng là x, rút gọn được với x dưới mẫu.

Bài 8 : Tìm GTLN của biểu thức. [image: image242.png]


  
ĐK x [image: image244.png]


 16

[image: image245.png]



Vì x [image: image247.png]


 16 => [image: image249.png]Vx—16 =0



 áp dụng bất đẳng thức Cô si cho hai số không âm.

Ta có [image: image251.png]JOr—16).16 < =222
S





[image: image252.png]



[image: image253.png]



[image: image254.png]



Dấu “=” xảy ra [image: image256.png]


x – 16 = 16 [image: image258.png]


 x = 32 (tmđk)

Vậy max P =[image: image260.png]


 [image: image262.png]


x = 32

Bài 9: Tìm GTLN của [image: image264.png]



ĐK: x [image: image266.png]


 1; y [image: image268.png]


 2

Ta có

  [image: image270.png]



[image: image271.png]= Jo=pz L,
y 2y = iy 2y 2





[image: image272.png]



GTLN của B = [image: image274.png]


 (tmđk).

Bài tập tương tự
1) Tìm GTLN của biểu thức [image: image276.png]sVx

T x+x+9

A




 với x >0
2) Tìm GTLN của [image: image278.png]



3) Tìm GTLN của biểu thức. [image: image280.png]_ x+/x=25

Sx



  

Bài 10 :  Đề thi vào 10 của thành phố Hà Nội năm 2016 – 2017 (bài V)

Với các số thực x, y thỏa mãn [image: image282.png]—Vx+6=y+6—y




, tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức P = x + y

Giải : ĐK x ≥-6, y ≥ -6

Từ giả thiết ta có P =  [image: image284.png]VX +6



 + [image: image286.png]


 . Suy ra P ≥ 0.

Bình phương hai vế ta có :

[image: image287.png]P2=P+1242/(x+6)(y+6)<P+12+x+6+y+6=2P + 24




(Áp dụng BĐT Cô si với hai số không âm x + 6 và y+ 6)

Vậy P2 – 2P + 1 [image: image289.png]


25 ( (P - 1)2 [image: image291.png]


 25 ( P [image: image293.png]


6.

P = 6 khi [image: image295.png]{x+6:y+6
X+y=6



 ( x = y = 3 (tmđk)

Vậy giá trị lớn nhất của P là 6 khi x = y = 3

Bài 11: Tìm GTLN của A[image: image297.png]2x—5+1/9—2x




Giải:

ĐKXĐ: [image: image299.png]A

A
oo




[image: image300.png]A2 =2x—5+9—2x+2/(2x—5)(9— 2x)




[image: image301.png]=2A2<44+2x—-5)+(9—-2x)=28




[image: image302.png]GTNNA2=8= (2x—5)=(9 —-2x)= x = 3,5




GTLN của A = [image: image304.png]242



 [image: image306.png]


x = 3,5

Nhận xét: 

Ta bình phương biểu thức A nếu biểu thức A dạng tổng 2 căn thức mà hai biểu thức lấy căn có tổng là hằng số. Ta tìm GTNN của A2, sau đó tìm GTNN của A (A[image: image308.png]



Bài 12: Tìm GTLN của A = [image: image310.png]



Giải:

ĐK: x2 [image: image312.png]


 6

Ta có: [image: image314.png]T e

#=xt6-) =455 6-x) s4.(=

3




[image: image315.png]



[image: image316.png]A2 <32 = A < 42




[image: image317.png]Max A=4Ze o —6-x> o x =12




Nhận xét: 

Sử dụng bất đẳng thức cô si với 3 số [image: image319.png]


, tổng của 3 số này có giá trị không đổi là một hằng số.

Bài 13 : Tìm GTNN của [image: image321.png]



Với x, y, z > 0 thỏa mãn x + y + z [image: image323.png]


12

Giải

Với x, y, z > 0 biểu thức P luôn xác định

Ta có [image: image325.png]pz =X ¥ xy yz
L 2 2
42
. x @ CVm Yz Yy
23
[y3




Ta có: [image: image327.png]



[image: image328.png]



[image: image329.png]



Do đó: [image: image331.png]I .
y+1+X+2‘/;+2 +x+y+zz4(x+y+2)

¥z
=2




[image: image332.png]=P2=3(x+y+2z)=P2=>3.12=36




Dấu “=” xảy ra [image: image334.png]


 x = y = z

Nhận xét: 

Ở đây ta bình phương biểu thức P. Sau đó biến đổi P2 bằng cách tách hạng tử, thêm hạng tử. Từ đó mới vận dụng được bất đẳng thức Cô si.

Các bài tập áp dụng :

1. Tìm GTLN của biểu thức [image: image336.png]A=vVx—-5++23—«x




2. Cho x + y = 15. Tìm GTLN, GTNN của B = [image: image338.png]x—4+

y—3





2.3. Biến đổi biểu thức đã cho thành một tổng các biểu thức sao cho tích của chúng là một hằng số.
*Phương pháp: Tách một hạng tử thành nhiều hạng tử để triệt tiêu biến trong căn.

Bài 14. Tìm GTNN của biểu thức [image: image340.png]


 (x>0)

Giải : A [image: image342.png]


  = [image: image344.png]ﬁ+ﬁ+ﬁ+%



  ≥ [image: image346.png]4* ﬁﬁﬁ%




A ≥ 8. Dấu « = » xảy ra khi [image: image348.png]


 => x = 4.

Bài 15.  Cho 0 < x < 9. Tìm GTNN của A [image: image350.png]


 

Giải: 

0 < x < 9 thì A luôn xác định

Ta có:  A [image: image352.png]



Áp dụng bất đẳng thức Cô si với 2 số dương A [image: image354.png]B

5l



  ta có:

[image: image355.png]5—vx 16yx 5 —+/x
5—Vx'

16vx

5_

=2

Vx

Vx

x





[image: image356.png]-A>2V16+1




[image: image357.png]=A=24+1=9




GTNN của A = 9 <=> [image: image359.png]16

—

B

Sr oo
==X >y =1 (tmdk)

5l




Kết luận: GTNN của A = 9 [image: image361.png]



Nhận xét: 

Trong cách giải trên đã tách [image: image363.png]


 thành [image: image365.png]g

+1



 với mục đích xuất hiện 2 hạng tử của A có tích là một hằng số từ đó áp dụng được bất đẳng thức Cô si. 

Bài 16. Đề thi vào 10 Hà Nội năm năm học 2014-2015:

Với a,b,c là các số dương thỏa mãn điều kiện a+b+c=2. Tìm giá trị lớn nhất của biẻu thức

Q = [image: image367.png]V2a+bc+ 2b+ca+ J2c+ab



 "

- Biến đổi biểu thức dưới căn về tích

Giải

Thay 2= a+b+c  ta có :

Q= [image: image369.png]J@+b+c)a+bc++J(a+b+c)b+ac++/(a+b+c)c+ ab




Q=[image: image371.png]Ja@+b(a+c)+Jb+c)b+a)++/(c+a)(c+Db)




Sử dụng bất đẳng thức Cô si ta có:

[image: image373.png](a+b)(a+c) < expirlasd
o



   (1)

[image: image375.png]b+ )b+ a) < 2ol
=



    (2)

[image: image377.png](c+a)(c +b) < rltlest)
o



    (3)

Từ (1), (2),(3) suy ra Q   [image: image379.png]Hatbre) _ 4
o

<





Vậy max Q=4 , đạt được khi a=b=c=[image: image381.png]



MỞ RỘNG: CÁCH GIẢI TƯƠNG TỰ TÌM GTLN, GTNN ĐỂ CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC.

Bài 17.
Cho a, b, c >0, a+ b + c =1. Chứng minh rằng 

[image: image382.png]vda+3++V4b+ 3 +V4c+3 <8




Nhận xét: a, b, c có tính đối xứng, muốn bỏ căn ở các biểu thức nhỏ, ta sử dụng cô si cho [image: image384.png]Vda+3rval



 theo chiều dấu [image: image386.png]


 như sau

Ap dụng BĐT Cô si ta có [image: image388.png]Vda+3



.1 ≤ [image: image390.png](4a+3)+1
o



 = 2a + a

Tương tự                          [image: image392.png]Vab+3.1



 ≤ [image: image394.png](4b+3)+1
S



 = 2b + 2

[image: image396.png]Vic+3.1



 ≤ [image: image398.png](4c+3)+1
o



 = 2c + 2

Vậy [image: image400.png]Vda+3+/4b+3 +4c+3



 ≤ 2 (a+b+c) + 6 = 8

Dấu “=” xảy ra khi [image: image402.png]Vda+3=+/4b+3 =4c+3 =1



 hay a = b = c = -2 mà a, b, c > 0. Vậy không có dáu bằng xảy ra. Chứng tỏ [image: image404.png]Vda+34+V4b+3 +/4c+3>8



 (đpcm)

Bài 18.  Cho a ≥ 0, chứng minh [image: image406.png]



Nhận xét: Tách đa thức trên tử thành đa thức chia hết cho mẫu, biến đổi để tạo hai số có tích không đổi.

Giải: Ta có [image: image408.png]


 [image: image410.png]


 2.2 = 4. (đpcm)

(AD BĐT Cô si với hai số dương [image: image412.png]


 )

Dấu “=” xảy ra khi  [image: image414.png]


 hay a = 0. 

C. BÀI HỌC KINH NGHIỆM -KẾT QUẢ ĐẠT ĐƯỢC
1. Đối với giáo viên
· Trong quá trình giảng dạy, tôi luôn ý thức về xâu chuỗi các kiến thức, phân chia các dạng bài để truyền thụ được tốt nhất đến các học sinh của mình.

· Việc phân loại học sinh cũng là một yếu tố quan trọng ảnh hưởng đến sự thành bại của việc dạy học. Cần cung cấp đầy đủ kiến thức, các dạng bài tập. Tuy nhiên tùy mức độ tư duy toán học của học sinh, để đưa ra các phương pháp giải phù hợp, kích thích  sự phát triển và  ham mê với môn học.

· Quá trình giảng dạy, phải tiến hành từ đơn giản đến nâng cao, từ đơn giản đến phức tạp. Cố gắng đào sâu, phát triển, nâng cao trên cơ sở kiến thức cơ bản được xây dựng củng cố vững chắc. Lưu ý tính vừa sức, tránh quá tải với học trò.

· Việc học hỏi các đồng nghiệp, nhất là những giáo viên có  tuổi nghề về việc luyện thi vào 10 giúp tôi hoàn thiện được bản thân hơn.

· Để bồi dưỡng học sinh giỏi toán thì bản thân người thầy phải đầu tư thời gian, luôn phấn đấu nâng cao trình độ mới đáp ứng được yêu cầu ngày càng cao của công tác “bồi dưỡng nhân tài” trong sự nghiệp đổi mới của đất nước.

· Hiện nay, có nhiều sách tham khảo với các chuyên đề, chủ đề khác nhau. Tùy vào mục đích sử dụng và cảm nhận của mỗi cá nhân để lựa chọn.Tôi cũng sưu tầm các sách để ôn tập cho học sinh để đạt được hiệu quả cao nhất.

2. Đối  với  học sinh
Qua nhiều năm liên tiếp dạy toán 9 và ôn thi vào 10. Tôi khảo sát các em làm đề của năm học 2020- 2021 và các bài trong đề thi thử vào 10 của nhà trường cũng như của trường bạn. Tôi nhận thấy học sinh học sinh hiểu được một số cách cơ bản (cách dùng trực tiếp như đề cập ở phần nội dung) để tìm GTLN, GTNN của biểu thức trong biểu thức rút gọn. Ít khi mắc sai lầm trong nhận định hướng làm. Tuy nhiên, với các cách khó hơn ở các bài nâng cao, sử dụng bất đẳng thức Cô si, học sinh còn lúng túng và đòi hỏi có sự đầu tư về thời gian và phẩm chất tốt về môn toán.

Sau khi có được các phương pháp làm một cách cụ thể, được giáo viên chỉ ra các đặc điểm nhận dạng bài, cách biến đổi để sử dụng bất đẳng thức Cô si dễ dàng hơn, học sinh tự tin và yêu thích hơn đối với dạng toán này.

Kết quả khảo sát tại lớp 9H với việc áp dụng bất đẳng thức Cô si để giải quyết bài toán trên, tôi có số liệu sau:

	Năm học
	Áp dụng đề tài
	Tổng số học sinh lớp 9H
	Số học sinh giải được theo mức độ

	
	
	
	Giải đúng
	Còn sai sót
	Chưa biết cách giải

	
	
	
	SL
	%
	SL
	%
	SL
	%

	2022-2023
	Đã áp dụng
	54
	30
	56%
	15
	28%
	9
	16%


D. KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ - ĐỀ XUẤT
Trên đây là kinh nghiệm của cá nhân tôi rút ra trong quá trình giảng dạy môn toán cho học sinh lớp 9. Nhằm dạy học sinh đại trà biết cách tìm GTLN và GTNN của các bài biểu thức chứa căn bậc hai cơ bản bằng cách sử dụng bất đẳng thức  Cô si.
Rất mong được sự góp ý trao đổi của các đồng chí, đồng nghiệp để bổ sung những thiếu sót chưa hoàn chỉnh trong đề tài.

	XÁC NHẬN

CỦA THỦ TRƯỞNG ĐƠN VỊ
	Xuân La,  ngày 12 tháng 4 năm 2023

Tôi xin cam đoan đây là sáng kiến kinh nghiệm của mình viết, không sao chép nội dung của người khác.

NGƯỜI VIẾT

Dương Thanh Tú


E. TÀI LIỆU THAM KHẢO

1. Đề thi vào 10 của thành phố Hà Nội các năm.

2. Đề thi thử vào 10 của các trường.

3. Ôn tập thi vào 10 của Nhà xuất bản Giáo dục.

4. Lý thuyết về Bất đẳng thức Cô-si trong các sách tham khảo.

UỶ BAN NHÂN DÂN QUẬN TÂY HỒ


TRƯỜNG THCS XUÂN LA 























SÁNG KIẾN 


 “Sử dụng bất đẳng thức Cô si để tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức chứa căn bậc hai”








Lĩnh vực/ môn  : Toán


Cấp	   : Trung học sơ sở


Tên tác giả	   : Dương Thanh Tú


Đơn vị công tác : Trường THCS Xuân La


Chức vụ             : Giáo viên
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