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®Ò c­¬ng «n tËp hÌ 2010 

m«n:  to¸n - Líp 11 

(dµnh cho gi¸o viªn) 

 
PhÇn I: L­îng gi¸c 

( 4 tiÕt/ tuÇn  x 5 tuÇn = 20 tiÕt ) 

 

Chuyªn ®Ò 1: ¤n tËp c«ng thøc l­îng gi¸c                                                              ( 2 tiÕt + 1 tiÕt ) 

 

Chuyªn ®Ò 2: HÖ thøc l­îng gi¸c trong tam gi¸c                                                     ( 2 tiÕt + 1 tiÕt )          

 

Chuyªn ®Ò 3: Ph­¬ng tr×nh l­îng gi¸c  c¬ b¶n                                                        ( 2 tiÕt + 1 tiÕt )            

 

Chuyªn ®Ò 4: Ph­¬ng tr×nh ®èi víi mét hµm l­îng gi¸c.                                         ( 2 tiÕt + 1 tiÕt )                     

 

Chuyªn ®Ò 5: Ph­¬ng tr×nh bËc nhÊt ®èi víi sin x  vµ cos x .                                     (1 tiÕt + 1 tiÕt )     

 

Chuyªn ®Ò 6: Ph­¬ng tr×nh thuÇn nhÊt ®èi víi sin x  vµ cos x .                                  ( 2 tiÕt + 1 tiÕt )   

 

Chuyªn ®Ò 7: Sö dông c¸c c«ng thøc l­îng gi¸c trong viÖc gi¶i ph­¬ng tr×nh l­îng gi¸c (2 tiÕt + 1 

tiÕt ) 

 

Chó ý:   1 tiÕt ®­îc céng thªm vµo mçi ®¬n vÞ kiÕn thøc ®Ó gi¸o viªn ch÷a vµ h­íng dÉn mét sè bµi 

tËp vÒ nhµ cho häc sinh. 
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Chuyªn ®Ò 1:  ¤n tËp c«ng thøc l­îng gi¸c 

( 2 tiÕt + 1 tiÕt )  

 

A. Néi dung: ¤n tËp l¹i c¸c c«ng thøc ®· häc: c«ng thøc céng, c«ng thøc nh©n ®«i ( nh©n ba), c«ng 

thøc h¹ bËc, c«ng thøc tæng thµnh tÝch vµ c«ng thøc tÝch thµnh tæng, c¸c ®¼ng thøc l­îng gi¸c 
th­êng gÆp. 
B. Bµi tËp :  

Bµi 1. Cho ,a b lµ c¸c gãc nhän vµ 
8 12

tan ;cos
15 13

a b  .  

TÝnh gi¸ trÞ cña sin( );cos( ); tan( )a b a b a b   . 

Bµi 2. Chøng minh c¸c ®¼ng thøc sau:  

 1) 2 2cos( )cos( ) cos cos 1a b a b a b     . 

 2) 2 2

2 2

sin( )sin( )
tan tan

cos cos

a b a b
a b

a b

 
  . 

 3) sin 4sin sin( )sin( )
3 3 3 3 3

a a a
a

 
   . 

 4) cos cos cos cos( ) 4cos cos cos
2 2 2

a b c b a c
a b c a b c

  
      . 

Bµi 3. Rót gän c¸c biÓu thøc sau: 

 1) 
2

sin(2 )cos( ) cos( )cos(2 )
3 3 3 3

A x x x x
   

      .                              ( cosA x ) 

 2) 
2sin 2 2cos 1

cos sin cos3 sin3

a a
B

a a a a

 


  
 .                                                            (

1

2sin
B

a
 )   

 3) 2 2sin sin ( ) s sin( )
3 3

C x x inx x
 

     .                                                 ( 
3

4
C   ) 

Bµi 4.  Chøng minh c¸c biÓu thøc sau kh«ng phô thuéc vµo x. 

 1) 
2 2

cos cos( ) cos( )
3 3

A x x x
 

     .                                                     ( 0A  )     

 2) 2 2cos 2sin cos sin( ) sin ( )B x a x x a x a     .                                        ( 2cosB a ) 

 3)  4 1
4cos 2cos2 cos4

2
C x x x   .                                                             (

3

2
C  ) 

Bµi 5. 1)   TÝnh biÓu thøc 
2

2

1 sin

cos

x
A

x


   theo cos2x .        

           2)  TÝnh cos2B a  biÕt 
1

sin cos
2 2 2

a a
   . 

           3)  Kh«ng dïng b¶ng tÝnh vµ m¸y tÝnh h·y tÝnh 2 0 2 0 2 0 2 0cos 10 sin 20 sin 40 cos 45S     .    

Bµi 6.  1)  Víi gi¸ trÞ nµo cña a th× biÓu thøc sau kh«ng phô thuéc vµo x 

                                    2 2cos cos ( ) cos cos( )A x x a x x a     .                           ( cos 1/ 2a   )  

2) Chøng minh r»ng nÕu 3sin sin(2 )b a b   th× tan( ) 2 tana b a  . 

3) Chøng minh r»ng 3 0 2 08sin 18 8sin 18 1  . 
4) Víi gi¸ trÞ nµo cña m th× biÓu thøc sau kh«ng phô thuéc vµo x   

                                        6 6 4 4 2 2sin cos (sin cos ) 8sin cosB x x m x x x x     . 
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5) Rót gän 3 3 1 3

2
sin 3sin ... 3 sin

3 3 3

n

n n

a a a
S     . 

 
 

Chuyªn ®Ò 2: HÖ thøc l­îng gi¸c trong tam gi¸c 

( 2 tiÕt + 1 tiÕt )  

 

A. Néi dung: ¤n tËp l¹i c¸c ®Þnh lý cosin, ®Þnh lý sin, c«ng thøc ®­êng trung tuyÕn, c¸c c«ng thøc 

tÝnh diÖn tÝch tam gi¸c… 
B. Bµi tËp 

Bµi 1. Chøng minh r»ng víi mäi tam gi¸c ABC  ta lu«n cã: 

 1) sin4 sin4 sin4 4cos2 cos2 sin2A B C A B C    . 

 2) cos cos cos 1 4cos cos sin
2 2 2

A B C
A B C     . 

 3) 2 2 2cos 2 cos 2 cos 2 1 2cos2 cos2 cos2A B C A B C    . 

 4) cot cot cot cot cot cot
2 2 2 2 2 2

A B C A B C
   . 

 5) ( )cos ( )cos ( )cosb c A c a B a b C a b c        . 

Bµi 2. Chøng minh r»ng 2 2 2 9
sin sin sin

4
A B C   . Tõ ®ã suy ra : 

 1) 
9

2
a b c

R
m m m    

 2) 
327

8
a b c

R
m m m   

Bµi 3. Chøng minh r»ng ABC  lµ tam gi¸c c©n nÕu c¸c gãc tho¶ m·n ®iÒu kiÖn: 

                                            
sin sin sin

cot cot
sin sin sin 2 2

A B C A B

A B C

 


 
 

Bµi 4. Chøng minh r»ng ABC  lµ tam gi¸c ®Òu nÕu tho¶ m·n mét trong c¸c ®iÒu kiÖn: 

1) 23
( )

36
S a b c   . 

2) 

2

1

1
cos cos

4

a b c

b a ab

A B


  


 


 

3) 
1 1 1

(c cot cot ) 3
sin sin sin

otA B C
A B C
      . 

Bµi 5. Chøng minh r»ng ABC lµ tam gi¸c vu«ng nÕu tho¶ m·n mét trong c¸c ®iÒu kiÖn: 

 1) 3(cos 2sin ) 4(sin 2cos ) 15B C B C    . 

 2) 2 2 2sin sin sin 2A B C   . 
           3) sin2 sin2 4sinA B AsinB  .   

Bµi 6. Tam gi¸c  ABC  cã ®Æc ®iÓm g× biÕt 
2 2sin 2 sin 2 4 cos s

sin 2 sin 2 4sin

a B b A ab A inB

A B AsinB

  


 
. 
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Chuyªn ®Ò 3: Ph­¬ng tr×nh l­îng gi¸c c¬ b¶n 

 ( 2 tiÕt + 1tiÕt ) 

 

A. Néi dung: Giíi thiÖu cho häc sinh lÇn l­ît bèn ph­¬ng tr×nh l­îng gi¸c c¬ b¶n: 

sin ;cos ; tan ;cotx a x a x a x a    , c«ng thøc nghiÖm; giíi thiÖu vµ h­íng dÉn häc sinh dïng 

arcsin ;arccos ;arctan ; cotm m m arc m , giíi thiÖu c¸c ph­¬ng tr×nh ®Æc biÖt nh­ sin 0;sin 1...x x  . 

B. Bµi tËp 

I. Ph­¬ng tr×nh sin x a . 

Bµi 1. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh l­îng gi¸c vµ biÓu diÔn  nghiÖm trªn ®­êng trßn:: 

1) 
1

sin
2

x    2) 
2

sin3
2

x     3) 
3

sin( )
6 2

x


       4) 
1

sin
2 3

x
 . 

Bµi 2. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh l­îng gi¸c sau:  

1) sin( ) 1
3

x


    2) sin(2 ) 0
3

x


    3)sin sin(2 1)x x      4)sin( ) cos2
4

x x


  . 

II. Ph­¬ng tr×nh cos x a . 

Bµi 1. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau:  

1) cos cos
6

x


  2) 
5

cos 1
2

x
    3) 

1
cos(2 1)

4
x     4) cos( ) sin(2 )

6 3
x x

 
   . 

Bµi 2.  T×m nghiÖm cña c¸c ph­¬ng tr×nh sau: 

1) 
3

3
2

co x        2)
2

cos( 30 )
2

ox    víi  0 00 180x      

3) cos(2 ) cos 0
4

x x


    víi  0x    

III. Ph­¬ng tr×nh tan x a . 

Bµi 1.  Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau:  

1) tan2 1x     2) 0tan(3 4 ) 3x     3) 
3

tan tan 0
2

x
x    4) tan( ) 2

6
x


   . 

Bµi 2. T×m  tËp x¸c ®Þnh cña c¸c hµm  sè sau: 

1) 
2

tan
y

x
       2) 

tan 2 1

tan cot 2

x
y

x x





 

IV. Ph­¬ng tr×nh cot x a . 

Bµi 1.  Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau:  

1) cot 2 cot 0
6

x


      2) 
3

cot( 1)
3

x     3) cot( ) tan( 3 ) 0
4

x x


    . 

Bµi 2. T×m  nghiÖm  cña c¸c ph­¬ng tr×nh sau víi kho¶ng ®· chØ ra: 

1) cot( 1) 1x    víi  0 x     2) 
1

cot 3
3

x   víi  0 090 0x   . 

 
Chuyªn ®Ò 4: Ph­¬ng tr×nh l­îng gi¸c ®èi víi mét hµm l­îng gi¸c 

( 2 tiÕt + 1 tiÕt ) 

 

A. Néi dung: Giíi thiÖu d¹ng ph­¬ng tr×nh vµ c¸ch gi¶i. 
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B. Bµi tËp:  

Bµi 1. Gi¸i c¸c ph­¬ng tr×nh l­îng gi¸c sau: 

1) 2sin 3sin 2 0x x      2) 24cos 2(1 2)cos 2 0x x     

3) 22tan 2 5tan2 3 0x x      4) 5cot 2tan 3 0x x    

5) 2cos2 2cos 2 0x x      6) 2 22sin cos 4sin 2 0x x x     

7) 25cos (cos 1) cos 3x x x     8) 2 2cos (3 ) cos 3 3cos( 3 ) 2 0
2 2

x x x
 

       

9) 
2

3
3cot 3

sin
x

x
     10) 

2 24sin 2 6sin 9 3cos2
0

cos

x x x

x

  
  

11) 3 23tan 2tan 3tan 2 0x x x     12)  6 6 15 1
sin cos cos2

18 2
x x x   . 

Bµi 2. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt cña c¸c hµm sè: 

1) 2 sin 5y co x x      2) 
2

1
tan 3

cos
y x

x
    víi (0

4
x


  ). 

Bµi 3. T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh sau cã nghiÖm:    cos4 2cos2 3 1 0x x m    . 
 
 

Chuyªn ®Ò 5: Ph­¬ng tr×nh bËc nhÊt ®èi víi sin x  vµ cos x . 

( 1tiÕt +  1 tiÕt ) 

 

A. Néi dung: Giíi thiÖu d¹ng ph­¬ng tr×nh vµ c¸c ph­¬ng ph¸p gi¶i ph­¬ng tr×nh 

B. Bµi tËp 

Bµi 1. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau:  

1) 3sin cos 1x x      2) 3cos2 sin2 5x x   

3) 3cos 4sin 5 0
2 2

x x
      4) 

1
cos3 sin3

2
x x    

5) 2 3
cos sin 2 1 0

2
x x      6) 2cos3 3sin cos 0x x x    

Bµi 2. T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh sau v« nghiÖm: ( 2)cos ( 1)sin 1m x m x    . 

Bµi 3. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt cña c¸c hµm sè sau: 

1) cos5 3sin5y x x     2) 
sin cos 1

sin cos 3

x x
y

x x

 


 
 

3) 23sin 2sin 2y x x     4) 
2 cos

sin cos 2

x
y

x x




 
 

Bµi 4. T×m nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh  cos7 3sin7 2x x    biÕt 
2 6

5 7
x

 
  . 

 
Chuyªn ®Ò 6: Ph­¬ng tr×nh thuÇn nhÊt ®èi víi  sin x  vµ cos x . 

( 2 tiÕt +  1 tiÕt ) 

 
A. Néi dung: Giíi thiÖu d¹ng ph­¬ng tr×nh vµ c¸c ph­¬ng ph¸p gi¶i ph­¬ng tr×nh. 

B. Bµi tËp: 

Bµi 1. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau:  
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1) 2 24sin 5sin cos 6cos 0x x x x     2) 2 2cos sin cos 2sin 1 0x x x x     

3) 2cos 3sin cos 1 0x x x      4) 2 21
4cos sin 3sin 3

2 2 2

x x
x   . 

5) 
1

4sin 6cos
cos

x x
x
      6) 3 2cos sin 3sin cos 0x x x x   . 

Bµi 2. Chøng minh r»ng víi mäi m ph­¬ng tr×nh sau lu«n cã nghiÖm:  
2 2(3 2)sin 2(5 2)cos sin 3(2 1)cos 0m x m x x m x      . 

Bµi 3. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh: 

1) 3 3cos sin sin cosx x x x      2) 4 2 2 43cos 4cos sin sin 0x x x x   . 

Bµi 4. Cho ph­¬ng tr×nh sin ( 1)cos
cos

m
m x m x

x
    

1) Gi¶i ph­¬ng tr×nh víi 
1

2
m  . 

2) T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm. 
 
 

Chuyªn ®Ò 7: Sö dông c¸c c«ng thøc l­îng gi¸c trong viÖc gi¶i ph­¬ng tr×nh l­îng gi¸c. 

( 2 tiÕt + 1 tiÕt) 

 

A. Néi dung: H­íng dÉn häc sinh sö dông c¸c c«ng thøc l­îng gi¸c ®Ó biÕn ®æi ph­¬ng tr×nh 

vÒ c¸c d¹ng quen thuéc. 
B. Bµi tËp 

Bµi 1. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau:  

1) sin2 sin5 sin3 sin4x x x x     2) sin5 cos3 sin9 cos7x x x x  
3) 2cos2 sin 1 2sin2 cosx x x x      4) sin3 cos cos3 (1 s )x x x inx   

Bµi 2. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau: 

1) cos2 cos4 sin sin5x x x x       2) cos2 cos4 2cos 0x x x    

3) sin sin2 cos cos2x x x x       4) 
sin sin 2 sin3

3
cos cos2 cos3

x x x

x x x

 


 
 

Bµi 3. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau: 

1) 2 2sin ( ) cos 2
6

x x


      2) 2 2 2 2sin sin 3 cos 2 cos 4x x x x   . 

3) 4 4 5
sin cos

8
x x        4) 2 2 22cos 2cos 2 2cos 3 3 cos4 (2sin 2 1)x x x x x     . 

5)  3 3cos sin3 sin cos3 sin2x x x x x    6) 3 3 4 4sin cos s sin sin cosx x co x x x x    
 

Bµi 4. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh : 

1) 
1

cos cos2 cos4 cos8
16

x x x x      2) 22cos3 cos 4sin 2 1 0x x x    

3) 6tan tan2x x       4) 3tan cot 2cot 2x x x   
5) 3cos cos2 cos3 1 2sin sin2x x x x x        6)1 3tan 2sin2x x   
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PhÇn 2: H×nh häc  
( 2 tiÕt / tuÇn  x  5tuÇn = 10 tiÕt) 

Chuyªn ®Ò 1: ¤n tËp h×nh gi¶i tÝch trong mÆt ph¼ng.                                     ( 4 tiÕt ) 

 

Chuyªn ®Ò 2: PhÐp tÞnh tiÕn.                                                                           ( 2 tiÕt )  

 

Chuyªn ®Ò 3: PhÐp ®èi xøng trôc.                                                                   ( 2 tiÕt ) 

 

Chuyªn ®Ò 4: PhÐp quay vµ phÐp ®èi xøng t©m.                                             ( 2 tiÕt ) 

 

 

 

Chuyªn ®Ò 1: ¤n tËp h×nh gi¶i tÝch trong mÆt ph¼ng. 

 

A. Néi dung: Nh¾c l¹i mét sè vÊn ®Ò chÝnh liªn quan ®Õn to¹ ®é cña vÐc t¬, ®iÓm; mét sè bµi 

to¸n liªn quan ®Õn ®­êng th¼ng, ®­êng trßn… 
B. Bµi tËp 

 
Bµi 1. Cho tam  gi¸c  ABC  cã ( 1;4), ( 4;0), (2; 2)A B C   . 

1. X¸c ®Þnh to¹ ®é trùc t©m  H cña tam gi¸c ABC. 
2. X¸c ®Þnh to¹ ®é t©m ®­êng trßn ngo¹i tiÕp  tam gi¸c vµ tÝnh b¸n kÝnh ®­êng trßn ®ã. 
3. TÝnh c¸c gãc A, B, C cña tam gi¸c. 
4. T×m to¹ ®é ®iÓm  D lµ ®iÓm ®èi xøng cña A qua BC. 
5. ViÕt ph­¬ng tr×nh hai ®­êng ph©n gi¸c trong cña gãc A vµ gãc B cña tam gi¸c ABC. 

Tõ ®ã chØ ra to¹ ®é t©m  vµ b¸n kÝnh ®­êng trßn néi tiÕp tam gi¸c. 
Bµi 2. Cho h×nh vu«ng cã ®Ønh ( 4;5)A  vµ mét ®­êng chÐo cã ph­¬ng tr×nh: 7 8 0x y   . LËp 

ph­¬ng tr×nh bèn c¹nh cña h×nh vu«ng vµ ®­êng chÐo cßn l¹i. 
Bµi 3. Cho ®­êng th¼ng  ( ) : 2 2 0d x y    vµ ®iÓm  (2;3)A . 

1. LËp ph­¬ng tr×nh ®­êng th¼ng ®èi xøng cña ( )d  qua ®iÓm A. 

2. LËp ph­¬ng tr×nh ®­êng th¼ng ®èi xøng cña ( )d  qua ®­êng th¼ng 1( ) : 1 0d x y   . 

3. LËp ph­¬ng tr×nh ®­êng th¼ng ®èi xøng cña ( )d  qua ®­êng th¼ng 2( ) : 2 4 0d x y   . 

4. T×m  ®iÓm M trªn ( )d  sao cho MA MO ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt 

Bµi 4. LËp ph­¬ng tr×nh ®­êng trßn biÕt: 

1. T©m (3; 2)I  vµ ®i qua ®iÓm (0;3)A . 

2. T©m (1; 1)I  vµ tiÕp xóc víi ®­êng th¼ng 5 12 9 0x y   .  

3. T©m  thuéc ®­êng th¼ng : 3 2 0x y    vµ qua hai ®iÓm  (3; 1), ( 1;3)A B  . 

4.  §i qua ba ®iÓm ( 1; 5), (5; 3), (3; 1)A B C    . 

5.  T©m thuéc ®­êng th¼ng: 2 0x y  vµ tiÕp xóc víi hai ®­êng th¼ng: 4 3 10 0x y    vµ 

4 3 30 0x y   .       

6. TiÕp xóc víi  ba ®­êng th¼ng: 3 4 35 0;3 4 35 0; 1 0x y x y x        . 
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Bµi 5. Cho ®­êng trßn 2 2( ) : 6 8 25 0C x y x y     .  

1. ViÕt ph­¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn víi (C) t¹i ®iÓm  cã tung ®é b»ng 1. 
2. ViÕt ph­¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn víi (C) biÕt tiÕp tuyÕn song song víi ®­êng th¼ng: 

2 5 0x y   . 

3. ViÕt ph­¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn víi (C) biÕt tiÕp tuyÕn vu«ng gãc víi ®­êng th¼ng: 
2 10 0x y   . 

4. ViÕt ph­¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn víi (C) biÕt tiÕp tuyÕn ®i qua ®iÓm ( 1;3)M  . 

5.  ViÕt ph­¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn víi (C) biÕt tiÕp tuyÕn t¹o víi trôc hoµnh gãc 045 . 
 

Bµi 6. Cho hai ®­êng trßn  (C) vµ (C’) lÇn l­ît cã ph­¬ng tr×nh : 2 2 6 2 1 0x y x y      vµ 
2 2 2 4 1 0x y x y     . 

1. Chøng minh r»ng (C) vµ (C’) c¾t nhau. LËp ph­¬ng tr×nh ®­êng th¼ng qua giao ®iÓm cña 
chóng.  

2. ViÕt ph­¬ng tr×nh c¸c tiÕp tuyÕn chung cña hai ®­êng trßn trªn. 
 

Chuyªn ®Ò 2:  PhÐp biÕn h×nh vµ phÐp tÞnh tiÕn. 

 

A. Néi dung: Giíi thiÖu vÒ phÐp biÕn h×nh , phÐp tÞnh tiÕn vµ mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n. 

B. Bµi tËp: 

Bµi 1. Cho tam gi¸c ABC . T×m ¶nh cña tam gi¸c qua c¸c phÐp tÞnh tiÕn: 

a) 
AB

T    b) 
AG

T   ( víi G lµ träng t©m cña tam gi¸c) 

Bµi 2.  Cho hai ®­êng trßn lÇn l­ît cã t©m lµ (C1) ; (C2) vµ ®Òu cã b¸n kÝnh b»ng R. Chøng minh 

r»ng (C2) lµ ¶nh cña (C1) qua phÐp tÞnh tiÕn theo vÐc t¬ 1 2O O . 

Bµi 3. Cho ®­êng trßn (C) vµ hai ®iÓm A, B cè ®Þnh trªn mÆt ph¼ng. T×m quü tÝch ®iÓm M’ biÕt 

'MM MA MB   khi M di ®éng trªn (C). 

Bµi 4. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é cho ®iÓm  (2; 1), (1;3)A v   vµ ®­êng th¼ng ( ) : 2 1 0d x y   . T×m ¶nh 

cña ®iÓm  A vµ ®­êng th¼ng (d) trong c¸c phÐp tÞnh tiÕn:    a) 
v

T    b) 
2v

T


  . 

Bµi 5. Cho h×nh b×nh hµnh ABCD cã hai ®iÓm A, B cè ®Þnh vµ ®iÓm C di ®éng trªn ®­êng th¼ng (d) 

cho tr­íc. Chøng minh rµng ®iÓm  D di ®éng trªn mét ®­êng th¼ng cè ®Þnh. 
 

Chuyªn ®Ò 3: PhÐp ®èi xøng trôc. 

 

A. Néi dung: Giíi thiÖu phÐp ®èi xøng trôc vµ mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n. 

B .Bµi tËp 

 Bµi 1. Gäi (d’) lµ ¶nh cña ®­êng trßn (d) qua phÐp ®èi xøng trôc §a. 

1) Khi nµo th× (d) song song víi (d’). 
2) Khi nµo th× (d) trïng víi (d’) 
3) Khi nµo th× (d) c¾t (d’). Giao ®iÓm cña (d) vµ (d’) cã tÝnh chÊt g×. 
4)Khi nµo th× (d) vu«ng gãc víi (d’). 
Bµi 2. Cho hai h×nh vu«ng ABCD vµ AMNP cïng cã c¹nh b»ng a. Chøng minh r»ng tån t¹i mét 

phÐp ®èi xøng trôc biÕn h×nh vu«ng ABCD thµnh AMNP.  
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Bµi 3. Cho ®­êng th¼ng (d): 3 4 12 0x y    vµ ®iÓm (7;4)M . T×m to¹ ®é ®iÓm M’ lµ ®iÓm ®èi xøng 

víi M qua (d). 

Bµi 4. Cho ®­êng trßn (C): 2 2 2 4 3 0.x y x y     X¸c ®Þnh ph­¬ng tr×nh ®­êng trßn lµ ¶nh cña (C) 

qua c¸c phÐp ®èi xøng trôc §d sau:   a)   (d): x - 2 = 0    b) (d): y – 1 = 0. 
Bµi 5. T×m trôc ®èi xøng cña  

a) C¸c  ch÷ c¸i in hoa cã trôc ®èi xøng    b) tam gi¸c c©n  c) H×nh ch÷ nhËt. 
 

 

Chuyªn ®Ò 4: PhÐp quay vµ phÐp ®èi xøng t©m. 

 

A. Néi dung: Giíi thiÖu phÐp quay, phÐp ®èi xøng t©m vµ mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n. 

B .Bµi tËp 

Bµi 1. Cho h×nh thoi ABCD cã t©m  O. Chøng minh r»ng  phÐp quay Q(O; ) biÕn tam gi¸c OAB 

thµnh tam gi¸c OCD. 
Bµi 2. Cho tam gi¸c ABC. Dùng ë ngoµi tam gi¸c Êy hai h×nh vu«ng ABDE vµ BCKF. Gäi P lµ 

trung ®iÓm c¹nh AC, Hlµ ®iÓm ®èi xøng cña D qua B, M lµ trung ®iÓm cña FH. 

1) X¸c ®Þnh ¶nh cña hai vÐc t¬ ;BA AC  trong phÐp quay t©m B gã quay 900. 

2) Chøng minh r»ng DF = 2BP vµ DF   BP. 
Bµi 3. Cho nöa ®­êng trßn ®­êng kÝnh AB, M lµ mét ®iÓm  ch¹y trªn ®­êng trßn ®ã. VÏ h×nh vu«ng 

BMDC ë ngoµi tam gi¸c AMB. T×m quü tÝch ®iÓm C. 
Bµi 4.  ChØ ra c¸c t©m ®èi xøng cña c¸c h×nh sau: 

a) H×nh gåm hai ®­êng th¼ng c¾t nhau.  b) H×nh gåm hai ®­êng th¼ng song song 
c) H×nh gåm hai ®­êng trßn b»ng nhau  d) §­êng ElÝp. 
Bµi 5.  Cho ®iÓm  I(3; -4). T×m  M’ = §I(M) vµ O’ = §I(O) biÕt M(-2; 1) vµ O lµ gèc to¹ ®é. 

Bµi 6. Cho ®­êng trßn (C): x2 + y2 – 4x – 2y + 3 = 0 vµ ®­êng (d) : x – y + 3 = 0. X¸c ®Þnh ph­¬ng 

tr×nh cña ®­êng trßn (C’) vµ ®­êng th¼ng (d’) lµ ¶nh cña (C) vµ (d) qua phÐp ®èi xøng t©m I(1 ; 2). 

Bµi 7. Cho  ®­êng trßn (O) vµ d©y cung AB cè ®Þnh, M lµ mét ®iÓm di ®éng trªn (O) ( kh¸c A, B). 

Hai ®­êng trßn (O1), (O2) qua M vµ tiÕp xóc víi AB t¹i A vµ B. Gäi N lµ giao ®iÓm thø hai cña 
(O1), (O2) . 
a) Chøng minh r»ng ®­êng th¼ng MN lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh. 
b) T×m tËp hîp ®iÓm N khi M di ®éng trªn (O). 
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Bµi tËp vÒ nhµ  dµnh cho häc sinh líp 10 lªn 11 hÌ 2009 

 

phÇn I: l­îng gi¸c 

 

Chuyªn ®Ò 1: ¤n tËp c«ng thøc l­îng gi¸c  

Bµi 1. Cho sina = -2/3 víi   < a< 3 /2. H·y tÝnh c¸c gi¸ trÞ l­îng gi¸c cña 
2

a
; 2a. 

Bµi 2. CMR c¸c biÓu thøc sau ®éc lËp ®èi víi x 

1) 
4 4

6 6 4

sin 3cos 1

sin cos 3cos 1

x x

x x x

 

  
  

2) 2(sin4x + cos4x + sin2x.cos2x)2 – (sin8x + cos8x). 
3) (1+cotx)sin3x + (1 + tanx)cos3x – sinx – cosx 
Bµi 3. Chøng minh c¸c ®¼ng thøc l­îng gi¸c sau: 

1) 
 

2

2

1 cos1 cos
1 2cot

2sin sin

xx
x

x x

 
  

  

  2) 
 

2
2

2 2 2

1 tan 1
1

4 tan 4sin .cos

x

x x x


    

3) tan500 -  tan400 = 2tan 100    4) 
2

cos3 cos2 cos 1
2cos

2cos cos 1

a a a
a

a a

  


 
 

5) 
 sin( ).sinsin sin

2cos
tan cot

2 2

    

    

 


 


    6) 
sin( )

tan tan tan tan tan tan
cos cos cos

a b c
a b c a b c

a b c

 
    . 

Bµi 4. Rót gän c¸c biÓu thøc sau: 

1) 
1 sin 1 sin

1 sin 1 sin

a a

a a

 


 
    2) 

2 2

2 2

sin 2 4sin

sin 2 4sin 4

a a

a a



 
 

3) 

1 cos
2

tan .
4 2

sin
2

a
a

a







 
  

    
    
 

   4) 2 21 cos
tan cos

1 cos 2

x x
x

x





 

Bµi 5. 1) Cho cos(2a + b) = 1 CMR: tan(a+b) – tan a = 2tan
2

b
. 

           2) Cho sin sin cos( )b a a b  . CMR: 2tan tan( ).a a b   

           3) Cho 2sin sin cosb a a . CMR: 2cos2 2cos ( )
4

b a


  . 

Bµi 6. Rót gän c¸c tæng vµ tÝch sau: 

1) 1

3 5 (2 1)
cos cos cos ... cos

n
S

n n n n

   
      

2) 2

1 1 1
...

sin 2 sin 4 sin 2n
S

x x x
    . 

3) cos cos cos ...cos
2 4 8 2n

x x x x
P  . 

Bµi 7. TÝnh  

1) 0 0 0 0 0cos12 cos18 4cos15 cos21 cos24A    . 
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2) 3 0 04sin 50 3cos140B    

3) 4 4 2 2cos 15 sin 15 6cos 15sin 15C     
Bµi 8.  T×m ®iÒu kiÖn cña p, q ®Ó biÓu thøc sau kh«ng phô thuéc vµo x 

6 6 4 4(sin cos ) (sin cos )A p x x q x x    . 

Bµi 9.  Chøng minh r»ng: 

1) sin cos 1n nx x    víi ( ; 2)n n  . 

2) 
cos cos

cos
2 2

x y x y 
  víi x y     . 

3) 4sin3 5 4cos2 5sinx x x   . 

Bµi 10.   1) T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt cña 8 8sin cosy x x  . 

    2) T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña 2cos 2 cosy x x   . 

    3) T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt cña 2sin 3sin cos 1y x x x   . 

 

Chuyªn ®Ò 2: HÖ thøc l­îng trong tam gi¸c 

 
 
Bµi1. CMR trong mäi tam gi¸c ABC lu«n cã: 

1) tan
2

A
tan

2

B
  + tan

2

B
tan

2

C
+ tan

2

C
tan

2

A
= 1 

2) cot
2

A
 + cot

2

B
+cot

2

C
 = cot

2

A
.cot

2

B
.cot

2

C
 

3) a2sin2B + b2sin2A = 2ab.sinC. 
Bµi 2. Tam gi¸c ABC cã ®Æc ®iÓm g× nÕu: 

a) tanA + tanB + tanC = 3 3     b) sin6A + sin6B + sin 6C = 0. 

c) cos2A + cos2B + cos2C = 1                                           d) tanA + tan B = 2cot
2

C
. 

Bµi3.  CMR tam gi¸c ABC vu«ng nÕu: 
a) sin2A + sin2B = 4sinA.sinB 
b) sinA + sinB + sinC = 1- cosA+cosB+cosC 
c) 3(cosB + 2sinC) + 4( sinB + 2 cosC) = 15. 

Bµi 4. CMR tam gi¸c ABC cã Ýt nhÊt mét gãc 600   
sin sin sin

3
cos cos cos

A B C

A B C

 


 
. 

Bµi 5. CMR tam gi¸c ABC lµ tam gi¸c dÒu   cosA.cosB.cosC = 1/8 

Bµi 6. CMR tam gi¸c ABC lµ tam gi¸c c©n nÕu: a(cot
2

C
- tanA) = b(tanB – cot 

2

C
) 

Bµi 7. NhËn d¹ng tam gi¸c ABC tho¶ m·n mét trong c¸c ®iÒu kiÖn sau: 

1) 

3 3 3
2

3
sin sin

4

b c a
a

b c a

B C

  
  


 


   2) 2 2 22 sin 2 cot
2

C
a sin B b A c  . 

Bµi 8. Cho tam gi¸c ABC néi tiÕp trong mét ®­êng trßn cã b¸n kÝnh b»ng 1. §Æt 2 2 2T a b c   . 
Chøng minh tam gi¸c nµy vu«ng, nhän hay tï khi vµ chØ khi : T = 8 hoÆc T > 8 hoÆc T < 8. 
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Bµi 9.  Chøng minh r»ng víi mäi tam gi¸c ABC ta lu«n cã sin
2 2

A a

bc
 .  

Tõ ®ã suy ra 
1

sin sin sin
2 2 2 8

A B C
 . 

Bµi 10.  Chøng minh r»ng trong mäi tam gi¸c ABC ta lu«n cã: 

1)   2 2 2 3 3
2 cos cos cos

2 2 2 2

A B C
    . 

2)   2 2 23
sin sin sin 1

4 2 2 2

A B C
    . 

 

Chuyªn ®ª 3   Chuyªn ®Ò 7 

 

Bµi 1: Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau: 

1) sin(2x+ 
12


) = sin(x + 

4


).   2) sin(x + 

4


) +1 = 0 

3) cos3x + cos 2x = 0    4) sin( x + 
3


) + cos(3x - 

4


) = 0. 

5)cos(3x + 
6


) + sin2x = 0.              6) tan(4x +1). tan(x – 1) = 1. 

7) sin2( 5x + 
2

3


) – cos2 (2x + 

3


)  = 0.               8) 2sinxsin(x + 

2


) = cos22x – sin22x. 

9) tan(3x – 600) – cot(300 – 2x) = 0.                    10)  cos(sinx) = 
3

2
. 

11) sin(8cosx) = 1.     12) sin(x2 – 4x) = 0. 
Bµi 2: Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau: 
1) 6sin2x – 13 sinx + 5 = 0              2) 2cos2x + cosx = 1 

3) 3cos2 x = 2 sin2x + 4sinx              4) 
3

cos x
 = 3 + 2tan2x. 

5) tanx + cotx = 2     6) cos4x – 3 2  cos2x + 2 = 0. 
7)cos3x – cos2x + cosx – 1 = 0   8) cos4x + 6sinx.cosx = 1 
9) sin4x + cos4x +sin2x =5/2   10) 3cos4x – 2cos23x = 1. 
Bµi 3: Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau: 

1) 3  sinx + cosx = 2      2) cos3x – sin3x = 
1

2
 . 

3) 3sinx + 4cosx = 5/2    4) 2sin2x – 5sin2x = 5. 

5) 2 2 (sinx + cosx)cosx = 3 + cos2x  6) 2cos3x + 3 sinx + cosx = 0. 

7) 2cos
2

x
 - 3 sin

2

x
 = 7                                      

Bµi 4: Gi¶i ph­¬ng tr×nh : 

1) 3.sin2 x + 8sinx.cosx + 4cos2x = 0.  2) 4sin2x + 3 3 sin2x – 2cos2x = 4  

3) 4cos2

2

x
 +

1

2
sinx + 3sin

2

x
= 3   4) 

1

cos x
= 4sinx + 6cosx. 
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5) cos3x + sinx – 3sin2x.cosx = 0.             6) 2sin3 x – sin2x.cosx + 2sinx.cos2x – cos3x = 
0 
 

Bµi 5: Gi¶i ph­¬ng tr×nh : 
1) sin2x – 12( sinx – cosx) + 12 =0  2) sinx + cosx = 1 – 2sin2x. 

3) 2 (sinx + cosx) – sinx.cosx = 1  4)(1 + 2 )(sinx – cosx) + 2sinx.cosx = 1 + 2  . 
 

Bµi 6: Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh : 
1) 2sin2x – 5cosx = 0    2) (tan2x – 1)cos2x = 0. 

3) 
sin 2

0
cos2 1

x

x



     4) sinx = 2  sin5x – cosx. 

5) 2sinx.cos2x – 1 + 2cos2x – sinx = 0             6) 3 + 2sinx.sin3x = 3cos2x 
7) (1 – tanx)(1 + sin2x) = 1 + tanx              8) tanx + tan2x = sin3x.cosx. 
9) tanx + cot2x = 2cot4x     10) 2sin2x.cos3x – cosx = 2sin2x.cosx – cos3x 
 Bµi 7.  T×m nghiÖm d­¬ng nhá nhÊt vµ nghiÖm ©m lín nhÊt cña ph­¬ng tr×nh  

                                    2 2(sin3 cos3 ) 2cos 4x x x  . 

Bµi 8. T×m c¸c nghiÖm thuéc  0;2  cña ph­¬ng tr×nh 2 23sin 1 4sin (sin 2cos )x x x x   . 

Bµi 9.  Ph­¬ng tr×nh sau cã bao nhiªu nghiÖm thuéc kho¶ng  0;2 : 
sin3 sin

sin 2 cos2
1 cos2

x x
x x

x


 


. 

Bµi 10. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh  

1) 2 2
2cos 1

sin sin sin
2cos 1

x
x x x

x


 


  víi  0 2x       2) 

1
cot tan

sin
x x

x
   

3) 22sin(3 ) 1 8sin 2 cos 2
4

x x x


        4) 24 (sin 2 3cos ) 0x x x     

Bµi 11. T×m m ®Ó c¸c ph­¬ng tr×nh sau cã nghiÖm: 

1) 6 6(sin cos ) cos4 .m x x x     2) 
2

2

sin 3

cos21 tan

m x m

xx

 



    víi 

6 2
x

  
  

 
. 

Bµi 12. T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh sau cã nghiÖm duy nhÊt 23cos 2 sinx x m  . 

Bµi 13. Cã bao nhiªu gi¸ trÞ nguyªn cña k ®Ó ph­¬ng tr×nh sau cã nghiÖm: 2 22sin 6cos 5 2
2

x
x k   . 

Bµi 14.  Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau: 

1) 5 3sin cos 1x x       2) 
2

sin 2 sin 2 0
5

x
x     

3) 28cos4 cos 2 1 cos3 1 0x x x      4) 
2

1 cos2
1 cot 2

sin 2

x
x

x


   

Bµi 15. Cho ph­¬ng tr×nh 4 6sin cos2 cos 0x x m x   . 
1)Gi¶i ph­¬ng tr×nh víi m = 2. 

2) T×m  c¸c gi¸ trÞ cña m ®Ó ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm trªn kho¶ng  0;
4

 
 
 

. 

Bµi 16. Cho ph­¬ng tr×nh cos4 6sin cosx x x m  . 
1) Gi¶i ph­¬ng tr×nh víi m  = 1. 

2) T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm ph©n biÖt thuéc 0;
4

 
 
 
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Bµi 17.  T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh sau cã ®óng 7 nghiÖm thuéc kho¶ng ;2
2




 
 
 

: 

cos3 cos2 cos 1 0x x m x    . 

Bµi 18. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña 
cos 2sin 3

2cos sin 4

x x
y

x x

 


 
 trong kho¶ng  ;  . 

Bµi 19. Cho hµm sè 
2 cos 1

cos sin 2
k

k x k
y

x x

 


 
. 

1)T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè y1 øng víi k = 1. 
2) X¸c ®Þnh tham sè k ®Ó gi¸ trÞ lín nhÊt cña hµm sè yk lµ nhá nhÊt. 

Bµi 20.  T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè sin cosy x x   víi ;
3 2

x
  

  
 

. 

 
 
 

phÇn 2: H×nh häc 

 
Chuyªn ®Ò 1: ¤n tËp h×nh gi¶i tÝch trong mÆt ph¼ng 

 

Bµi 1. Trong mÆt ph¼ng Oxy  cho ba ®iÓm A(-1; 1), B(3; 1), C(2; 4). 

1. Chøng minh r»ng ba ®iÓm  A, B, C t¹o thµnh ba ®Ønh cña mét tam gi¸c. 

2. TÝnh chu vi vµ diÖn tÝch tam gi¸c ABC. 

3. T×m to¹ ®é träng t©m G, trùc t©m H, t©m I ®­êng trßn ngo¹i tiÕp tam  gi¸c. Tõ ®ã chøng 
minh r»ng ba ®iÓm  H, G, I th¼ng hµng. 

4. T×m to¹ ®é ®iÓm M sao cho 3 2 0MA MB MC   . 

5. TÝnh ®é ®­êng trung tuyÕn AM vµ ®é dµi ®­êng ph©n gi¸c trong AD cña tam  gi¸c.  

Bµi 2.   Cho hai ®iÓm A(-3; 2) vµ B(4; 3). 

1. T×m ®iÓm E ®Ó tø gi¸c AOBE  lµ h×nh thang vu«ng ®¸y AO vµ BE. 
2. T×m  ®iÓm M thuéc Ox ®Ó tam gi¸c MAB c©n t¹i M. 
3. T×m  ®iÓm  N thuéc Oy ®Ó ( NA + NB ) ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt. 

Bµi 3.  Cho tam gi¸c ABC víi A(-2 ; 1), B(4 ; 3) vµ C(2 ; -3). 

1. LËp ph­¬ng tr×nh tham sè vµ tæng qu¸t cña c¹nh BC. 
2. ViÕt ph­¬ng tr×nh ®­êng cao AH. 
3. LËp ph­¬ng tr×nh qua A vµ song song víi BC. 
4. ViÕt ph­¬ng tr×nh ®­êng trung trùc cña BC. 

Bµi 4.  Cho ®­êng th¼ng (d) cã ph­¬ng tr×nh : 3x + 4y – 12=0. 

1. T×m to¹ ®é h×nh chiÕu H cña gèc to¹ ®é O trªn ®­êng th¼ng (d). 
2. T×m ®iÓm M trªn ®­êng th¼ng (d’): y - 2x + 3 = 0 biÕt M c¸ch (d) mét kho¶ng bµng 2. 
3. ViÕt ph­¬ng tr×nh ®­êng th¼ng (d1) ®èi xøng víi ®­êng th¼ng (d) qua O. 
4. ViÕt ph­¬ng tr×nh ®­êng th¼ng (d2) t¹o víi (d) gãc 600. 

Bµi 5. Cho ®­êng th¼ng (d): x + y -5 = 0. 

1. ViÕt ph­¬ng tr×nh ®­êng th¼ng ®èi xøng víi (d) qua ®­êng (d’) : 2x + y – 1 =0. 
2. ViÕt ph­¬ng tr×nh ®­êng th¼ng ®èi xøng víi (d) qua (d’): x + y + 3 = 0. 
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Bµi 6.  Cho ®iÓm P(3; 0) vµ hai ®­êng th¼ng (d1): 2x – y – 2 =0; (d2): x + y + 3 = 0. ViÕt ph­¬ng 

tr×nh ®­êng th¼ng (d) qua P vµ c¾t (d1), (d2) lÇn l­ît t¹i A vµ B sao cho P lµ trung ®iÓm cña AB. 
Bµi 7.  ViÕt ph­¬ng tr×nh c¸c c¹nh cña tam gi¸c ABC biÕt ®Ønh B(2; -1), ®­êng cao vµ ph©n gi¸c 

trong qua ®Ønh A, C lÇn l­ît cã ph­¬ng tr×nh (d1): 3x – 4y + 27 = 0, (d2): x + 2y -5 = 0. 
Bµi 8. Cho hai ®­êng th¼ng (d1): 2x + y +1 =0 vµ (d2): x + 2y – 7 =0. LËp ph­¬ng tr×nh ®­êng 

th¼ng (d) ®i qua gèc to¹ ®é sao cho ®­êng th¼ng (d) t¹o víi  (d1), (d2) mét tam gi¸c c©n cã ®Ønh lµ 
giao ®iÓm cña chóng. TÝnh diÖn tÝch tam gi¸c c©n ®ã. 
Bµi 9. Cho ®­êng th¼ng (dm): x cosm + ysinm + 2cosm + 1 = 0 víi m lµ tham sè. 

1. T×m nh÷ng ®iÓm trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é mµ (dm) kh«ng bao giê ®i qua cho dï m nhËn bÊt 
k× gi¸ trÞ nµo. 

2. Chøng minh r»ng c¸c ®­êng th¼ng (dm) lu«n tiÕp xóc víi mét ®­êng trßn cè ®Þnh. 
3. Cho ®iÓm I(-2; 1). Dùng IH vu«ng gãc víi (dm) vµ kÐo dµi IH sao cho  HN = 2HI. X¸c 

®Þnh to¹ ®é cña N theo tham sè m. 
Bµi 10. LËp ph­¬ng tr×nh ®­êng trßn trong c¸c tr­êng hîp sau: 

1. §­êng trßn ®i qua ®iÓm A(3; 1), B(5; 5) vµ cã t©m  n»m trªn trôc tung. 

2. ®­êng trßn cã t©m I( -1 ; 2) vµ tiÕp xóc víi ®­êng th¼ng cã ph­¬ng tr×nh : x – 2y -2 = 0. 
3. §­êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c ABC víi A(-2; 4), B(6; -2), C(5; 5). 
4. §­êng trßn tiÕp xóc cíi hai ®­êng th¼ng (d): 2x – y =0, (d’): x – 2y + 2 =0 vµ cã t©m 

thuéc ®­êng th¼ng cã ph­¬ng tr×nh: x + y – 1 = 0. 
5. §­êng trßn tiÕp xóc víi hai trôc to¹ ®é vµ ®i qua ®iÓm A(4; 2). 

Bµi 11. Cho tam gi¸c ABC cã ph­¬ng tr×nh c¸c c¹nh  AB: 2x – y + 4 = 0, BC: x + y – 1 = 0 vµ  

           AC: x + 2y + 2 = 0. 
1. X¸c ®Þnh to¹ ®é t©m vµ b¸n kÝnh ®­êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c ABC. 
2. ViÕt ph­¬ng tr×nh ®­êng trßn néi tiÕp tam gi¸c ABC. 

Bµi 12. Cho hä ®­êng cong (Cm) cã ph­¬ng tr×nh: x2 + y2 – (m – 2)x + 2my – 1 = 0. 

1. Chøng minh r»ng (Cm) lµ hä ®­êng trßn. T×m quü tÝch t©m  cña c¸c ®­êng trßn ®ã. 
2. Chøng minh r»ng khi m thay ®æi c¸c ®­êng trßn (Cm) lu«n ®i qua hai ®iÓm cè ®Þnh. 

3. Cho a= 2 vµ ®iÓm Q(3 ; 0). ViÕt ph­¬ng tr×nh cña tiÕp tuyÕn cña  ®­êng trßn (C-2) kÎ tõ Q. 

Bµi 13. Cho ®­êng trßn (C): x2 + y2 = 4 vµ mét ®iÓm M(2 ; 4). Tõ M kÎ hai tiÕp tuyÕn MT1, MT2 

víi ®­êng trßn trong ®ã T1, T2 lµ c¸c tiÕp ®iÓm. 
1. ViÕt ph­¬ng tr×nh ®­êng th¼ng T1T2. 
2. ViÕt ph­¬ng tr×nh c¸c tiÕp tuyÕn cña (C) biÕt tiÕp tuyÕn song song víi T1T2. 

Bµi 14. Cho ®­êng trßn (C): (x – 1)2 + (y – 2)2 = 9. ViÕt ph­¬ng tr×nh ®­êng th¼ng ®i qua ®iÓm  

M (2; 1) vµ c¾t ®­êng trßn (C) t¹i hai ®iÓm A, B sao cho M lµ trung ®iÓm cña AB. 
 Bµi 15. Cho ®­êng trßn (C): (x – 1)2 + (y – 2)2 = 4 vµ ®­êng th¼ng (d): x – y - 1 = 0.  

1. ViÕt ph­¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña (C) biÕt tiÕp tuyÕn vu«ng gãc víi ®­êng th¼ng  cã 
ph­¬ng tr×nh y = 3x – 1. 

2. ViÕt ph­¬ng tr×nh ®­êng trßn ®èi xøng xíi ®­êng trßn (C) qua (d). 
3. T×m to¹ ®é c¸c giao ®iÓm cña (C) vµ (C’). 
4. ViÕt ph­¬ng tr×nh c¸c tiÕp tuyÕn chung cña (C) vµ (C’). 

Bµi 16. Cho ®­êng trßn (C): x2 + y2 = 4 vµ mét ®iÓm A(2 ; 0). Gi¶ sö M lµ mét ®iÓm di ®éng trªn 

(C). Gäi H lµ h×nh chiÕu cña M trªn Oy. T×m quü tÝch giao ®iÓm I cña AH vµ OM. 
 

Chuyªn ®Ò 2: PhÐp biÕn h×nh vµ phÐp tÞnh tiÕn. 
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Bµi 1. Cho 0v  . PhÐp tÞnh tiÕn 
v

T  biÕn ®­êng th¼ng d thµnh ®­êng th¼ng d’. Khi nµo th×:   

 a) d’ trïng d.   b) d’ song song víi d  c) d’ c¾t d. 
Bµi 2. Cho h×nh b×nh hµnh ABCD t©m O. 

1. Dùng ¶nh cña tam gi¸c ABD qua phÐp tÞnh tiÕn theo vÐc t¬ BC. 
2. Gäi M, N, P, Q lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña AB, BC, CD vµ CA. H·y chØ ra mét phÐp tÞnh 

tiÕn biÕn h×nh b×nh hµnh AMOQ thµnh h×nh b×nh hµnh ONCP. 
Bµi 3. Trong mÆt ph¼ng Oxy cho ®iÓm A(3; -1), ®­êng th¼ng (d): 2x – y + 4 = 0, ®­êng trßn  

(C): x2 +  y2- 2x + 5y + 2 = 0 vµ vÐc t¬ (2; 1)v  . T×m ¶nh cña A, (d), (C) qua c¸c phÐp tÞnh tiÕn : 

 a) 
v

T    b) 
v

T


   c) 3

2
v

T  

Bµi 4. a) Trong mÆt ph¼ng Oxy cho ®­êng th¼ng (d): x – 5y – 1 = 0. T×m phÐp tÞnh tiÕn theo vÐc t¬ 

cã ph­¬ng song song víi trôc Ox biÕn d thµnh ®­êng th¼ng d’ ®i qua gèc to¹ ®é. ViÕt ph­¬ng tr×nh 
®­êng th¼ng (d’). 

 b) Vho phÐp tÞnh tiÕn 
v

T  víi (2; 3)v  . T×m m biÕt r»ng qua phÐp tÞnh tiÕn 
v

T  ®­êng th¼ng  

(d): (m + 1)x – my + 3 = 0 biÕn thµnh chÝnh nã. 

Bµi 5.  a) Cho ®iÓm ( 2; 1)M   vµ vÐc t¬ (1; 2 2)u  . T×m to¹ ®é ®iÓm N sao cho M lµ ¶nh cña N qua 

phÐp tÞnh tiÕn 
u

T . 

 b) Trong mÆt ph¼ng Oxy cho hai ®­êng th¼ng (d1) : 3x – 2y + 1 = 0 vµ (d2): 3x -  2y – 5 = 0. 

T×m to¹ ®é cña vÐc t¬ v  cã gi¸ vu«ng gãc víi ®­êng th¼ng (d1) ®Ó (d2) lµ ¶nh cña (d1 ) qua 
v

T  . 

Bµi 6. Cho tø gi¸c ABCD néi tiÕp ®­êng trßn t©m O b¸n kÝnh R trong AD = R. Dùng c¸c h×nh b×nh 

hµnh DABM vµ DACN. Chøng minh r»ng t©m ®­êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c DMN n»m trªn 
®­êng trßn t©m O b¸n kÝnh R. 
Bµi 7. Cho tam gi¸c ABC. VÏ h×nh ch÷ nhËt BCDE bªn ngoµi tam gi¸c. Gäi d1, d2 lÇn l­ît lµ c¸c 

®­êng th¼ng qua D vµ E vµ vu«ng gãc víi AB, AC. Gäi K lµ giao ®iÓm  cña d1, d2. 
 1) PhÐp tÞnh tiÕn 

EB
T  biÕn  d1, d2 thµnh hai ®­êng nµo, biÕn K thµnh ®iÓm nµo? 

           2) Tõ trªn chøng minh r»ng AK vu«ng gãc víi BC. 
Bµi 8. Cho hai ®iÓm B, C cè ®Þnh trªn ®­êng trßn t©m O b¸n kÝnh R vµ A lµ mét ®iÓm thay ®æi trªn 

®­êng trßn ®ã. T×m quü tÝch trùc t©m H cña tam gi¸c ABC. 
Bµi 9.  Trong mÆt ph¼ng Oxy cho phÐp biÕn h×nh f biÕn ®iÓm M(x; y) thµnh ®iÓm M’(x’; y’) tho¶ 

m·n 

3 4
'

5 5

4 4
'

5 5

x x y

y x y


 


  


(biÓu thøc to¹ ®é cña phÐp biÕn h×nh f) 

1) Chøng minh r»ng f lµ mét phÐp dêi h×nh. 
2)  T×m ¶nh cña ®­êng th¼ng (d): x – y =0 qua f. 
Bµi 10. a) Cho ( ) '

v
T M M  vµ ( ') "

u
T M M . T×m phÐp dêi h×nh biÕn M  thµnh "M . 

             b) Chøng minh r»ng hîp thµnh cña hai hay nhiÒu phÐp dêi h×nh lµ mét phÐp dêi h×nh. 
 

Chuyªn ®Ò 3: PhÐp ®èi xøng trôc 
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Bµi 1. T×m ¶nh cña ®iÓm  (2 2; 1)A   vµ ®­êng th¼ng cã ph­¬ng tr×nh : x + 3y  = 1 qua phÐp ®èi 

xøng trôc Ox, Oy. 
Bµi 2. T×m trôc cña phÐp ®èi xøng biÕt:  

a) §iÓm  M’(2; 3) lµ ¶nh cña ®iÓm M(-4; 5). 
b) §­êng th¼ng x  - y + 2 = 0 lµ ¶nh cña ®­êng th¼ng  x – y + 6 = 0. 
c) §­êng trßn x2 + y2 – 4x = 0 lµ ¶nh cña ®­êng trßn  x2 + y2 + 6y + 5 = 0. 
Bµi 3. Cho gãc nhän xOy vµ mét ®iÓm A n»m trong gãc ®ã. T×m hai ®iÓm B vµ C lÇn l­ît n»m trªn 

hai tia Ox, Oy sao cho chu vi tam gi¸c ABC nhá nhÊt. 
Bµi 4. Cho tam gi¸c ABC lµ tam gi¸c ®Òu. X¸c ®Þnh phÐp ®èi xøng trôc biÕn tam gi¸c ABC thµnh 

chÝnh nã. Tõ ®ã chØ ra c¸c trôc ®èi xøng cña tam gi¸c. 
Bµi 5. Cho tam gi¸c ABC néi tiÕp trong ®­êng trßn (O; R). Gäi H lµ trùc t©m cña tam gi¸c. 

a) Chøng minh r»ng c¸c ®iÓm ®èi xøng cña H qua c¸c c¹nh cña tam gi¸c ABC n»m trªn ®­êng trßn  
(O; R). Tõ ®ã suy ra c¸c ®­êng trßn (HBC), (HCA), (HAB) vµ (O; R) b»ng nhau. 
b) Gäi O1, O2, O3 lÇn l­ît lµ t©m c¸c ®­êng trßn (HBC), (HCA), (HAB). Chøng minh r»ng tam gi¸c 
ABC vµ tam gi¸c O1O2O3  b»ng nhau. 
c) Gi¶ sö B, C lµ hai ®iÓm cè ®Þnh vµ A lµ ®iÓm thay ®æi trªn ®­êng trßn (O; R). Dïng phÐp ®èi 
xøng trôc ®Ó chøng minh r»ng H ch¹y trªn mét ®­êng trßn cè ®Þnh. 
Bµi 6. Cho ®­êng th¼ng xx’ vµ hai ®iÓm P, Q cïng n»m mét phÝa ®èi víi xx’. Dùng ®iÓm A thuéc 

xx’ sao cho PAx QAx . 

Bµi 7. T×m  trªn trôc hoµnh ®iÓm P sao cho tæng kho¶ng c¸ch tõ P tíi c¸c ®iÓm A vµ B lµ nhá nhÊt 

biÕt A(1 ; 1), B(3 ; 3). T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt ®ã. 

Bµi 8. Cho tam gi¸c ABC biÕt ph­¬ng tr×nh c¹nh BC : 4x – y + 3 = 0 vµ hai ®­êng ph©n gi¸c trong 

cña c¸c gãc B, C cã ph­¬ng tr×nh (dB): x – 2y + 1 = 0 vµ (dC) : x + y + 3 = 0. LËp ph­¬ng tr×nh cc¸ 
c¹nh AB, AC. 
Bµi 9. Cho A(-1; 3), ®­êng th¼ng (d): x – 3y + 1 = 0 vµ ®­êng trßn (C): x2 + y2 + 2x - 6y + 1 = 0. 

a)T×m ¶nh cña A, d, (C) qua phÐp ®èi xøng §Ox. 
b)T×m ¶nh cña A qua §d. 
c) T×m ¶nh cña (C) qua §d. 

Bµi 10.  Cho hµm sè 
1

1

x
y

x





. Chøng minh r»ng ®­êng th¼ng y = x + 2 lµ trôc ®èi xøng cña ®å thÞ 

hµm sè. 
 

Chuyªn ®Ò 4: PhÐp quay vµ phÐp ®èi xøng t©m. 

 

Bµi 1. Cho tam gi¸c ®Òu ABC, trùc t©m  H. Gäi M, N vµ P lÇn l­ît lµ trung ®iÓm  c¸c c¹nh BC, AC, 

AB. T×m ¶nh cña tam gi¸c HMC qua phÐp quay t©m H víi: 
a) Gãc quay 1200. 
b) Gãc quay -1200. 

Bµi 2. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é xOy cho ®iÓm M(x; y). Gäi M’ = Q(M) trong ®ã Q lµ phÐp quay 

quanh t©m O gãc 900. Chøng minh r»ng M’= (-y; x). 
Bµi 3. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é xOy cho ®­êng trßn (C): x2 + y2 - 8x + 6y - 3 = 0. ViÕt ph­¬ng tr×nh 

®­êng trßn (C’) lµ ¶nh cña ®­êng trßn (C) qua phÐp quay t©m O, gãc quay 900. 
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Bµi 4. Cho ®­êng trßn (O; R), A lµ mét ®iÓm cè ®Þnh kh«ng trïng t©m O, BC lµ mét d©y cung cña 

(O), BC di ®éng nh­ng sè ®o cña cung BC lu«n b»ng 1200. Gäi I lµ trung ®iÓm cña BC, vÏ tam gi¸c 
®Òu AIJ. T×m tËp hîp ®iÓm  J.      
Bµi 5. Cho hai ®­êng th¼ng (d) vµ (d’) song song vµ mét ®iÓm A kh«ng n»m trªn (d) vµ (d’). H·y 

dùng ®iÓm B trªn (d) vµ C trªn (d’) sao cho tam gi¸c ABC lµ tam gi¸c ®Òu. 
Bµi 6.  Cho ba ®iÓm th¼ng hµng A, B, C víi B n»m gi÷a A vµ C. Dùng vÒ mét phÝa ®­êng th¼ng AC 

c¸c tam gi¸c ®Òu ABE vµ BCF. 
a) Chøng minh r»ng AF = EC vµ gãc gi÷a hai ®­êng th¼ng (AF, EC) = 600. 
b) Gäi M vµ N lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña AF vµ EC. Chøng minh r»ng tam gi¸c BMN ®Òu. 
Bµi 7. Cho tam gi¸c MNP cã M(1; -2), N(1; 2), P(5; 2) 

a)T×m  to¹ ®é t©m I  ®­êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c MNP. 
b) T×m to¹ ®é c¸c ®Ønh cña tam gi¸c M’N’P’ qua phÐp ®èi xøng t©m I. 
c)ViÕt ph­¬ng tr×nh ®­êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c M’N’P’. 
Bµi 8. Cho hai ®­êng th¼ng (d1) vµ (d2), hai ®iÓm A, G kh«ng thuéc (d1), (d2). H·y dùng tam gi¸c 

ABC cã träng t©m G vµ hai ®Ønh B vµ C lÇn l­ît thuéc (d1) vµ (d2). 
Bµi 9. Cho h×nh (H) trªn mÆt ph¼ng xOy gåm hai ®­êng trßn (C): x2 + y2 - 8x + 6y - 11 = 0 vµ  

(C’): x2 + y2 + 4x - 6y - 23 = 0.  Chøng minh r»ng tån t¹i mét phÐp ®èi xøng t©m A biÕn (C) thµnh 
(C’). X¸c ®Þnh to¹ ®é ®iÓm A. 
Bµi 10. Trªn c¸c c¹nh cña h×nh b×nh hµnh ABCD dùng cc¸ tam gi¸c ®Òu ë ngoµi h×nh b×nh hµnh ®ã: 

ABM, BCN, CDP, ADQ. Chøng minh r»ng tø gi¸c MNPQ còng lµ h×nh b×nh hµnh. 
  


