Chuyên đề: Quan hệ vuông góc của HHKG                                  THPT N.T.Minh Khai
Chuyên đề 1: Góc giữa hai đường thẳng – Hai đường thẳng vuông góc.
Bài 1. Cho tứ diện ABCD có các cạnh đối bằng nhau
1) Chứng minh rằng: đoạn nối trung điểm các cặp cạnh đối thì vuông góc với cạnh đó. 
2) Tính cos của góc tại bởi 2 đường thẳng AC và BD

Bài 2. Cho hình chóp S.ABC có SA=SB=AB=AC=a; BC=a
1) Tính góc giữa 2 đường thẳng: AB và SC; SA và BC
         2) Gọi G là trọng tâm của hình chóp. Tính góc giữa 2 đường thẳng AG và BC

Bài 3. Cho hình hộp ABCD.A’B’C’D’ có các cạnh đều bằng a,  



1) Chứng minh rằng: ACB’D’; AB’CD’; AD’CB’
2) Tính góc giữa các đường thẳng AB với A’D; AC’ với B’D
3) Tính góc giữa đường thẳng AC’ với các đường thẳng AB; AD; AA’



Bài 4. Cho tứ diện ABCD trong đó ABAC; ABBD. Gọi P; Q lần lượt là trung điểm của AB và CD. Chứng minh rằng ABPQ

Bài 5. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thoi, SA=AB, SABC
1) Tính góc giữa SD và BC

2) Gọi I, J lần lượt là các điểm thuộc SB và SD sao cho IJBD
Chứng minh rằng góc giữa AC và IJ không phụ thuộc vào vị trí của I và J


 Bài 6. Cho hình chop S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a, SAAD và SAAB; SA=a
1) Chứng minh rằng các mặt bên của hình chóp là các tam giác vuông.
2) Xác định và tính góc giữa các cặp đường thẳng sau: BC và SD; BD và SC; SO và CD.
Bài 7. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành, các tam giác SAB, SAD vuông tại A.
       1) Chứng minh rằng SA vuông góc với BC, CD.
       2) Chứng minh SA vuông góc với AC,BD.
Bài 8. Cho tứ diện đều ABCD cạnh a. Gọi O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác BCD.
       1) Chứng minh AO vuông góc với CD.
       2) Gọi M là trung điểm của CD. Tính góc giữa AC và BM.
Bài 9. Cho tứ diện đều ABCD cạnh a. Gọi K là trung điểm của CD,. Tính góc giữa các cặp đường thẳng:
1) AB và CD.
2) AK và BC.

Bài 10. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, hai mặt bên SAB và SAD là hai tam giác vuông tại A với . Tính góc giữa các cặp đường thẳng sau:
1) SB và CD.			2)SD và BC.
3) SA và BD			4)SC và BD.
5) SB và AC.			6) SD và AB.

Chuyên đề 2: Đường thẳng vuông góc với mặt phẳng –
Hai mặt phẳng vuông góc
Bài 1: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thoi tâm O biết SA=SC; SB=SD.

1) Chứng minh SO(ABCD)

2) Gọi I, J lần lượt là trung điểm của BA và BC. Chứng minh IJSD
3) Kẻ đường cao OK của tam giác SOD. Chứng minh AK và CK lần lượt là đường cao của tam giác SAD và SCD.

Bài 2. Cho hình chóp S.ABC có SA(ABC), tam giác ABC không vuông. Gọi H và K lần lượt là trực tâm của tam giác ABC và SBC. Chứng minh rằng:
1) 3 đường thẳng AH, SK, BC đồng qui


2) SC(BHK)					3) HK(SBC)

Bài 3. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là vuông tâm O, SA(ABCD). Gọi H, I, K lần lượt là hình chiếu vuông góc của A lên SB, SC, SD. 



1) Chứng minh rằng: BC(SAB); CD(SAD); BD(SAC). Nhận xét gì về các mặt bên của hình chóp?
2) Chứng minh 4 điểm A, H, I, K đồng phẳng

3) Chứng minh HK(SAC)
Bài 4. Gọi I là 1 điểm bất kỳ ở trong (O) tâm O, bán kính bằng R. CD là dây cung của (O) qua I. Trên đường thẳng vuông góc với mặt phẳng chứa (O) tại I ta lấy điểm S với OS = R.. Gọi E là điểm đối tâm của D trên (O). Chứng minh rằng:

1) Tam giác SDE vuông tại S		2) SDCE		3) Tam giác SCD vuông
Bài 5. Cho tứ diện OABC có OA, OB, OC đôi một vuông góc với nhau. Gọi H là hình chiếu vuông góc của điểm O trên (ABC). Chứng minh rằng:

1) BC(OAH)
2) H là trực tâm của tam giác ABC

3) 
4) Các góc của tam giác ABC đều nhọn.

Bài 6. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông, SA(ABCD).

1) Chứng minh (SAC) (SBD)
2) Gọi BE và DF là hai đường cao của tam giác SBD. 


Chứng minh (ACF) (SBC); (AEF) (SAC).
Bài 7. Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác vuông tại C, mặt bên SAC là tam giác đều và nằm trong mặt phẳng vuông góc với (ABC)

1) Chứng minh (SBC) (SAC)

2) Gọi I là trung điểm của SC. Chứng minh (ABI) (SBC).



Bài 8. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, SA(ABCD). Gọi M, N là 2 điểm lần lượt trên 2 cạnh BC, DC sao cho . Chứng minh (SAM) (SMN).
Bài 9. Cho tam giác ABC vuông tại A. Vẽ BB’ và CC’ cùng vông góc với (ABC).

1) Chứng minh (ABB’) (ACC’).
2) Gọi AH, AK là các đường cao của tam giác ABC và AB’C’. Chứng minh 2 mặt phẳng (BCC’B’) và (AB’C’) cùng vuông góc với (AHK).
Bài 10. Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’. Chứng minh rằng:


 1) (AB’C’D) (BCD’A).	 2) AC’(A’BD).

Bài 11. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, SA(ABCD), SA=a.
 1) Gọi D1 là trung điểm của SD. Chứng minh rằng AD1 vuông góc với (SCD)
 2) Gọi O là tâm của hình vuông ABCD, M là điểm thay đổi trên SD. Chứng minh rằng hình chiếu của O trên CM thuộc một đường tròn cố định.
Bài 12. Trong  mặt phẳng (P) cho đường tròn tâm O đường kính AB và M là một điểm thuộc đường tròn( M không trùng với A và B). Trên đường thẳng vuông góc với mặt phẳng (P) tại A lấy điểm S. Gọi D, E lần lượt là hình chiếu vuông góc của A lên các cạnh SB, SM.
1) 
Chứng minh rằng: 
2) 
Chứng minh rằng: 
3) 
Xác định vị trí của M trên đường tròn (O) để (SOM)  (SAB).
4) 
Chứng minh rằng: 
Bài 13. Cho tứ diện ABCD có các mặt (ABD) và (ACD) cùng vuông góc với mặt (BCD). Gọi DE, BK lần lượt là hai đường cao của tam giác BCD và BF là đường cao của tam giác ABC.
1) 
Chứng minh rằng: 
2) 
 Gọi H là giao điểm của AE và BF; N là giao điểm của DE và BK. Chứng minh rằng: 
Bài 14. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông, tam giác SAB là tam giác vuông cân; mặt (SAB) vuông góc với đáy ABCD.
1) 
Chứng minh rằng (SAD) (SAB).
2) Gọi I là trung điểm của AB, K là trung điểm của AD. 

    Chứng minh rằng :
Bài 15. Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A’B’C’ có đáy ABC là tam giác đều cạnh a. Cạnh bên CC’ vuông góc với đáy và CC’ = a.
1) 
Gọi I là trung điểm của BC. Chứng minh rằng: 
2) 
Gọi M là trung điểm của BB’. Chứng minh rằng: 
3) 

Gọi K là điểm trên đoạn A’B’ sao cho  và J là trung điểm của B’C’. Chứng minh rằng: .  
Bài 16. Cho tam giác ACD và tam giác BCD nằm trong hai mặt phẳng vuông góc với nhau với AC = AD = BC = BD = a và CD = 2x. Gọi I, J theo thứ tự là trung điểm của AB và CD.
1) Chứng minh rằng IJ vuông góc với AB và CD.
2) Tính AB và IJ theo a và x.
3) 
Xác định x sao cho (ABC) .
Bài 17. Cho hình chóp S.ABC có tam giác ABC đều; hai mặt phẳng (SAC) và (SAB) cùng vuông góc với (ABC). Gọi I là trung điểm của BC; O và H lần lượt là trực tâm của các tam giác ABC và SBC. Chứng minh rằng:

1) .

2)  

3) (.
Chuyên đề 3: Góc giữa các yếu tố trong không gian
Bài 1. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD đáy là hình vuông tâm O cạnh a, chiều cao SO=h.

1) Chứng minh (SAC) (SBD)
2) Tính góc giữa: +) Cạnh bên và mặt đáy			+) 2 mặt bên bất kỳ
     + Mặt bên và mặt đáy    		 +) Hai đường thẳng:SA và BD; SA và BC


Bài 2. Cho hình chóp S.ABCD có ABCD là hình thoi cạnh a, , SA=SB=SD=.

1) Gọi G là trọng tâm tam giác ABD. Chứng minh SG(ABCD)


2) Chứng minh (SAC) (ABCD); SBBC
3)Tính góc giữa: +2 đường thẳng:SA và BD
 +) Cạnh bên và mặt đáy				+) 2 mặt phẳng (SAC) và SBD)
+) Mặt bên và mặt đáy				+) 2 mặt bên bất kỳ
Bài 3. Cho hình vuông ABCD cạnh a. Từ trung điểm H của cạnh AB dựng SH vuông góc với (ABCD) sao cho góc giữa (SAD) và (ABCD) bằng 60o.
1) Tính SH

2) Gọi K là trung điểm của cạnh AD. Chứng minh CKSD và tính góc giữa 2 mặt phẳng (SAD) và (SCD).
3) Tính góc giữa (SBC) và SKC)



Bài 4. Cho hình lăng trụ ABC.A'B'C' có đáy ABC vuông cân tại A, AA'(ABC). Đoạn nối trung điểm Mcủa AB và trung điểm N của B'C' có độ dài bằng a, MN hợp với đáy góc  và mặt bên BCC'B' góc 

1) Tính cạnh đáy và cạnh bên của lăng trụ theo a và 



2) Chứng minh: cos=sin
Bài 5. Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông cạnh huyền BC=2a, AB=a, các mặt bên SBC, SCA, SAB cùng hợp với đáy một góc 60o.
1) Chứng minh hình chiếu vuông góc H của S trên (ABC) là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC. Tính SH.
2) Tính góc giữa 2 mặt phẳng: (SAB) và (SAC)


Bài 6. Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D' (AB<BC). Hai mặt (ACC'A') và (BDD'B') hợp với nhau một góc 2. Đường chép B'D hợp với mặt (CDD'C') một góc 


1/Xác định các góc 2 và 
2/Biết BD=d, tính các cạnh của hình hộp chữ nhật.


Bài 7. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật, cạnh bên SA vuông góc với đáy. Biết SC = a, góc giữa SC và đáy bằng , góc giữa SC và mặt (SAB) bằng .
1) 
Tính độ dài SA theo . 
2) 
Chứng minh rằng .


Bài 8. Cho tứ diện OABC có ba cạnh OA, OB, OC đôi một vuông góc. Gọi  lần lượt là góc giữa các mặt (OBC), (OCA), (OAB) với mặt (ABC). Chứng minh rằng: .
Chuyên đề 4: Khoảng cách

Bài 1. Cho tứ diện SABC có tam giác ABC vuông tại B, SA(ABC) và SA=AB=BC=a. Tính các khoảng cách sau:
1) Từ điểm A tới các đường thẳng: SB, SC, BC
2) Từ điểm A tới mặt phẳng (SBC), từ điểm B tới (SAC), tư điểm C tới (SAB)
3) Giữa cặp đường thẳng chéo nhau SA và BC, SB và AC, AB và SC.
Bài 2. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD đáy là hình vuông tâm O cạnh a, chiều cao bằng h. Hãy tính các khoảng cách sau:
1) Từ điểm A tới các đường thẳng: SC; SD; SB; SO
2) Từ điểm O tới các đường thẳng: SC; SD; SB
3) Từ điểm A tới mặt phẳng (SBD); (SCD)
4) Từ điểm O tới mặt phẳng (SCD)
5) Giữa 2 đường thẳng chéo nhau: SO và CD; SA và CD; SA và BD
Bài 3. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang vuông tại A và B và AB=BC=a; AD=2a, đường cao SA=a. Hãy tính các khoảng cách sau:
1) Từ điểm A tới các đường thẳng: SB; SC; SD; CD
2) Từ điểm A tới mặt phẳng (SCD); (SBC); (SBD)
3) Giữa 2 đường thẳng chéo nhau: SA và BC; SA và CD; SA và BD; SC và AD; SC và AB SD và AB; SD và BC.
Bài 4. Cho lăng trụ ABC.A'B'C' có các mặt bên đều là hình vuông cạnh a. Hãy tính các khoảng cách sau:
1) Từ điểm A tới các đường thẳng: BC; BB'; B'C'
2) Từ điểm C tới mặt phẳng (ABB'A') và (AB'C')
3) Giữa 2 đường thẳng chéo nhau: A'B và B'C; A'B và B'C'
4) Gọi D, E, F lần lượt là trung điểm của các cạnh BC, A'C', C'B'. Tính khoảng cách giữa: DE và AB', DE và A'F


Bài 5. Cho hình vuông ABCD cạnh bằng a, I là trung điểm của AB. Dựng SI(ABCD) và SI=. Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của các cạnh BC, SD, SB. Hãy dựng và tính độ dài đoạn vuông góc chung của các cặp đường thẳng
1) NP và AC				2) MN và AP
Bài 6. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D', cạnh a. Gọi K là trung điểm của DD'. Tính góc và khoảng cách giữa 2 đường thẳng CK và A'D
Bài 7. Cho hình chóp S.ABC với đáy ABC là tam giác đều cạnh a; SA vuông góc với đáy; SA = a.
1) Tính góc giữa AB và SC.
2) Dựng đoạn vuông góc chung của AB và SC và tính khoảng cách giữa chúng.

Bài 8. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thoi tâm O cạnh a,  góc; đường cao SO = a.
1) Tính khoảng cách từ O đến mặt (SBC).
2) Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng AD và SB.
Bài 9. Cho tứ diện OABC có OA, OB, OC đôi một vuông góc với nhau và OA = OB = OC = a. Gọi I là trung điểm của BC. Hãy dựng và tính độ dài đoạn vuông góc chung của các cặp đường thẳng:
1) OA và BC.			2) AI và OC.
Chuyªn ®Ò5: Dùng thiÕt diÖn theo quan hÖ vu«ng gãc.
LÝ  thuyÕt:  
1. ThiÕt diÖn t¹o bëi mét mÆt ph¼ng (P) ®i qua mét ®iÓm M  vu«ng gãc víi mét ®­êng th¼ng d cho tr­íc.
Ph­¬ng ph¸p:  Dùng hai ®­êng th¼ng c¾t nhau cïng vu«ng gãc víi d trong ®ã cã Ýt nhÊt mét ®­êng qua ®iÓm M. MÆt ph¼ng x¸c ®Þnh bëi hai ®­êng th¼ng nãi trªn chÝnh lµ mÆt (P). 
2. X¸c ®Þnh mÆt ph¼ng (P) chøa ®­êng th¼ng a vµ vu«ng gãc víi mét mp(Q) ®· cho biÕt r»ng ®t a kh«ng vu«ng gãc víi (Q). 
Ph­¬ng ph¸p: Tõ mét ®iÓm M trªn a, dùng ®­êng th¼ng b vu«ng gãc víi (Q) ta cã (P) chÝnh lµ mÆt ph¼ng t¹o bëi (a, b).
Bµi tËp.
Bµi 1.  Cho tø diÖn SABC cã ABC lµ tam gi¸c ®Òu c¹nh a vµ c¹nh SA = 2a vµ vu«ng gãc víi (ABC). Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng qua B vµ vu«ng gãc víi SC. T×m thiÕt diÖn cña tø diÖn SABC c¾t bëi mÆt ph¼ng (P). TÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn ®ã.
Bµi 2. Cho h×nh chãp S. ABCD cã ®¸y lµ h×nh thang vu«ng t¹i A vµ B víi AB = BC = a, 
AD =2a. C¹nh SA = 2a vµ vu«ng gãc víi ®¸y. Gäi M lµ mét ®iÓm trªn c¹nh AB víi AM = x víi (0<x<a). (P) lµ mÆt ph¼ng qua M vµ vu«ng gãc víi AB.
1) T×m thiÕt diÖn cña h×nh chãp S. ABCD c¾t bëi (P). ThiÕt diÖn lµ h×nh g×?
2) TÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn theo a vµ x. 
Bµi 3. Cho h×nh chãp S. ABC cã ®¸y ABC lµ tam gi¸c ®Òu t©m H; SH = h vµ vu«ng gãc víi ®¸y. Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng qua AB vµ vu«ng gãc víi ®¸y.(Chãp S. ABC lµ chãp tam gi¸c ®Òu)
1) Dùng thiÕt diÖn cña chãp S. ABC c¾t vëi (P). 
2) T×m ®iÒu kiÖn cña h ®Ó (P) c¾t SC t¹i mét ®iÓm K thuéc c¹nh SC. Khi ®ã h·y tÝnh diÖn tÝch cña thiÕt diÖn.

Bµi 4. Cho h×nh chãp S. ABCD cã SA (ABCD), SA = a, ®¸y ABCD lµ h×nh vu«ng c¹nh a, t©m O. Dùng vµ tÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn c¾t bëi mÆt ph¼ng (P) qua SO vµ vu«ng gãc víi (SAD). 
Bµi 5. Cho h×nh chãp S. ABCD cã ®¸y lµ h×nh thang vu«ng t¹i A vµ D, AB = 2a, AD = DC = a. Hai mÆt SAB vµ SAD cïng vu«ng gãc víi ®¸y, SA = a. Gäi E lµ trung ®iÓm cña SA, M lµ mét ®iÓm trªn c¹nh AD víi AM = x. Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng qua EM vµ vu«ng gãc víi (SAD). 
1) X¸c ®Þnh (P) vµ thiÕt diÖn do (P) c¾t h×nh chãp S.ABCD.
2) TÝnh diÖn tÝch cña thiÕt diÖn.
3) T×m tËp hîp h×nh chiÕu cña D trªn (P) khi M di ®éng tõ A ®Ðn D.

Bµi 6. Cho h×nh chãp S. ABCD  cã ®¸y lµ h×nh vu«ng c¹nh a. C¹nh bªn SA vu«ng gãc v¬I s®¸y vµ SA = . Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng chøa AB vµ vu«ng gãc víi (SCD). 
X¸c ®Þnh (P). MÆt ph¼ng (P) c¾t h×nh chãp S.ABCD theo thiÕt diÖm lµ h×nh g×?
TÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn.
Bµi 7. Cho l¨ng trô ®øng ABC. A’B’C’ cã ®¸y lµ tam gi¸c vu«ng t¹i B.  BiÕt AB =a, BC =b, AA’ = c. MÆt ph¼ng (P) qua A vµ vu«ng gãc víi CA’. Dùng thiÕt diÖn do (P) c¾t l¨ng trô và tÝnh diện tÝch thiết diện. 


Một số bài tập ôn tập tổng hợp
Chứng minh các yếu tố vuông góc  - Góc -  Khoảng cách - Thiết diện.


Bài 1. Cho tứ diện S.ABC có .
1) 
Tính góc  giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABC).
2) Tính diện tích của tam giác ABC.

Bài 2. Cho tam giác SBC và ABC nằm trong hai mặt phẳng vuông góc với nhau biết tam giác SBC là tam giác đều cạnh a, tam giác ABC là tam giác vuông tại A, góc , I là trung điểm cạnh AB..
1) Xác định hình chiếu H của S trên mặt phẳng ABC.
2) Tìm điểm cách đều bốn điểm S, A, B, C.
3) 
CMR: (SIH) (SAB).
4) Tính khoảng cách từ H đến mặt phẳng (SAB).
5) Xác định góc giữa hai mặt phẳng (SAB) và (ABC).
6) Xác định thiết diện và tạo bởi mặt phẳng (P) qua I và vuông góc với SC.
Bài 3.  Cho hình lập phương ABCD. A’B’C’D’ cạnh a. Gọi O là tâm của đáy ABCD.
1) 
CMR : . Tính khoảng cách từ A đến (A’BD).
2) Tính góc tạo bởi (A’BD) và (ABCD); góc tạo bởi (A’BD) và AA’.
3) Tính khoảng cách từ O đến (ADD’A’) .
4) Dựng và tính đoạn vuông góc chung của AB và OA’.
5) M là một điểm chuyển động trên cạnh CC’. Tìm tập hợp hình chiếu của D’ trên OM.


Bài 4. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thoi tâm O, cạnh a, góc . Đường SO vuông góc với mặt (ABCD) và SO = . Gọi E là trung điểm của BC, F là trung điểm của BE.
1) 
CMR: 
2) Tính các khoảng cách từ O và AD đến (SBC).
3) Gọi (P) là mặt phẳng chứa  AD và vuông góc với (SBC). Xác định thiết diện của hình chóp này với (P). Tính diện tích thiết diện.
4) Tính góc giữa (P) và mặt phẳng (ABCD).
Bài 5. Cho hình chóp S. ABCD có đáy là hình chữ nhật, AB = a; AD = 2a, SA vuông góc với 
đáy và SA  = a. G ọi H v à K lần lượt là hình chiếu của A trên các cạnh DB và SB.
1) 

CMR: ; .
2) Tính góc tạo bởi (SBD) và (ABCD).
3) Tính d(A, (SBD). Từ đó suy ra d(I, (SBD)) với I là trung điểm của SC.
4) Gọi M là trung điểm của CD. Tính d(A, (SBM)).
5) Tính góc tạo bởi mặt phẳng (SMB) và (ABCD).
6) Dựng thiết diện của hình chóp cắt bởi mặt phẳng qua KH và vuông góc với (SAD).
7) N là một điểm di chuyển trong cạnh BC. Tìm quỹ tích hình chiếu của điểm S trên DN.
8) Tìm điểm cách đều 5 điểm  S, A, B, C, D.
Đề thi đại học tham khảo


A-2010. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AB và AD, H là giao điểm của CN và DM. Biết SH(ABCD) và SA=a. Tính thể tích khối chóp S.CDNM và khoảng cách giữa 2 đường thẳng DM và SC theo a.



D-03. Cho 2 mặt phẳng (P) và (Q) vuông góc với nhau có giao tuyến là đường thẳng . Trên  lấy 2 điểm A, B với AB=a, Trong (P) lấy điểm C, trong (Q) lấy điểm D sao cho AC và BD cùng vuông góc với  và AC=BD=AB.Tính bán kính mc ngoại tiếp tứ diện ABCD và tính khoảng cách từ A đến (BCD) theo a
B-02. Cho hình lập phương ABCDA1B1C1D1 cạnh a
a/Tính khoảng cách giữa 2 đường thẳng A1B và B1D
b/ Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của các cạnh BB1,CD, A1D1. Tính góc giữa MP và C1N.

A-02.Cho hình chóp tam giác S.ABC đỉnh S, độ dài cạnh đáy bằng a. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của SB và SC. Tính theo a diện tích tam giác AMN biết (AMN) (SBC)



B-04. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy =a, góc giữa cạnh bên và mặt đáy =. Tính tang của góc giữa (SAB) và (ABCD) theo . Tính thể tích hình chóp S.ABCD theo a và 

KA-2008. Cho lăng trụ tam giác ABC.A'B'C' có đọ dài cạnh bên bằng 2a,  đáy ABC là tam giác vuông tại A, AB=a, AC=a, hình chiếu vuông góc của A' lên mặt (ABC) là trung điểm H của BC. Tính A'H theo a và tính côsin của góc giữa giữa hai đường thẳng AA' và B'C'.

KB-2008. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh 2a, SA=a, SB= a và (SAB) vuông góc với đáy. Tính khoảng cách từ điểm S đến (ABCD) và tính côsin của góc giữa hai đường thẳng SM, DN trong đó M, N lần lượt là trung điểm của AB, BC.

KD-2008. Cho lăng trụ đứng ABC.A’B’C’ có đáy ABC là tam giác vuông, AB = BC = a, cạnh bên . Gọi M là trung điểm của cạnh BC. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng AM, B’C.
KB-2007. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a. Gọi E là điểm đối xứng của D qua trung điểm của SA , M là trung điểm của AE, N là trung điểm của BC. Chứng minh MN vuông góc với BD và tính theo a khoảng cách giữa 2 đường thẳng MN và AC.


KD-2007. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang, góc , BA=BC=a, AD=2a. Cạnh bên SA vuông góc với đáy và SA =a. Gọi H là hình chiếu vuông góc vủa A trên SB. Chứng minh rằng tam giác SCD vuông và tính theo a khoảng cách từ H đến mặt phẳng (SCD).


CHUYÊN ĐỀ: TỔ HỢP VÀ NHỊ THỨC NEWTƠN
CÁC BÀI TOÁN VỀ PHÉP ĐẾM
Dạng 1: Bài toán đếm sự vật 
1.  Mét ®éi v¨n nghÖ cã 20 ng­êi gåm 10 nam vµ 10 n÷ . Hái cã bao nhiªu c¸ch chän ra 5 ng­êi sao cho : 
      a) Cã ®óng 2 nam trong 5 ng­êi ®ã 
      b) Cã Ýt nhÊt 2 nam vµ 1 n÷ trong 5 ng­êi ®ã ( 3TH: 2 : 3 ; 3 : 2; 4 : 1)
2. Trong sè 16 häc sinh cã 3 häc sinh giái , 5 HS kh¸ , 8 HS trung b×nh . Cã bao nhiªu c¸ch chia 16 HS ®ã thµnh 2 tæ , mçi tæ 8 ng­êi sao cho mçi tæ ®Òu cã HS giái vµ mçi tæ cã Ýt nhÊt 2 HS kh¸ 
3. Mét líp häc sinh gåm 10nam vµ 10 n÷ . Cã bao nhiªu c¸ch chän mét ban c¸n sù líp cã 6 ng­êi sao cho : 
           a) Sè nam vµ sè n÷ b»ng nhau    
           b) Cã Ýt nhÊt 4 nam 			           
           c) cã 1 líp tr­ëng , 1 líp phã vµ 4 uû viªn 	
4. Một đội văn nghệ có 15 người gồm 10 nam và 5 nữ.
	a, Hỏi có bao nhiêu cách lập nhóm đồng ca gồm 8 người, biết rằng trong nhóm đó phải có ít nhất là 3 nữ.
	b, Có bao nhiêu cách lập đội kịch gồm 8 người đủ nam và nữ.
5. Một lớp có 33 học sinh, trong đó có 7 nữ. Cần chia lớp thành 3 tổ, tổ 1 có 10 học sinh, tổ 2 có 11 học sinh, tổ 3 có 12 học sinh sao cho trong tổ có ít nhất 2 học sinh nữ. Hỏi có bao nhiêu cách chia như vậy?
6. Có 10 bao thư khác nhau và 10 tem thư cũng khác nhau. Có bao nhiêu cách chọn 5 bao thư, 5 tem thư và dán 5 tem thư lên 5 bao thư (mỗi bao thư dán 1 con tem).
7. Có 8 bông hồng nhung, 6 bông hồng bạch. Cần chọn ra 10 bông sao cho có nhiều nhất 6 bông hồng nhung và ít nhất 3 bông hồng bạch. Có bao nhiêu cách chọn.
8. Có 10 cuốn sách giáo khoa và 7 cuốn sách tham khảo trên giá sách.
	a, Có bao nhiêu cách lấy 6 cuốn trong đó có 2 cuốn sách giáo khoa.
	b, Có bao nhiêu cách lấy 7 cuốn trong đó có ít nhất 4 cuốn sách giáo khoa.
9. Lớp 12A của Hải có 21 nam và 18 nữ
	a, Có bao nhiêu cách chọn 1 đội văn nghệ 10 người đủ nam và nữ.
	b, Chọn ra một tổ trực nhật gồm 13 người, trong đó có 1 tổ trưởng. Hỏi có bao nhiêu cách chọn nếu Hải luôn có mặt trong tổ và chỉ là thành viên.
	c, Chọn ra 1 tổ trực nhật gồm 13 người trong đó có 1 tổ trưởng. Hỏi có bao nhiêu cách chọn nếu Hải luôn có mặt trong tổ.
10. Mét líp häc sinh gåm 10nam vµ 10 n÷ . Cã bao nhiªu c¸ch chän mét ban c¸n sù líp cã 6 ng­êi sao cho : 
          a) Sè nam vµ sè n÷ b»ng nhau    
          b) Cã Ýt nhÊt 4 nam 			
          c) cã 1 líp tr­ëng , 1 líp phã vµ 4 uû viªn 	
11. Mét líp häc cã 30 häc sinh gåm 18 nam vµ 12 n÷ . Cã bao nhiªu c¸ch chän mét ban c¸n sù gåm 5 ng­êi nÕu :
a) Mäi ng­êi ®Òu vui vÎ tham gia 		
b) B¹n A vµ b¹n B kh«ng thÓ rêi nhau 		
c) B¹n C vµ b¹n D  kh«ng thÓ lµm viÖc chung	
12. Mét  hép ®ùng 4 viªn bi ®á, 5 viªn bi tr¾ng, 6 viªn bi vµng . Ng­êi ta chän ra 4 viªn bi tõ hép ®ã . Hái cã bao nhiªu c¸ch chän ®Ó trong sè bÞ lÊy ra kh«ng cã ®ñ 3 mµu 
13. Mét thÇy gi¸o cã 12 cuèn s¸ch ®«i mét kh¸c nhau . Trong ®ã cã 5 cuèn s¸ch v¨n häc, 4 cuèn s¸ch ©m nh¹c vµ 3 cuèn s¸ch héi häa. ¤ng muèn lÊy ra 6 cuèn vµ ®em tÆng 6 häc sinh A, B, C, D, E,  F mçi em mét cuèn 
a) 
Gi¶ sö thÇy gi¸o chØ muèn tÆng cho c¸c em häc sinh trªn nh÷ng cuèn s¸ch thuéc hai thÓ lo¹i v¨n häc vµ ©m nh¹c , Hái cã bao nhiªu c¸ch tÆng ? (  = 60480)
b) Gi¶ sö thÇy gi¸o muèn r»ng sau khi tÆng s¸ch xong , mçi lo¹i s¸ch ®Òu cßn l¹i Ýt nhÊt mét cuèn . Hái cã bao nhiªu c¸ch tÆng ?
Dạng 2: Bài toán xắp xếp 
1. Cho 5 quả cầu mầu trắng khác nhau và 4 quả cầu mầu xanh khác nhau. Xắp xếp 9 quả cầu đó vào 1 hàng 9 chỗ cho trước.
	a, Có bao nhiêu cách xắp xếp khác nhau.
	b, Có bao nhiêu cách xắp xếp cho hai quả cầu đứng cạnh nhau không cùng mầu.
	c, Có bao nhiêu cách xắp xếp cho 5 quả cầu mầu trắng đứng kề nhau.
2. Một tổ có 8 học sinh, 5 nữ và 3 nam. Có bao nhiêu cách xắp xếp các học sinh trong tổ đứng thành 1 hàng dọc để vào lớp sao cho:
	a, Các bạn nữ đứng chung với nhau.
	b, Nam nữ không đứng chung nhau.
3. Một tổ học sinh gồm 10 người gồm 2 nữ, 8 nam ngồi vào  10 chiếc ghế đặt quanh một chiếc bàn tròn. Hỏi:
	a, Có bao nhiêu cách xắp xếp chỗ ngồi khác nhau.
	b, Có bao nhiêu cách xắp xếp chỗ ngồi khác nhau để 2 bạn nữ ngồi cạnh nhau.
4. Có n nam và n nữ ngồi vào 2 dãy n ghế đối diện. Có bao nhiêu cách xắp xếp:
	a, Nam nữ ngồi tùy ý.
	b, Nam nữ ngồi đối diện nhau.
5.	a, Một người có 6 pho tượng khác nhau và muốn bày 6 pho tượng  vào dãy 8 vị trí trên 1 kệ trang trí. Hỏi có bao nhiêu cách xắp xếp?
	b, Một người có 8 pho tượng khác nhau và muốn bày 6 pho tượng trong số đó vào 6 chỗ trống  trên 1 kệ trang trí. Hỏi có bao nhiêu cách xắp xếp?
Dạng 3: Bài toán đếm hình học
1 Cho 15 điểm trên mặt phẳng, trong đó không có 3 điểm nào thẳng hàng. Xét tập hợp các đường thẳng đi qua 2 điểm của 15 điểm đã cho. Số giao điểm khác 15 điểm đã cho do các đường thẳng này tạo thành nhiều nhất là bao nhiêu?
2.Cho thập giác lồi. Có bao nhiêu tam giác đỉnh là đỉnh thập giác nhưng cạnh không là cạnh thập giác?
3.Cho đa giác đều có n đỉnh (n≥4).
	a, Có bao nhiêu đường chéo.
	b, Giả sử ngoài các giao điểm ở đỉnh thì không có 3 đường chéo nào đồng quy. Có bao nhiêu giao điểm không phải là đỉnh?
4. Trong mặt phẳng, cho đa giác đều H có 20 cạnh. Hỏi:
	a, Có bao nhiêu tam giác mà cả 3 đỉnh điều là đỉnh của H.
	b, Có bao nhiêu tam giác mà đúng 2 cạnh là cạnh của H.
	c, Có bao nhiêu tam giác mà đúng 1 cạnh là cạnh của H.
	d, Có bao nhiêu tam giác mà không có cạnh nào là cạnh của H.

CÁC BÀI TOÁN LẬP SỐ
1.Có thể lập được bao nhiêu số có 8 chữ số trong đó chữ số 1 và chữ số 6 đều có mặt 2 lần, các chữ số 2, 3, 4, 5 đều có mặt 1 lần.
2.Từ các chữ số 1, 2, 3, 4, 5, 6 có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên có  6 chữ số phân biệt mà 2 chữ số 2, 4 không đứng liền nhau.
3.Có bao nhiêu số tự nhiên có 7 chữ số, trong đó chữ số 2 có mặt đúng 2 lần, chữ số 3 có mặt đúng 3 lần và các chữ số khác có mặt tối đa 1 lần.
4.Từ các chữ số 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 có thể lập được bao nhiêu số chẵn mỗi số có 5 chữ số khác nhau trong đó có đúng 2 chữ số lẻ và 2 chữ số lẻ đứng cạnh nhau.
5.Từ các chữ số 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7  có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên mỗi số gồm 5 chữ số khác nhau và nhất thiết  phải có 2 chữ số 1, 5.
6. Có thể lập được bao nhiêu số có 7 chữ số từ các số 1, 2, 3, 4 sao cho mỗi số 1, 2, 3 có mặt 2 lần, số 4 có mặt 1 lần, ngoài ra các số lẻ đều nằm ở vị trí lẻ.

7. Cho tập 
a) T ừ t ập A có thể lập bao nhiêu số có gồm 5 chữ số đôi một khác nhau, các số này lẻ và chia hết cho 5
b) Từ tập A có thể lập đựoc bao nhiêu số tự nhiên có 6 chữ số đôi một khác nhau sao cho chữ số đứng cuối chia hết cho 4

8. Cho tập 
a) Từ tập A có thể lập đựoc bao nhiêu số tự nhiên có 5 chữ số đôi một khác nhau và lớn hơn  50.000
b) Từ tập A có thể lập đựoc bao nhiêu số tự nhiên có 6 chữ số đôi một khác nhau sao cho chữ số đứng thứ 3 chia hết cho 5 và  chữ số cuối cùng lẻ

9. Cho tập 
a) Từ tập A có thể lập đựoc bao nhiêu số tự nhiên có 5 chữ số đôi một khác nhau sao cho các số này không bắt đầu bằng 16 và chữ số cuối không chia hết cho 5
b) Từ tập A có thể lập đựoc bao nhiêu số tự nhiên có 6 chữ số đôi một khác sao cho các số này lớn hơn 600001

10.Cho tập 
a) 
Từ tập A có thể lập được bao nhiêu số gồm 6 chữ số đôi một khác nhau sao cho số này không bắt đầu bằng ?
b) Từ tập A có thể lâp được bao nhiêu số gồm 5 chữ số sao cho chữ số cuối cùng chia hết cho 5

11.Cho tập 
a) Từ tập A có thể lập được bao nhiêu số gồm 5 chữ số đôi một khác nhau sao cho hai chữ số 2 và 5 không đứng cạnh nhau 
b) Từ tập A có thể lập được bao nhiêu số gồm 5 chữ số đôi một khác nhau sao cho  các số này chia hết cho 9

12.Cho tập 
a) Từ tập A có thể có bao nhiêu số lẻ gồm 5 chữ số mà không chia hết cho 5 ?
b)  Từ tập A có thể lập được bao nhiêu số có chắn có 5 chữ số sao cho chữ số 5 luôn có mặt trong các số có đúng một lần và chữ số đầu tiên là lẻ 
13.Từ các chữ số 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên chẵn có hai chữ số khác nhau và mỗi số lập được đều bé hơn 25000.
14.Có bao nhiêu số lẻ gồm 6 chữ số khác nhau và lớn hơn 500000.
15.Từ các chữ số 1 đến 9 lập các số tự nhiên có 9 chữ số khác nhau. Có bao nhiêu số:
a, Chia hết cho 5;				b, Số 9 đứng chính giữa.
16.Có bao nhiêu số lẻ gồm 6 chữ số và chia hết cho 9.
17.Có bao nhiêu số tự nhiên có 5 chữ số sao cho tổng các chữ số là số lẻ.
18. Từ các chữ số 0, 1, 2, 3, 4 có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên có 5 chữ số khác nhau. Tính tổng của tất cả các số tự nhiên đó?
19. Từ các chữ số 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên mỗi số gồm 6 chữ số khác nhau và tổng các chữ số hàng chục, hàng trăm, hàng nghìn bằng 8.





CÁC BÀI TOÁN VỀ CHỈNH HỢP, TỔ HỢP VÀ NHỊ THỨC NEWTON
Dạng 1: Rút gọn và tính giá trị biểu thức. 
1. Tính giá trị biểu thức:


a) A = ;                      b) B= .

c)C= ; 

d)D= .
2. Rút gọn các biểu thức:

a) A = ;

b) B = .

c) C = ;

b) D = .

3. (Đề thi ĐH-CĐ khối D-2005) Tính giá trị biểu thức:   M= 



Biết rằng:   (n nguyên dương,  là số chỉnh hợp chập k của n phần tử và C là số tổ hợp chập k của n phần tử.
Dạng 2: Chứng minh đẳng thức  chứa hoán vị, chỉnh hợp, tổ hợp.


1. Chứng minh đẳng thức sau bằng định nghĩa: ,  

a) ;

b)  (k, n nguyên dương, k≤n). (Đề thi ĐH-CĐ khối B-2008).


2. Chứng minh bằng công thức: ;  .

a, ;


b,  với   .

c, .

d, .
3. Chứng minh bằng khai triển Newtơn:

a, ;

b, 

c, 

d, ;

e, 

f, .
4. Chứng minh đẳng thức bằng cách đồng nhất hệ số:

a, , 5 ≤ k ≤ n.

b, , m ≤ k ≤ n.

c, .
5. Chứng minh đẳng thức bằng đạo hàm:

a, .

b, 

c,  
                                                        (Đề thi ĐH-CĐ khối A năm 2005).

d, .

e, .
6. Chứng minh đẳng thức bằng tích phân:

a, 

b, 

c, 

d, ;

e, .(n nguyên dương)
                                                         (ĐH-CĐ khối A-2007)
Dạng 3: Giải phương trình, bất phương trình, hệ phương trình chứa hoán vị, chỉnh  hợp, tổ hợp.
1.Giải  phương trình:
a,  (Đề thi ĐH-CĐ khối D năm 2005).

(n nguyên dương).
b, (Đề thi ĐH-CĐ khối D năm 2008).

(n nguyên dương). 
c, (Đề thi ĐH-CĐ khối A năm 2002). Cho khai triển: 



(n nguyên dương).Biết rằng trong khai triển đó  và số hạng thứ tư bằng 20n. Tìm n và x.
d, (Đề thi ĐH-CĐ khối D năm 2002). Tìm n nguyên dương sao cho: 


e, (Đề thi ĐH-CĐ khối A năm 2005). Giải phương trình:


2. a, Tập A gồm n phần tử, n ≥ 7. Tìm n biết số tập con gồm 7  phần tử của A bằng 2 lần số tập con gồm 3 phần tử của A.
b, Tập A gồm n  phần tử, n > 4. Tìm n biết trong số các tập con của A có đúng 16 tập con có số phần tử là số lẻ.
3. (Đề thi  ĐH-CĐ khối B năm 2002). Cho đa giác đều A1 A2… An (n nguyên) nội tiếp đường tròn (O). Biết rằng số ∆ có các đỉnh là 3 trong 2n điểm A1, A2,…, A2n nhiều gấp 20 lần số  hình chữ nhật có các đỉnh là 4 trong 2n điểm A1, A2,…, A2n.  Tìm n?
4. (Đề thi  ĐH-CĐ khối B năm 2006). Cho hai đường thẳng song song d1 và d2. Trên đường thẳng d1 có 10 điểm phân biệt, trên đường thẳng d2 có n điểm phân biệt (n≥ 2). Biết rằng có 2800 tam giác có đỉnh là các điểm đã cho. Tìm n thỏa mãn điều kiện trên?
5. Trên cạnh AB, BC, CD, OA của hình vuông ABCD lần lượt cho 1, 2, 3 và n điểm phân biệt khác A, B, C, D. Tìm n biết số tam giác có 3 đỉnh lấy từ n + 6 điểm đã cho là 439.
6. Giải bất phương trình


a. ;			 		b. ;


c. ;				d. ;


e. ;					f. ;


g. ;				h. ;


k. ;					m. .

7.  Tìm x, y  N thỏa mãn hệ :


a. 						b.     


c.      		d.    
Dạng 4: Các bài toán về tìm số hạng, hệ số trong khai triển nhị thức Newton

1. Tìm hệ số của x7 trong khai triển đa thức (2-3x)2n trong đó n là số nguyên dương thỏa mãn:
2. (Đề thi ĐH-CĐ khối D-2007). Tìm hệ số của x5 trong khai triển thành đa thức của x(1-2x)5+x2(1+3x)10.
3. (Đề thi ĐH-CĐ khối B-2007). Tìm hệ số của số hạng chứa x10 trong khai triển nhị thức Newtơn của (2+x)n biết:

 (n nguyên dương).

4. (Đề thi ĐH-CĐ khối A, B, D-2008). Tìm số hạng không chứa x trong khai triển nhị thức Newtơn của:


5. (Đề thi ĐH-CĐ khối A-2003). Tìm hệ số của số hạng chứa x8 trong khai triển nhị thức Newtơn của:    biết rằng  .

6. Tính hệ số của x8 trong khai triển thành đa thức của 

7. (Đề thi ĐH-CĐ khối D-2004). Tìm số hạng không chứa x trong khai triển nhị thức Newtơn của:   với x > 0


8. (Đề thi ĐH-CĐ khối A-2006). Tìm hệ số của số hạng chứa x26 trong khai triển nhị thức Newtơn của: biết rằng , n nguyên dương.
9. Tính hệ số của số hạng chứa x3 trong khai triển của:
P(x) = (2x+1)3- (3x+1)4 + (x+1)7.

10.Biết trong khai triển  có hệ số của số hạng thứ 3 bằng 5 Hãy tính số hạng đứng giữa trong khai triển.

11. Khai triển của   có tổng các hệ số của 3 số hạng đầu là 28. Tìm số hạng thứ năm của khai triển đó.

12. Cho khai triển .Biết tổng của ba số hạng đầu  tiên trong khai triển bằng 631 .Tìm hệ số của số hạng có chứa x5
13. Xét khai triển của (x3 + xy)15.
	a, Tìm hai hạng tử chính giữa.
	b, Tính hệ số của hạng tử chứa x21y12
14. (Đề thi ĐH-CĐ khối D-2003). n là số nguyên dương, gọi a3n-3 là hệ số x3n-3 trong khai triển thành đa thức của (x2+1)n(x+2)n. Tìm n để a3n-3 = 26n.

15. Biết tổng các hệ số trong khai triển  bằng 1024 .Tìm hệ số của x12

16.Trong khai triển Tìm số hạng chứa x và y sao cho số mũ của x và y là các số nguyên dương.

17. Trong khai triển : tìm số hạng chứa a,b có số mũ bằng nhau 
18. Tìm hệ số lớn nhất của khai triển: (1+2x)12
19. (Đề thi ĐH-CĐ khối A-2008). Cho khai triển (1+2x)n= a0 + a1x+…+anxn,  


n  N* và các hệ số a0, a1,...,an thỏa mãn hệ thức:. Tìm số lớn  nhất trong các số:  a0, a1,...,an?

20.Tìm hệ số lớn nhất trong các hệ số của khai triển 
21. Gäi a1, a2, …,a11 lµ c¸c hÖ sè trong khai triÓn sau: 

. T×m a5 .
2 2. Cho P(x) = (1 + x)  + 2(1 + x)2 +3(1 + x)3 + …+ 20(1 + x)20. ViÕt l¹i P(x) d­íi d¹ng P(x) = a0 + a1x + a2x2 +…+ a20x20. T×m a15.
23.  XÐt khai triÓn (1 + x + x2)6. T×m hÖ sè a9 cña x9 trong khai triÓn trªn.

24. T×m hÖ sè cña x trong khai triÓn .
25. Khai triÓn ®a thøc
 P(x) = (1 + x)9 +(1 + x)10 + …+ (1 + x)14  = A0 + A1x + A2x2 +…+ A14x14. 
X¸c ®Þnh hÖ sè A9.
26.  Khai triÓn ®a thøc  thµnh d¹ng sau
.
T×m hÖ sè lín nhÊt trong c¸c hÖ sè .
27.  XÐt khai triÓn . T×m  .
28.  Cho khai triÓn (1 + x)101. T×m hÖ sè lín nhÊt trong tÊt c¶ c¸c hÖ sè cña c¸c sè h¹ng trong khai triÓn.
28.  Cho khai triÓn (1 + 2x)30. T×m hÖ sè lín nhÊt trong tÊt c¶ c¸c hÖ sè cña c¸c sè h¹ng trong khai triÓn.

29.  Cho khai triÓn .T×m hÖ sè lín nhÊt trong tÊt c¶ c¸c hÖ sè cña c¸c sè h¹ng trong khai triÓn.

Bµi  30. T×m n cña khai triÓn  biÕt h¹ng tö thø 9 cã hÖ sè lín nhÊt.

Bµi 31.  Cho khai triÓn .

1) BiÕt tæng cña ba hÖ sè cña ba h¹ng tö ®Çu tiªn lµ . T×m hÖ sè lín nhÊt cña c¸c hÖ sè khi khai triÓn nhÞ thøc trªn.
2) BiÕt h¹ng tö thø 11 cã hÖ sè lín nhÊt, t×m n.

































Chuyên đề: Xác suất của biến cố  
Bài 1.  Chọn ngẫu nhiên một số nguyên dương nhỏ hơn 9. Tính xác suất để:
1)  Số được chọn là số nguyên tố.
2) Số được chọn chia hết cho 3.
3) Số được chọn là một số chẵn.
4) Số được chọn nhỏ hơn 4.
Bài 2. Gieo hai con súc sắc cân đối đồng chất. Tính xác suất để:
1)  Tổng số chấm trên mặt xuất hiện của hai con súc sắc là 7.   
2) Tổng số chấm trên mặt xuất hiện của hai con súc sắc nhỏ hơn hoặc bằng 7.
3) Có đúng một con súc sắc xuất hiện mặt 6 chấm.
4) Có ít nhất một con súc sắc xuất hiện mặt 6 chấm.
Bài 3. Một túi đựng 4 quả cầu đỏ và 6 quả cầu xanh có kích thước và trọng lượng như nhau. Chọn ngẫu nhiên 4 quả cầu. Tính xác suất để trong bốn quả cầu đó :
1) Có đủ cả hai màu.			2) Có ít nhất hai quả cầu xanh.
3) Có không quá hai quả cầu đỏ.	4) Chỉ có một màu.
5) Có đúng 3 quả cầu xanh. 
Bài 4.  Một tổ có 7 nam và 3 nữ.  Chọn ngẫu nhiên ra 2 người đi chấm cờ đỏ. Tìm xác suất sao cho trong hai người đó:
1) Cả hai đều là nữ.			2) Ít nhất một người là nữ.
3) Có đúng một người là nữ.		4) Không có người nữ nà.
Bài 5. Trong một hộp có 12 bóng đèn giống nhau biết có 4 bóng bị hỏng. Lấy ngẫu nhiên ra 3 bóng. Tính xác suất để trong 3 bóng lấy ra:
1) Được hai  bóng tốt.    
2) Được ba bóng hỏng.
3) Được đúng một bóng hỏng.
4) Được ít nhất một bóng tốt.
Bài 6. Có 6 quả cầu giống hệt nhau được đánh số từ 1 đến 6 và đựng trong một hộp. Sau khi xáo trộn người ta lấy ra ngẫu nhiên lần lượt 4 quả. 
1) Sắp xếp chúng theo thứ tự lấy ra thành một hàng ngang từ trái qua phải. Tính xác suất để được số 1234.
2) Tính xác suất để tổng các chữ số là 10.
Bài 7. Gieo liên tiếp 3 lần một con súc sắc. Tính xác suất để tổng số chấm trên mặt xuất hiện của ba lần không nhỏ hơn 16. 
Bµi 8. Trong mét hép kÝn cã ch­a 10 qu¶ cÇu tr¾ng vµ 8 qu¶ cÇu ®á, gi¶ thiÕt kÝch th­íc vµ träng l­îng cña c¸c qu¶ cÇu nãi trªn lµ y hÖt nhau. LÊy ngÉu nhiªn ra 5 qu¶ cÇu. T×m x¸c suÊt ®Ó trong 5 qu¶ cÇu lÊy ra cã ®óng 3 qu¶ cÇu ®á.
Bai 9. Mét tæ gåm 9 nam vµ 3 n÷.
1) CÇn chän 4 ng­êi trùc nhËt. Hái cã bao nhiªu cc¸h chän kh¸c nhau?
2) TÝnh x¸c suÊt ®Ó khi chän ngÉu nhiªn mét nhãm 4 ng­êi ®ã ta ®­îc 1 nhãm cã ®óng 1 n÷.
3) CÇn chia tæ ®ã thµnh ba nhãm cã 4 ng­êi. Hái cã bao nhiªu cc¸h chia kh¸c nhau? TÝnh x¸c suÊt ®Ó chia ngÉu nhiªn ta ®­îc mçi nhãm coa ®óng 1 n÷.
Bµi 10. Gieo ®ång thêi hai con xóc s¾c c©n ®èi vµ ®ång chÊt. T×m x¸c suÊt sao cho:
1) Tæng sè chÊm trªn mÆt hai con xóc s¾c thu ®­îc b»ng 8.
2) HiÖu sè chÊm trªn mÆt hai con xóc s¾c cã gi¸ trÞ tuyÖt ®èi b»ng 2.
3) Sè chÊm ë trªn hai con xóc s¾c b»ng nhau.
Bµi 11.  Cã 6 qu¶ cÇu gièng hÖt nhau ®­îc ®¸nh sè tõ 1 ®Õn 6 vµ ®ùng trong mét hép. Sau
khi x¸o trén ng­êi ta lÊy ra ngÉu nhiªn lÇn l­ît 4 qu¶.
1) S¾p xÕp chóng theo mét thø tù lÊy ra thµnh mét hµng ngang tõ tr¸i sang ph¶i. T×m x¸c suÊt ®Ó cã ®­îc sè 1234.
2) T×m x¸c suÊt ®Ó tæng c¸c ch÷ sè b»ng 10.
Bµi 12. Trong 100 vÐ sè cã 1 vÐ tróng 10 triÖu ®ång, 5 vÐ tróng 5 triÖu ®ång, 10 vÐ tróng 3 triÖu ®ång. Mét ng­êi mua ngÉu nhiªn ba vÐ. TÝnh x¸c suÊt c¸c biÕn cè:
1) Ng­êi ®ã tróng 3 triÖu ®ång.
2) Ng­êi ®ã tróng 13 triÖu ®ång.
3) Ng­êi ®ã tróng Ýt nhÊt 3 triÖu ®ång.
Bµi 13. Cã 12 hµnh kh¸ch lªn 4 toa tÇu mét c¸ch ngÉu nhiªn. T×m x¸c suÊt ®Ó mét toa cã 6 hµnh kh¸ch, mét toa cã 4 hµnh kh¸ch, hai toa cßn l¹i mçi toa cã 1 hµnh kh¸ch.
Bµi 14. XÕp ngÉu nhiªn 5 ng­êÇn, B, C, D, E vµo mét bµn cã 5 chç ngåi. T×m x¸c suÊt ®Ó:
1) A vµ B ngåi ®Çu ®Çu bµn.
2) A vµ B ngåi c¹nh nhau.
Bµi 15. BiÓn ®¨ng kÝ xe m¸y ë Hµ Néi gåm 3 phÇn. PhÇn ®Çu lµ chØ sè vïng Hµ Néi : sè 29; phÇn gi÷a lµ 3 ch÷ sè, phÇn cuèi gåm hai ch÷ c¸I ( trong 26 ch÷ c¸i).
1) Cã bao nhiªu biÓn sè xe nh­ trªn ë Hµ Néi?
2) Gi¶ sö chän ngÉu nhiªn mét biÓn ®¨ng kÝ. T×m x¸c suÊt ®Ó nhËn ®­îc biÓn sè gåm 3 ch÷ sè 468.
3) T×m x¸c suÊt ®Ó nhËn ®­îc mét biÓn ®¨ng kÝ cã tæng 3 ch÷ sè phÇn gi÷a lín hon 24.
4)  TÝnh x¸c suÊt nhËn ®­îc biÓn sè cã 3 sè phÇn gi÷a lµ mét sè ch½n vµ phÇn cuèi lµ HK.
Bµi 16. Cã 5 ng­êi kh¸ch NhËt, 4 ng­êi kh¸ch Hµn Quèc, 1 ng­êi kh¸ch Mü ngåi ngÉu nhiªn vµo mét bµn ngang 10 chç. TÝnh x¸c suÊt ®Ó vÞ kh¸ch ng­êi Mü ngåi gi÷a hai ng­êi kh¸ch NhËt.
Bµi 17. Mét kh¸ch s¹n cã 6 phßng phôc vô kh¸ch. Cã 10 kh¸ch trong ®ã cã 6 nam vµ 4 n÷ ®Õn thuª phßng. Mçi phßng chØ ®­îc nhËn mét ng­êi vµ ai ®Õn tr­íc ®­îc thuª phßng tr­íc. Gi¶ sö 10 ng­êi ®Õn ngÉu nhiªn.TÝnh x¸c suÊt sao cho:
1) Cã 6 nam ®Òu thuª ®­îc nghØ trä.
2) Cã 4 nam vµ 2 n÷ ®­îc nghØ trä.
3) Cã Ýt nhÊt 2 n÷ ®­îc nghØ trä.
Bài 18.  Trong mét líp häc cã 6 bãng ®Ðn, mçi bãng cã x¸c suÊt bÞ ch¸y lµ ¼. Líp häc ®ñ ¸nh s¸ng nÕu cã Ýt nhÊt 4 bãng ®Ìn s¸ng. TÝnh x¸c suÊt ®Ó líp häc ®ñ ¸nh s¸ng.
Bµi 19. Mét bµi thi tr¾c nghiÖm gåm 13 c©u hái, mçi c©u hái cã 5 c©u tr¶ lêi, trong ®ã chØ cã 5 c©u ®óng. Gi¶ sö mçi c©u tr¶ lêi ®óng ®­îc 4 ®iÓm, vµ mçi c©u tr¶ lêi sai bÞ trõ mét ®iÓm. Mét häc sinh kÐm lµm bµi tËp b»ng c¸ch chän hó häa mét c©u tr¶ lêi. TÝnh x¸c suÊt ®Ó:
1) Anh ta ®­îc 13 ®iÓm.				2) Anh ta bÞ ®iÓm ©m.
Chuyªn ®Ò: ¤n tËp c«ng thøc l­îng gi¸c.
Mét sè d¹ng bµi tËp c¬ b¶n
D¹ng bµi tËp 1: chøng minh c¸c ®¼ng thøc l­îng gi¸c.
D¹ng bµi tËp2 : Chøng minh ®¼ng thøc kh«ng phô thuéc vµo x
D¹ng bµi tËp 3: Rót gän biÓu thøc.
D¹ng bµi tËp 4: TÝnh gi¸ trÞ biÓu thøc:
Bµi tËp.
Bµi 1: Chøng minh c¸c ®¼ng thøc l­îng gi¸c:
1) sin2(a+b) – sin2 a – sin2b = 2sina.sinb.cos(a+b).
2) cosa.sin(b-c) + cosb.sin(c – a) + cosc.sin(a – b) = 0
3) sina.sin(b – c) + sinb.sin(c – a) + sinc.sin(a – b) = 0
4) 
.
5) 

.				6) .
7) 

	8) .
9) 


10) .

Bµi 2: TÝnh tæng: .
Bµi 3: TÝnh tæng: S = sina + sin2a + …+ sin(na).
Bµi 4: tÝnh tæng: S = cos a + cos2a + …+ cos(na).
Bµi 5: Cho 5 sina = 3 sin(a + 2b). CMR: tan(a+b) = 4 tanb
Bµi 6: Cho cos2 x + cos2 y =                  a. CMR: cos(x+y).cos(x – y) = a -1
Bµi 7: Cho cos(a + b) = 0 CMR: sin(a + 2b) = sina
Bµi 8: Cho sin(2a + b) = 3sinb. CMR: tan(a + b) = 2tana

Bµi 9: Cho  sinx = 2 sin(x + y). CMR: .
Bµi 10: Rót gän c¸c biÓu thøc sau:


				


					


 			


		



.


Chuyªn ®Ò: HÖ thøc l­îng gi¸c trong tam gi¸c
Bµi 1. Chøng minh mét sè ®¼ng thøc th«ng dông trong tam gi¸c:
Cho tam gi¸c ABC. Chøng minh r»ng:


1)  .	2).


3)		4) .


5).	6) 

7) .

8) 2+222222
.

9) 

10) . 
Bµi 2. Chøng minh c¸c ®¼ng thøc l­îng gi¸c trong tam gi¸c.

1) .

2).
3) sin2A + sin2B + sin2C = 2sinB.sinC.cosA +2sinC.sinA.cosB + 2sinA.sinB.
Bµi 3. Cho tam gi¸c ABC tháa m·n ®iÒu kiÖn: 2tanA = tanB + tanC. 
CMR: tanB.tanC = 3 vµ cos(B – C) = 2cosA.

Bµi 4. Cho tam gi¸c ABC, CMR:  2b = a +c .
Bµi 5. Cho tam gi¸c ABC tháa m·n ®iÒu kiÖn: a2 = b2 + bc. CMR : A = 2B.

Bµi 6. Cho tam gi¸c ABC, CMR: .
Bµi 7(KA – 2004). Cho tam gi¸c ABC kh«ng tï tho¶ m·n ®iÒu kiÖn: 

.
TÝnh c¸c gãc cña tam gi¸c ABC.

Bµi 8.  Cho tam gi¸c ABC tho¶ m·n ®iÒu kiÖn: .
TÝnh c¸c gãc cña tam gi¸c ABC.
Bµi 9. Chøng minh r»ng víi mäi tam gi¸c ABC ta ®Òu cã:


1) 					2) .
Bµi 10. CMR trong mäi tam gi¸c ABC ta cã c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:


1) 				2)


3).				4).		


5)  			6)		


7) 	  			8)		


9)  				10)  víi tam gi¸c nhän.


Chuyªn ®Ò: NhËn d¹ng tam gi¸c.
D¹ng 1: NhËn d¹ng tam gi¸c c©n.
Bµi 1. CMR tam gi¸c ABC lµ tam gi¸c c©n nÕu tho¶ m·n mét trong c¸c ®iÒu kiÖn sau:


1).			2)tanB + tanC = 2 cot.

4) a.tanA + b.tanB =(a+b).tan





5)sin.cos3=sincos3.		6) .


7) 			8) 


9) 	10) a+ b = tan(a.tanA + b.tanB).



11)tanA – tanB = tan - tan.		12) .
	   					
D¹ng 2: NhËn d¹ng tam gi¸c vu«ng
Bµi 2.  CMR tam gi¸c lµ tam gi¸c vu«ng nÕu tho¶ m·n mét trong c¸c ®iÒu kiÖn sau:


1)cosB + cosC = 			2) 


3)cos2A + cos2B + cos2C = -1		4) cot =


5) 			6) .
D¹ng 3: NhËn d¹ng tam gi¸c ®Òu.
Bµi 4. CMR tam gi¸c lµ tam gi¸c ®Òu nÕu tho¶ m·n mét trong c¸c ®iÒu kiÖn sau:




1)  			2)cotA + cotB + cotC = tan + tan+ tan.



3)cosA + cosB + cosC = sin + sin + sin.



4) sinA + sinB + sinC = sin2A + sin2B + sin2C.		5)cot2 + cot2 +cot2 = 9.

6)  ( tam gi¸c ABC nhän)			

7) 


8) 			9) .

10) .		11) sinA + sinB + sinC = 4sinA.sinB.sinC.





12) cosA.cosB.cosC =  		13) sin .sin.sin= .
Chuyªn ®Ò: Ph­¬ng tr×nh l­îng gi¸c c¬ b¶n –
PTLG bËc1, bËc2 vµ bËc cao ®èi víi mét hµm sè l­îng gi¸c.
Ph­¬ng tr×nh l­îng gi¸c c¬ b¶n
Bµi 1. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh lg:
1) 
tanx.tan(x+1) =1.				2) 		


3)				4) .


5) 			6) .


7) 					8) 


9) 			10) 


11) 				12) 


13) 				14) .

15) 	
Bµi 2.  
1) 

T×m c¸c nghiÖm thuéc kho¶ng  cña ph­¬ng tr×nh: .
2) 

Ph­¬ng tr×nh sau cã bao nhiªu nghiÖm thuéc ®o¹n : .
3) 
TÝnh tæng c¸c nghiÖm thuéc ®o¹n  cña ph­¬ng tr×nh: 

.
Bµi 3. Gi¶i vµ biÖn luËn c¸c ph­¬ng tr×nh sau:

1) .

2) .

3) .

4) 

PTLG bËc1, bËc2 vµ bËc cao ®èi víi mét hµm sè l­îng gi¸c.
Bµi 4. Gi¶i  c¸c ph­¬ng tr×nh :


1) .		2)  


3) .		4) .


5) 				6) 


7) 					8) 


9) .					10).			


11) 					12).

13). 		


14).		15) 		


16)  				17) .	

18).


19) 				20) 


21) 			22) 


23) 				24) .


25) 			26) 

27) 		

28) 
Bµi 5. 
1) 
T×m nghiÖm d­¬ng nhá nhÊt cña ph­¬ng tr×nh: .
2) 

TÝnh tæng c¸c nghiÖm thuéc ®o¹n  cña ph­¬ng tr×nh: .
3) 

Ph­¬ng tr×nh:  cã bao nhiªu nghiÖm thuéc ®o¹n .
4) 
T×m nghiÖm thuéc ®o¹n  cña ph­¬ng tr×nh: 

.
Bµi 6. 
1) 
T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh:  cã nghiÖm.
2) 
T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh sau cã nghiÖm thuéc kho¶ng :

.
3) 
T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh sau cã 8 nghiÖm thuéc kho¶ng :

.
Bµi 7. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña c¸c biÓu thøc sau:


1) 				2) 


3) 				4) 


5) 		6) .





Chuyªn ®Ò: Ph­¬ng tr×nh bËc nhÊt ®èi víi sinx vµ cosx.
Bµi 1. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau:

1)                              

	2) 

3) 	

4) 

5) .

6) 

7) 

8) 

9)

10) 

11) 

12) 

13) 

14) .

15) .

16) .
Bµi 2: Gi¶i vµ biÖn luËn c¸c ph­¬ng tr×nh sau:


1) 				2) 


3) 		4) .

Bµi 3. Cho ph­¬ng tr×nh: .
1) 
Gi¶i ph­¬ng tr×nh víi .
2) 
T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm thuéc ®o¹n .
Bµi 4.


1) T×m nghiÖmcña ph­¬ng tr×nh : .

2) T×m a ®Ó ph­¬ng tr×nh sau cã nghiÖm: .


3)T×m m ®Ó pt  sau cã nghiÖm thuéc : .
Bµi 5. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña c¸c hµm sè sau:

1) .

2) .

3) 


4) 			5) 
 
Chuyªn ®Ò: Ph­¬ng tr×nh ®¼ng cÊp bËc hai, bËc 3 víi sinx vµ cosx
Bµi 1.


1) .                               2) .


3)				 4)  	


5) .			 6) 


7)		8) 


9)  					10)  


11)                                                  	12) 


13)                                   		 14) 


15) 				16) 


17) 		18)  

19) 

20) 

Bµi 2. Cho pt: 
     1) Giải pt với m = 1.

2)T×m m để ph­¬ng tr×nh cã đóng 3 nghiệm thuộc khoảng: .

Bµi 3. T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh sau cã nghiÖm thuéc  . 



 Bµi 3. Cho ph­¬ng tr×nh  
     1) Gi¶i ph­¬ng tr×nh víi m = 1.
2)T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm
3) 
T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm thuéc  
Bµi 4. Cho ph­¬ng tr×nh  


a) Gi¶i ph­¬ng tr×nh víi m = 2;
b) 
T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm duy nhÊt  .

Bµi 5. Cho ph­¬ng tr×nh: .
1) 
Gi¶i ph­¬ng tr×nh víi .
2) T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm.



Chuyªn ®Ò: Ph­¬ng tr×nh ®èi xøng vµ ph­¬ng tr×nh ph¶n ®èi xøng.
Bµi 1. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau: 

1) 		

2) 

3) 			

4) 

5) 			

6) 

7) 			

8) .

9) .

10) .

11) 

12) .

13) .

14) .

15) .

16) .

Bµi 2. Cho ph­¬ng tr×nh: .
1) 
Gi¶i ph­¬ng tr×nh víi .
2) 
T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm thuéc ®o¹n .

Bµi 3. Cho ph­¬ng tr×nh: .
1) Gi¶i ph­¬ng tr×nh víi m = 1.
2) T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh v« nghiÖm.
3) 
T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh cã ®óng hai nghiÖm thuéc ®o¹n .
Bµi 4. T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh sau cã nghiÖm: 

.

Bµi 5. Cho ph­¬ng tr×nh: .
1) Gi¶I ph­¬ng tr×nh víi m = 1.
2) 
T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh cã ba nghiÖm thuéc ®o¹n .

Bµi 6. Cho ph­¬ng tr×nh: .
1) 
Gi¶i ph­¬ng tr×nh víi .
2) T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm.
3) 
T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm thuéc kho¶ng .



Chuyên đề: Phương trình lượng giác dạng tích – 
Phương trình lượng giác có điều kiện.
Bài 1. Giải các phương trình sau

1) 

2) 

3) 

4) .

5) (B_02)

6)   

7)  

8)  

9) (Y 2000)

10)   

	11) 

12) .

13) 

14)  

15) 

16) 

17) .
Bài 1. Giải các phương trình sau:


1)  				2) 


3) 			4)  


5) 				6) 


7)  			8)  

9)  


10) .			11)  


12)  				13)    


14)  			15)  


LUYỆN TẬP TỔNG HỢP.
Bµi 1. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau:

1) sin2x + 2tanx = 3.		   		2) tan2x –  + 5 = 0


3) .		4) .

5)  		6) cotx – 4 cosx + 1 = 0.


7) 				8) 
9) 1 + sinx + cosx + sin2x + 2cos2 = 0		10)sin3x + cos3x = sinx – cosx.
11) sin2x.cosx – cos2x + sinx – cos2x.sinx – cosx = 0
12) (2sinx -1)(2cos2x + 2sinx+1)=3 – 4cos2x.
Bµi 2. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau:

1) 				2)2cos2x – sin2x = 2(sinx + cosx).		
3) sinx (1 + cosx) = 1 + cosx + cos2x.


4) sin2x + 2sin2 - 2sinx.sin2 + cotx = 0.		5) cotx – tanx = sinx + cosx

6) cos4x – cos2x+ 2sin6x = 0.				7) 


Bµi 3. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau: 
1) .		2) 	
3) sin3x + sin2x =5 sinx.

4) sin3x + cos3x =  .		5) sin3x + cos3x = sin2x + sinx + cosx.

6) 5 sinx – 2 = 3( 1 – sinx)tan2x.		7) cot x – tanx + 4sin2x =  .


8) sin3x + cos3x =  ( sin5x + cos5x).		9) = cos2x + 3.




10) cos2 +1 = 3cos			11) 2cos2+1 = 3cos
Bµi 4. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau:

1)  .			2) ( 2cosx – 1)(2sinx + cosx) = sin2x – sinx.
3) sin2x = 1+  cosx + cos2x.		4) sin3x .cos3x + cos3x.sin3x = sin34x.

5) 2 cosx - /sinx/ = 1.			6)  

7) sin2x – cos 2x = 3 sinx + cosx – 2.		8) 

9)  	 	
Bµi 5. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau:
1) sin6x + cos6x  = 2( sin8x + cos8x).		2) sin6x + cos6x = cos4x.


3) 			4)  
5)tan2x(1 – sin3x) + cos3x – 1= 0.		
6) cos10x + 2 cos24x + 6cos3x.cosx = cosx + 8 cosx.cos33x
7) 2 sin3x – sinx = 2 cos3x + cos2x – cosx

8) sinx.cos4x + 2 sin22x = 1 – 4 sin2.		
9)cos2 4x – cosx.cos4x – sin2x = -1/4.
Bµi 6. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau:
1) 3cos4x – 8cos6x + 2cos2x + 3= 0.			2) cosx(cos4x + 2) + cos2x.cos3x = 0		

3)  


4) 					5) 

6) .	

7) 
8) cosx.cos4x + cos2x.cos3x = 0.			
9) cos23x.cos2x – cos2x = 0.		
10)( 1 + tanx)(1 +sin2x) = 1.				
11) 2sin3x(1 – 4sin2x) = 1 (nh©n víi cosx )

12)  ( nh©n víi 2cosx/2) 	13) 3(cotx – cosx) – 5(tanx – sinx) = 2
14)cos2x + cos4x + cos6x = cosx.cos2x.cos3x + 2
Bµi 8. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau:
1) tan2x + cotx = 8 cos2 x.			2)tanx = 2 sin2x – 1 – cot2x.

3) tanx = cotx + 2cot3x.				4) tanx + 1 = 2sinx +   

5) tanx – sin2x – cos2x +2cosx - = 0.

6) tanx – 3 cotx = 4( sinx +  cosx).		7) 3 – tanx(tanx + 2sinx) + 6 cosx = 0
8) tan2x – tanx.tan3x = 2.				9) 3tan2x – 4tan3x = tan23x.tan2x.
10)( 2cosx -1)(sinx + cosx) = 1.		
Bµi 9. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau:
1)sin2x + sin23x – 3 cos22x =0.			
2) 2cos22x  + cos4x = 4 sin22x.cos2x + sin4x.
3)2sin2x – cos2x = 7sinx + 2cosx – 4 	
4) sin3x = cosx.cos2x(tan2x + tan2x)

5) .


Mét sè ®Ò thi ®¹i häc

 (KA-2002). Gi¶i ph­¬ng tr×nh  
( KB-2002) . Gi¶i ph­¬ng tr×nh : sin23x – cos24x = sin25x – cos26x.

(KA-2003).  Giải phương trình: cotx – 1 = .

(KB-2003).  Giải phương trình :   
(KB-2004). Giải phương trình: 5sinx - 2 = 3(1 – sinx).tan2x. 
(KD-2004).  Giải phương trình : (2cosx -1 )(2sinx + cosx)= 2sinx – sinx
(KB- 2005).  Giải phương trình: 1 + sinx + cosx + sin2x + cos2x = 0.

( KA 2006).  Giải phương trình:  
( KD- 2006). Giải phương trình: cos3x + cos2x – cosx- 1  = 0.
( KA- 2007). Giải phương trình: (1+sin2x)cosx + (1+ cos2x)sinx = =1 + sin2x.
( KB- 2007). Giải phương trình: 2sin22x + sin7x – 1 = sinx.

(KD -2007). Giải phương trình:  

(KA- 2008). Giải phương trình:  


(KB- 2008). Giải phương trình: sin3x – cos3x= sinx.cos2x – sin2x.cosx
(KD-2008). Giải phương trình: 2sinx(1+ cos2x) +sin2x = 1 + 2cosx.

(KA -2009).  Giải phương trình: .

(KB – 2009). Giải phương trình: sinx + cosx.sin2x + cos3x = 2(cos4x – sin3x).

(KD -2009). Giải phương trình:  cos5x – 2 sin3x.cos2x  - sinx = 0 .

(KA – 2010). Giải phương trình:  .
( KB – 2010). Giải phương trình: (sin2x + cos2x) cosx + 2cos2x – sinx = 0

(KA – 2011). Giải phương trình: .

(KB – 2011).  Giải phương trình: .

(KD – 2011). Giải phương trình: .
(KA – 2012). Giải phương trình:  .
(KB – 2012). Giải phương trình:  .
(KD – 2012). Giải phương trình:  .







CHUYÊN ĐỀ: NGUYÊN HÀM
CÁC PHƯƠNG PHÁP NGUYÊN HÀM
1. Phương pháp đổi biến số


 Định lý: Nếu  thì  với u = u(x) là hàm số có đạo hàm liên tục
2. Phương pháp nguyên hàm từng phần

Công thức nguyên hàm từng phần:  với u, v là các hàm có đạo hàm liên tục.
3. Nguyên hàm một số hàm hữu tỷ - dạng đồng nhất thức
4. Nguyên hàm lượng giác
Quy tắc: 
 +) lựa chọn hướng tìm nguyên hàm.
 +) Vận dụng linh hoạt các phép biến đổi lượng giác.
Lưu ý:
- Hàm lẻ với cosx thì  thường đặt t = sinx.
- Hàm lẻ với sinx thì thường đặt t = cosx.
- Hàm lẻ với sinx, cosx thì thường đặt t = tanx…
Bài  tập : 
Bài 1.Tìm họ các nguyên hàm sau:



1) 			2) 		3) 	



4) 			5) 		6) 	



7) 			8) 		9) 	



10) 			11) 		12)



13) 			14) 		15) 	



16) 			17) 		18) 		



29) 			20) 		21) 				



22) 			23) 			24) 



25) 			26) 		27) 		



28) 			29) 			30) 	



31) 			32) 		33) .



34) 		35) 		36) 			



37) 				38) 			39) 			



40) 				41) 		42) 		



43) 			44) 			45) .



46) 				47) 		48) 		



49) 			50) 		51) 



52) 			53) 		54) 	



55) 			56) 			57) 	



58) 		59) 		60) 	



61) 			62) 		63) 	



64) 	 		65)  		66) 		



67) 		68) 		69) 



70) 		71) 	72) 		



73) 			74) 			75) 		



76) 		77) 		78) 	



79) 			80) 		81) .




82)							83)  		


84) 						85)  		


86) 						87) 	


88) 						89) 		


90) 						91) 		


92) 						93)  



94) 			95) 		96) 
Bài 2.
1) 
Tìm nguyên hàm F(x) của hàm số  biết F(0)=1.
2) 

Tìm nguyên hàm F(x) của hàm số biết F()= 0. 
3) 

Cho hàm  và hàm . Tìm a, b, c để hàm F(x) là nguyên hàm của hàm f(x) trên R.
4) Cho hàm F(x) = (a+1)cosx + (b – 2)cos2x – 3c.cos3x và f(x) = 3sinx – sin2x + 4sin3x.
Tìm a, b, c để F(x) là nguyên hàm của f(x) trên R.
5) Cho F(x) = (2m + 1)sinx + (3n – 2)sin2x + (5p – 7)sin3x và f(x) = cos2x. Tìm m, n, p để F(x) là nguyên hàm của f(x) trên R
6) 

Cho hàm  và . Tìm a, b, c để F(x) là nguyên hàm của f(x) trên R. 

7) Chứng minh rằng hàm F(x) = ln[ln(lnx)] là một nguyên hàm của .









 CHUYÊN ĐỀ: TÍCH PHÂN
CÁC PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN
1. Phương pháp đổi biến số dạng dạng u(x) = u.
2. Phương pháp đổi biến số dạng dạng x = (t).
Lưu ý: với các hàm chứa:

	+)  ta thường đặt x = asint


	+ )  ta thường đặt x = 

	+ )  ta thường  đặt x = atant

	+  ta thường đặt x = acost
3. Phương pháp tích  phân từng  phần .
Tính các tích phân sau: 



1) 			2) 			3) 	



4) 				5) 		6) 	



7) 				8) 			9) 



10) 				11) 		12) 



13) 				14) 		15) 



16)  				 17)  			18) 



19)         			 20) 	21) 



22)  				23)		24)    



25)  			26)  		27)   




28)  				29)  		30)  



31)    				32) 		33) 



34) .			 35) 		36).



37) .				38) 		39) .



40) .				41) 	42) .  

Bài 2.  Tích phân trong các đề thi đại học:			 


1) (KA – 2003).				2)(KB – 2003). .


3)(KD – 2003). 					4)(KA – 2004). 


5)((KB – 2004).			6) (KD – 2004). 


7) (KA – 2005).			 	8) (KB – 2005). 


9)(KD – 2005). 	  	10)( KA – 2006). 


11)(KB – 2006). 				12)(KD – 2006)..


13)(KD – 2007).				14)(KA – 2008)..


15)(KB – 2008).		16)(KD – 2008)..


17) (KD – 2009).					18)(KB – 2009).  


19) (KA – 2009).			20)(KA – 2010). 


21) (KB – 2010). 				22) (KD – 2010). . 
Chuyên đề:  Một số dạng tích phân đặc biệt
1. Tích phân hàm lẻ; cận đối nhau
2. Tích phân hàm lượng giác có cận phụ nhau, bù nhau
Bài tập. Tính các tích phân sau:
Bài tập: Tính các tích phân sau:


1) 					2)  


3) 					4) 				


5) 				6)				


7) 					8) 


7) 					8) 


9) 				10) 	


11) 						12) 


13) 					14) 


15) 					16) 


17) 					18) 
			


19)  					20) 



Chuyên đề: Diện tích hình phẳng
 Công thức diện tích hình phẳng
 (
y
O
x
a
b
y=f(x)
)1. Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số y = f(x) liên tục trên [a, b], trục hoành và hai đường thẳng x = a, x = b

Ta có:  


 (
y
O
x
a
b
y=f(x)
y=
g
(x)
)2. Diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đường thẳng x = a, x = b và hai đồ thị y = f(x), y = g(x) liên tục trên đoạn [a, b]

Ta có: 


Lưu ý: Khi tính diện tích hình phẳng:
- Kiểm tra bài toán đã thuộc dạng cơ bản chưa
- Trong trường hợp biên hình phẳng giới hạn bởi nhiều đồ thị ta phải tiến hành phân chia (thêm bớt) hình đó thành các hình cơ bản.
- Có thể đổi vai trò x, y để hình phẳng có dạng cơ bản đối với biến y.
Bài tập.
Bài 1. Tính diện hình phẳng giới hạn bởi các đường sau: 
1) y = 2x2 – 3x + 2; y = 0; x = -1; x = 2.
2) 
y = ; y =0; x = 1; x = e. 
3) y = x2 – 2x; y = 0; x = -1; x = 2.
4) 

; y =0; x = 0; x = .
5) 

; y = 0; x = 0; x = .(ĐHBKHN- 2000)
6) 
; hai trục toạ độ và đưòng thẳng x = 1.
7) 
; trục Ox và hai đường thẳng x = 1; x = -1. (ĐHKT – 2000).
Bài 2. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường sau:
1) y = -x2 + 4x; y = 0.
2) y = -x2; y = - x – 2.
3) 

y = ; y = .
4) 

;  
5) 

5) ; .

6) ; x + y – 3 = 0.


7) ; .


8) ;  



9) ;;  

10) ; y = x + 3 (KA – 2002).


11) ; y =  (KB – 2002).


12) ;  ( KA – 2007)

13)  và hai trục toạ độ. (KD – 2002). 
Bài 3. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường sau:
1) y = x3; y = 8; x = 0.
2) 
; y = x – 1; x = 0.
3) 
; trục hoành và đường thẳng x = 1. (HVNH TPHCM – 99).
4) 
; x + y – 2 = 0; y = 0. (ĐHCĐ – 2000)
5) 

; ; x = 1.( ĐHTCKT – 2000).
Bài 4. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường sau: 
1) 
y = sinx; y = cosx; x = 0; x = .
2) 


; ;(HVKTQS – 2000).
3) 


; ; x = 0; x = t (t > 0). Tìm .
4) 
.
Bài 5. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường sau:

1)  (ĐHCĐ – 98).

2)  (ĐHMĐC – 98).


3)  và các tiếp tuyến qua (ĐHKTQD – 2001).

4)  và hai tiếp tuyến với Parabol lần lượt tiếp xúc với (P) tại M(0; -3); N(3; 0).
5) y = 0; y = x3 – 3x2 + 3x – 1 và tiếp tuyến của đường cong đó tại điểm có hoành độ x = 3.

6) Đường (E):  và các tiếp tuyến với (E) kẻ từ A(3; 0). 

Chuyên đề: Thể tích vật thể
Một số dạng cơ bản:  

1. Định nghĩa: Giả sử T là cật thể giới hạn bởi hai mặt vuông góc với Ox tại a, b (a < b). S(x) là  diện tích thiết diện vuông góc tại x, S(x) là hàm liên tục trên [a, b] thì ta có: .
2. Dạng 1: Cho hàm y = f(x) liên tục trên đoạn [a, b]. Thể tích của khối tròn xoay do hình giới hạn bởi y = f(x), y = 0, x = a, x = b quay quanh Ox là: 

.
3. Dạng 2: Cho hàm y = g(y) liên tục trên [c, d]. Thể tích  khối tròn xoay do hình giới hạn bởi x = g(y), x = 0, y = c, y = d quay quanh Oy là:


4. Dạng 3: Cho f(x)  g(x) trên [a, b]. Thể tích khối tròn xoay do hình giới hạn bởi 
y = f(x), y = g(x), x = a, x = b quay quanh Ox là:


Bài tập:
Bài 1.
1. Tính thể tích của khối tròn xoay do hình giới hạn bởi y = x2 – 4x, y = 0 quay quanh Ox.
2. Tính thể tích của khối tròn xoay do hình giới hạn bởi  y = x.e2, y = 0, x = 0, x = 1 quay quanh Ox.
3. Tính thể tích của khối tròn xoay do hình giới hạn bởi y = x2, y = -3x + 10, y = 1, 
x > 0 quay quanh Ox.
4. Tính thể tích của khối tròn xoay do hình tròn tâm I(2,0) bán kính R = 1 quay quanh oy tạo nên:
5) Cho hình phẳng giới hạn bởi các đường: y = x3 – 1; y = 0; x = 3. Tính thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi hình phẳng quay quanh trục Ox.
6) Cho hình phẳng D giới hạn bởi hai đường:  y2 = 8x và x = 2. Tính thể tích các khối tròn xoay lần lượt sinh ra bởi hình phẳng D quay quanh trục Ox; trục Oy.

7) Tính thể tích khối tròn xoay khi quay quanh trục hoành hình phẳng giới hạn bởi elip(E) có phương trình: .
Bài 2.
1) Tính thể tích khối tròn xoay khi quay quanh trục hoành hình phẳng giới hạn bởi các đường: y = lnx; y = 0; x = 1; x = 2.


2) Tính thể tích của khối tròn xoay sinh ra bởi hình phẳng D được giới hạn bởi các đường : y = ; x = 0; x = ; y = 0. 
3) Cho hình phẳng D giới hạn bởi các đường: y = x.lnx; y = 0; x = 1; x = e. Tính thể tích của khối tròn xoay sinh bởi D quay quanh trục Ox.

5) Tính thể tích của khối tròn xoay sinh bởi hình phẳng giới hạn bởi elip (E):  quay quanh trục Oy.

4) Cho hình tròn giới hạn bởi (C): x2 + (y – b)2 = a2 ( 0 < a  b). Tính thể tích khối tròn xoay khi quay hình tròn ấy quanh trục hoành.


5) Cho D là một hình phẳng giới hạn bởi các đường:  và .
a) Tính diện tích miền D.
b) Tính thể tích khối tròn xoay sinh ra bởi D quay quanh trục Ox.

6) Tính thể tích của vật thể tròn xoay sinh bởi hình phẳng D được giới hạn bởi các đường :  quay quanh trục Ox. 
7) Tính thể tích khối tròn xoay sinh ra bởi hình phẳng giới hạn bởi hai đường :
 y = x2 – 4x + 6 và y = -x2 – 2x + 6 quay quanh trục Ox. 
8) Cho D là hình phẳng giới hạn bởi các đường:  y = (x – 2)2; y = 4. Tính thể tích của khối tròn xoay sinh ra khi D quay quanh: a) Trục Ox		b) trục Oy.
9). Tính thể tích khối tròn xoay sinh bởi phép quay quanh trục Ox hình phẳng giới hạn bởi các đường: y = ex ; y = e-x+2; x = 0; x = 2. 
10) Cho hình phẳng D giới hạn bởi trục Ox và đường  y = -x2  + 4x. Tính thể tích vật thể tròn xoay sinh bởi D quay quanh trục Oy.
11) Cho hình phẳng D giới hạn bởi các đường: y = - 3x + 10; y = x2 (x > 0); y =  1. Tính thể tích khối tròn xoay sinh bởi D quay quanh trục Ox.

12)  Cho D là hình phẳng giới hạn bởi ba đường: y = 2x; ; y = 4. Tính thể tích khối tròn xoay sinh bởi D quay quanh trục Ox. 

13) Tính thể tích khối tròn xoay khi quay quanh trục Ox hình phẳng D giới hạn bởi các đường: .


14) ) Tính thể tích của vật thể giới hạn bởi hai mặt phẳng x = 0; x =  biết rằng thiết diện của vật thể bị cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục Ox tại điểm có hoành độ x trên đoạn [0; ] là một tam giác đều có cạnh bằng (tanx + 1).
15(KB – 2007). Cho hình phẳng giới hạn bởi các đường: y = x.lnx; y = 0; x = e. Tính thể tích khối tròn xoay thu được khi quay D quanh trục Ox. 
Chuyên đề: Quan hệ song song và các bài toán hình học không gian cơ bản.

Bµi 1.  Cho h×nh chãp S. ABCD. Gäi M lµ mét ®iÓm thuéc miÒn trong cña tam gi¸c SCD. 
1) T×m giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng (SBM) vµ (SAC).
2) T×m giao ®iÓm cña ®­êng th¼ng BM vµ mÆt ph¼ng (SAC).
3) T×m thiÕt diÖn cña h×nh chãp c¾t bëi mÆt ph¼ng (ABM).
Bµi 2.  Cho h×nh chãp S. ABCD cã ®¸y ABCD lµ h×nh b×nh hµnh. Gäi M lµ trung ®iÓm cña SC.
1) T×m giao ®iÓm I cña AM víi (SBD). Chøng minh r»ng IA = 2IM.
2) T×m giao F cña SD víi (ABM). Chøng minh r»ng F lµ trung ®iÓm cña SD vµ tø gi¸c ABMF lµ h×nh thang.
3) Gäi E lµ ®iÓm tuú ý trªn c¹nh AB. T×m giao ®iÓm cña ME víi mÆt ph¼ng (SBD).
4) Gäi N lµ ®iÓm tuú ý trªn c¹nh BC. T×m thiÕt diÖn cña h×nh chãp víi (AMN).
Bµi 3. Trong mÆt (P) cho tø gi¸c låi ABCD cã c¸c cÆp c¹nh ®èi kh«ng song songvµ mét ®iÓm S n»m ngoµi mÆt ph¼ng (P).
1) Trªn ®o¹n th¼ng SA lÊy ®iÓm M. T×m giao ®iÓm cña BM víi (SCD).
2) Trªn phÇn kÐo dµi cña BC vÒ ph¸I C ta lÊy ®iÓm N. Gäi G lµ träng t©m tam gi¸c SAD. T×m giao ®iÓm cña ®­êng th¼ng NG víi c¸c mÆt (SCD), (SBD), (SAB).
Bµi 4.  Cho h×nh chãp tø gi¸c S. ABCD cã ®¸y ABCD lµ h×nh thang víi hai ®¸y lµ AB vµ CD. Gäi I, K lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña c¸c c¹nh AD, BC vµ G lµ träng t©m tam gi¸c SAB.
1) T×m giao tuyÕn cña (IKG) vµ (SAD).
2) X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh chãp víi mÆt ph¼ng (IKG).
3) ThiÕt diÖn lµ h×nh g×? T×m ®iÒu kiÖn ®èi víi AB vµ CD ®Ó thiÕt diÖn lµ h×nh b×nh hµnh.
Bµi 5. Cho h×nh chãp tø gi¸c S. ABCD cã ®¸y ABCD lµ h×nh b×nh hµnh t©m O. Gäi M, N lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña SA, SC. Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng qua ba ®iÓm M, N, B.
1) T×m giao tuyÕn cu¶ (P) víi c¸c mÆt ph¼ng (SAB), (SBC)
2) T×m I, K lµ giao ®iÓm cña SO, SD víi (P).
3) T×m giao tuyÕn cña (P) víi mÆt ph¼ng (SAD) vµ (SDC).
4) X¸c ®Þnh E, F lµ gioa ®iÓm cña DA, DC víi (P). Chøng minh r»ng E, B, F th¼ng hµng.
Bµi 6. Cho tø diÖn ABCD. Gäi I vµ J lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña AC vµ BC. Trªn c¹nh BD ta lÊy ®iÓm K sao cho BK = 2BD.
1) T×m giao ®iÓm E cña CD víi mÆt ph¼ng (IJK). Chøng minh r»ng DE =DC.
2)  T×m giao ®iÓm F cña AD víi mÆt ph¼ng (IJK). CMR: FA = 2FD.
3) Chøng minh r»ng  FK// IJ.
4) Gäi M, N lµ hai ®iÓm bÊt ktrªn hai c¹nh AB, Cd. T×m giao ®iÓm cña ®­êng th¼ng MN víi (IJK).
Bµi 7. Cho h×nh chãp tø gi¸c S. ABCD cã ®¸y ABCD lµ h×nh b×nh hµnh t©m O. Gäi M, N, P lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña SB, SD vµ OC.
1) T×m giao tuyÕn cña (MNP) víi (SAC).
2) T×m giao ®iÓm cña Sa víi mÆt ph¼ng (MNP).
3) X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh chãp víi (MNP) vµ tÝnh tØ sè mµ (MNP) chia c¸c c¹nh SA, BC, CD.
Bµi 8. Cho h×nh chãp tø gi¸c S. ABCD cã ®¸y ABCD lµ h×nh vu«ng. Gäi E lµ ®iÓm n»m trªn SE, F lµ ®iÓm n»m trªn SB sao cho SE/SA = SF/SB. MÆt ph¼ng (P) qua Ì c¾t SC, SD lÇn l­ît t¹i G, H.
1) ThiÕt diÖn EFGH lµ h×nh g×?
2) Khi G di chuyÓn trªn ®o¹n Sc. T×m tËp hîp giao ®iÓm I cña GF vµ HE.
Bµi 9. Cho h×nh chãp tø gi¸c S. ABCD cã ®¸y ABCD lµ h×nh b×nh hµnh. Gäi M, N lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña AB, Cd. 
1) Chøng minh r»ng MN song song víi (SCB) vµ (SAD).
2) Gäi P lµ trung ®iÓm cña SA. Chøng minh SB, Bc ®Òu song song víi (MNP).
3) Gäi G1; G2 lµ träng t©m c¸c tam gi¸c ABC vµ SBC. CMR: G1G2 //(SAB).
Bµi 10. Cho tø diÖn ABCD cã cc¸ c¹nh ®Òu b»ng a. Gäi M, N lÇm l­ît lµ trung ®iÓm cña AB, BC. LÊy P lµ ®iÓm trªn BD sao cho PB = 2PD. 
1) CMR: MN// (ACD).
2) T×m giao ®iÓm Q cña AD víi mÆt ph¼ng (MNP).
3) T×m thiÕt diÖn t¹o bëi (MNP) c¾t tø diÖn. ThiÕt diÖn lµ h×nh g×? T¹i sao.
4) TÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn ®ã theo a.
Bµi 11. Cho h×nh l¨ng trô tam gi¸c ABC.A’B’C’ vµ I, J, K lÇn l­ît lµ t©m c¸c h×nh b×nh hµnh ACC’A’, BCC’B’, ABB’A’.
1) CMR: IJ//(ABB’A’); JK//(ACC’A’); IK//(BCC’B’).
2) Chøng minh r»ng ba ®­êng th¼ng AJ, CK, BI ®ång quy t¹i ®iÓm O.
3) CMR: (MJK) song song víi mÆt ®¸y cña l¨ng trô.
4) Gäi G, G’ lÇn l­ît lµ träng t©m c¸c tam gi¸c ABC vµ A’B’C’. Xhøng minh r¼ng O, G, O’ th¼ng hµng.
Bµi 12. Cho h×nh chãp tø gi¸c S. ABCD cã ®¸y ABCD lµ h×nh thang víi AB // CD vµ 
AB =2CD. M lµ mét ®iÓm thuéc SA sao cho SM =1/4 SA. (P) lµ mÆt ph¼ng qua M vµ song song víi AB.
1) CMR: (P) lu«n chøa mét ®­êng th¼ng cố ®Þnh.
2) (P) c¾t SB, SC, SD theo thø tù t¹i N, E, F. ThiÕt diÖn MNEF lµ h×nh g×? T¹i sao.
3) T×m vÞ trÝ cña F trªn SD ®Ó tø gi¸c MNEF lµ h×nh b×nh hµnh.
4) Khi F di ®éng trªn SD, t×m tËp hîp ®iÓm n lµ giao ®iÓm cña MF vµ NE.
Bµi 13. Cho h×nh hép ABCD. A’B’C’D’. Gäi M, N, E lÇn l­ît lµ trung ®iÓm c¸c c¹nh AB, AA’, AD’.
1) X¸c ®Þnh c¸c giao ®iÓm I, J, K cña c¸c ®­êng th¼ng DA, DC víi (MNE).
2) CMR: (MNE) //(A’BC’).
3) X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh hép c¾t bëi mÆt ph¼ng (MNE).
Bµi 14. Cho h×nh chãp tø gi¸c S. ABCD cã ®¸y ABCD lµ h×nh thang víi c¸c ®¸y lµ AD vµ BC. BiÕt AD =a; BC =b. Gäi I vµ J lÇn l­ît lµ träng t©m c¸c tam gi¸c SAD vµ SBC. MÆt ph¼ng (ADJ) c¾t SB, SC lÇn l­ît t¹u M, N. MÆt ph¼ng (BCI) c¾t SA, SD lÇn l­ît t¹i P, Q. 
1) CMR: MN//PQ.
2) Gi¶ sö AM c¾t BP t¹i E, CQ c¾t DN t¹i F. CMR : EF song song víi MN vµ PQ. TÝnh EF theo a vµ b.
Bµi 15. Cho h×nh chãp tø gi¸c S. ABCD cã ®¸y ABCD lµ h×nh thang víi ®¸y lín AD = 3a; AD =CD =a. MÆt bªn (SAB) c©n ®Ønh S víi SA =2a; (P) lµ mÆt ph¼ng di ®éng song song víi  mÆt ph¼ng (SAB) c¾t c¸c c¹nh AD, BC, SC, SD theo thø tù t¹i M, N, P, Q.
1) Chøng minh tø gi¸c MNPQ lµ h×nh thang c©n.
2) §Æt AM =x(0<x<a). §Þnh x ®Ó tø gi¸c MNPQ ngo¹i tiÕp ®­îc mét ®­êng trßn. TÝnh b¸n kÝnh ®­êng trßn ®ã.
3) Gäi I lµ giao ®iÓm cña MP vµ NQ. T×m tËp hîp ®iÓm I khi M di ®éng trªn AD.
4) Gäi J lµ giao ®iÓm cña MQ vµ NP. Chøng minh IJ cã ph­¬ng kh«ng ®æi vµ J di ®éng trªn mét mÆt ph¼ng cè ®Þnh.
Bµi 16. Cho h×nh hép ABCD.A’B’C’D’.
1) CMR: B’D c¾t mÆt ph¼ng (A’BC’) t¹i G sao cho B’G =(1/2)GD vµ G lµ träng t©m tam gi¸c A’BC’.
2) CMR: (D’AC)//(BA’C’) vµ träng t©m G’ cña tam gi¸c D’AC thuéc B’D  vµ        B’G’ = (2/3)B’D .
3) Gäi P, Q, R lÇn l­ît lµ c¸c ®iÓm ®èi xøng cña B’ qua A, D’ qua C. 
     CMR: (PQR)//(BA’C’).
4) CMR : D lµ träng t©m cña tø diÖn B’PQR.
Bµi 17. Cho hai h×nh vu«ng ABCD vµ ABEF ë trong hai mÆt ph¼ng kh¸c nhau. Trªn c¸c ®­êng chÐo AC vµ BF lÇn l­ît lÊy c¸c ®iÓm M, N sao cho Am = BN. C¸c ®­êng th¼ng song song víi AB vÏ tõ M, N lÇn l­ît c¾t AD, AF t¹i M’, N’.
1. Chøng minh r»ng (CBE)//(ADF).
2. Chøng minh r»ng (DEF)//(MNN’M’).
3. T×m tËp hîp trung ®iÓm I cña MN khi M, N di ®éng.
Bµi 18. Cho l¨ng trô tam gi¸c ABC.A’B’C’. Gäi I, K, G lÇn l­ît lµ träng t©m c¸c tam gi¸c ABC, A’B’C’ vµ ACC’. Chøng minh r»ng:
1) (IKG) // (BB’C’C).
2) (A’KG) // (AIB’).
Bµi 19.  Cho h×nh hép ABCD.A’B’C’D’. Gäi M vµ N lÇn l­ît lµ hai ®iÓm n»m trªn hai c¹nh AD vµ CC’ sao cho : AM/MD = CN/NC’. Trong mÆt ph¼ng (ABCD) qua M kÎ ®­êng th¼ng song song víi AC vµ c¾t CD t¹i E. 
1) Chøng minh r»ng:  NE // C’D.
2) Chøng minh r»ng: MN // (ACB’).
3) X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh hép c¾t bëi mÆt ph¼ng qua MN vµ song song víi(ACB’).
Bµi 20. Cho h×nh l¨ng trô tam gi¸c ABC.A’B’C’. Gäi M lµ trung ®iÓm cña AA’, G lµ träng t©m tam gi¸c ABC. T×m thiÕt diÖn t¹o bëi mÆt ph¼ng (A’MG) c¾t h×nh l¨ng trô ®ã.
Bµi 21.  Cho h×nh hép ABCD. A’B’C’D’. Trªn phÇn kÐo dµi cña AA’ vÒ phÝa A lÊy ®iÓm M sao cho AA’ = 2AM. XÐt c¸c ®iÓm N vµ E n»m trªn c¸c c¹nh A’B’ vµ C’D’ tho¶ m·n ®iÒu kiÖn A’N = 2NB’ vµ C’E = 3ED’. T×m thiÕt diÖn t¹o bëi (MNE) c¾t h×nh hép.
Bµi 22. Cho h×nh chãp S. ABCD víi M vµ N lµ hai ®iÓm lÇn l­ît trªn hai c¹nh AB, CD. Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng qua MN vµ song song víi SA. 
1) T×m c¸c giao tuyÕn cña mÆt ph¼ng (P) víi c¸c mÆt (SAB), (SAC).
2) T×m thiÕt diÖn cña h×nh chãp víi mÆt ph¼ng (P),
3) T×m ®iÒu kiÖn cña MN ®Ó thiÕt diÖn lµ h×nh thang.
Bµi 23. Cho h×nh chãp S.ABCD ®¸y lµ h×nh b×nh hµnh t©m O cã AC = a; BD = b. Tam gi¸c SBD lµ tam gi¸c ®Òu. (P) lµ mét mÆt ph¼ng (P) di ®éng song song víi (SBD) vµ ®i qua ®iÓm I trªn ®o¹n OC.
1) X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh chãp víi mp(P).
2) TÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn theo a, b vµ x =AI.

Bµi 24. Cho h×nh vu«ng ABCD c¹nh a, S lµ mét ®iÓm kh«ng thuéc mÆt ph¼ng (ABCD) sao cho tam gi¸c SAB ®Òu. Cho SC = SD =. Gäi H, K lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña SA, SB. M  lµ mét ®iÓm trªn c¹nh AD; mp (KHM) c¾t BC t¹i N.
1) CMR tø gi¸c HKMN lµ h×nh thang c©n.

2) §Æt AM = x( ). TÝnh diÖn tÝc tø gi¸c HKMN theo a vµ x. T×m x ®Ó diÖn tÝch nµy nhá nhÊt.
3) T×m tËp hîp giao ®iÓm cña HM vµ KN.
Bµi 25. Cho h×nh chãp S. ABCD cã ®¸y lµ h×nh b×nh hµnh. Gäi C’ lµ trung ®iÓm cña SC, M lµ mét ®iÓm di ®éng trªn c¹nh SA, (P) lµ mÆt ph¼ng qua C’M vµ song song víi BC.
1) Chøng minh r»ng (P) lu«n chøa mét ®­êng th¼ng cè ®Þnh.
2) X¸c ®Þnh thiÕt diÖn mµ (P) c¾t h×nh chãp. X¸c ®Þnh M ®Ó thiÕt diÖn lµ h×nh b×nh hµnh.
3) T×m tËp hîp giao ®iÓm cña hai c¹nh ®èi cña thiÕt diÖn khi M chuyÓn ®éng trªn SA.
  
 


CHUYÊN ĐỀ : SỐ PHỨC

I. Các phép toán trên số phức :
A.  Tóm tắt lý thuyết
	- Các phép tính về số phức:
Cho hai số phức z = a + bi và z’ = a’ + b’i. Ta định nghĩa 
z + z’ = (a + a’) + (b + b’) i
z - z’ = (a - a’) + (b - b’) i

 	Cho số phức z = a + bi. Số phức  = a - bi gọi là số phức liên hợp với số phức trên.
- Môđun của số phức:


 	Cho số phức z = a + bi, ta kí hiệu  là môđun của số phức z và được xác định như sau: .
- Cho hai số phức z = a + bi và z’ = a’ + b’i. Ta định nghĩa
z.z’ = aa’ - bb’ + (ab’ + a’b)i
 	- Cho hai số phức z = a + bi  0 (tức là a2 + b2 > 0). Ta định nghĩa:



 	Nếu z  0 thì .
B.  Một số dạng toán
Dạng 1.  Dạng đại số và biểu diễn hình học của số phức

1.1.  Tìm môđun và số phức liên hợp của mỗi số phức sau:  4 + 5i,   .
1.2.  Biểu diễn hình học các số phức sau lên mp phức:  -3 + 2i, 3, 3i, -2 – 4i.
1.3.  Trên mặt phẳng phức Oxy cho tam giác ABC có trọng tâm G. Biết A, G theo thứ tự biểu diễn các số phức 5 – i và 1 + i, B thuộc Ox, C thuộc Oy. Hỏi các điểm B và C biểu diễn các số phức nào?

     1.4.  Tìm các số thực  biết rằng:

           .
1.5. 

Cho số phức . Tìm m để .
1.6. 
Tìm số phức z thỏa mãn .
Dạng 2.  Các phép toán về số phức
     1.7.  Thực hiện các phép tính sau đây:



             a.  	        b.  	c.  



             d.        e.  	f.  .

1.8.  Giải các phương trình sau trên tập số phức

   a.  (2+3i)z = z-1              b.      

   c.  (4 – 5i)z = 2 + i          d.  .
Dạng 3.  Tìm tập hợp điểm biểu diễn số phức thỏa mãn điều kiện cho trước
1.9.  Tìm tập hợp những điểm M biểu diễn số phức z thỏa mãn
a.  |z + 3| = 1                              b.  |z + i| = |z – 2 – 3i|

c.                                      d.  z + 2i là số thực
e.  z – 2 + i là số thuần ảo          f.  |z - 1| + |z + 1| = 4

     g. |z -1 + i| < 2                            h.  |2 + z| > |z - 2|               i.  .

II. Căn bậc hai của số phức và phương trình bậc hai :
Trong mục này sẽ xét việc giải phương trình trong đó ẩn số của mỗi phương trình là một số phức z. Để giải được phương trình trên tập số phức cần nắm vững các kiến thức sau:
	1. Biết cách khai căn bậc hai của một số phức z = a + bi.
	2. Biết cách giải phương trình bậc hai ax2 + bx + c = 0, trong đó các hệ số a, b, c là các số phức.
	3. Thành thạo cách giải phương trình và hệ phương trình hữu tỉ.
	Cần nhớ rằng việc giải phương trình trên tập số phức về cơ bản giống như giải phương trình trên tập số thực, chỉ khác là phép tính ở đây là các phép tính cộng, trừ, nhân, chia và khai căn số phức.
Một số dạng toán
Dạng 1.  Tính căn bậc hai của số phức 


     2.1.  Tính căn bậc hai của các số phức sau: -5,  2i,  -18i,  , 7 - 24i,                                               ,    -40 + 42i .                                  
Dạng 2.  Giải phương trình 
2.2.  Giải các phương trình sau trên tập số phức


             a.  			     b.  


             c.  		     d.  		


             e.  	               f.  


             g.           h.  
             i.   (z2 + 3z + 6)2 + 2z(z2 + 3z + 6) - 3z2 = 0
   k.  z2 - (cos + isin )z + icossin = 0.

2.3.  Tìm m để pt  
        a.  Có đúng 1 nghiệm thực.
        b.  Có đúng 1 nghiệm phức.
        c.  Có 3 nghiệm phức.
2.4.  Tìm 2 số phức biết tổng và tích của chúng lần lượt là 2 + 3i và -1 + 3i.
Dạng 3.  Giải hệ phương trình
2.5.  Giải các hệ phương trình sau trên tập số phức


        a.                          b.  


        c.                        d.  .  

III. Dạng lượng giác của số phức và ứng dụng :
A.  Tóm tắt lý thuyết
	Nếu  là một acgumen của số phức z thì mọi acgumen của nó có dạng
  + k2, k  Z
	Nếu r > 0 là môđun của số phức z, còn  là một acgumen của nó thì
          z = r(cos + isin ) là dạng lượng giác của số phức z.
	Nếu  z1 = r1(cos1 + isin 1), r1 > 0
                  z2 = r2(cos2 + isin 2),	r2 > 0
          thì z1z2= r1 r2 [cos(1+2) + isin(1-2)].

	     .
	Công thức Moivre: 
          Nếu z = r(cos + isin ), r > 0 thì zn = rn (cosn + isinn).
B.  Một số dạng toán
Dạng 1.  Môđun và acgumen của số phức. Biểu diễn số phức dưới dạng lượng giác 
3.1. Tìm môđun và acgumen với mỗi số phức sau :

          a.  z = 1 – i                             b.  .
3.2. Biểu diễn các số phức sau dưới dạng lượng giác :

          a.  z = 1 – i                             b.  . 
3.3. 
Tìm dạng lượng giác của số phức .




        3.4.  Cho số phức z có môđun bằng 1 và  là một acgumen của nó. Hãy tìm     một acgumen của các số phức sau:  ,  z2 + z nếu , z2 +  nếu cos.
Dạng 2.  Áp dụng công thức Moa-vrơ và dạng lượng giác của số phức để thực hiện các phép toán nhân, chia, lũy thừa các số phức  
3.4. Tính :

          .
3.5. Đưa mỗi biểu thức sau về dạng lượng giác của 1 số phức :


a.                            b.  .
3.6. Đưa mỗi biểu thức sau về dạng đại số của 1 số phức :


a.                            b.  .
Dạng 3.  Áp dụng công thức Moa-vrơ để tính các giá trị lượng giác của một cung, chứng minh các kết quả về lượng giác
3.7. 
Tính :  .
3.8. Chứng minh:  cos(x + y) = cosxcosy – sinxsiny
                                  sin(x + y) = sinxcosy + cosxsiny.
3.9. Tính cos5x theo cosx.
3.10. Rút gọn các biểu thức :
A = 1 + cosx + cos2x + cos3x + … + cosnx
B = sinx + sin2x + sin3x + … + sinnx.
Dạng 4.  Căn bậc n của số phức
3.11. Tìm các căn bậc 2 của i.   
3.12. Tìm các căn bậc 3 của 1.
3.13. 
Giải pt :     

IV. Bài tập tổng hợp :
4.1.  Giải các phương trình sau trên tập số phức:
a.  (3 - 2i)z + (4 + 5i) = 7 + 3i             b.  (1 + 3i)z – (2 + 5i)= (2 + i)z

c.                         d.  (4 + 7i)z – (5 – 2i) = 6iz.
4.2.  Xác định tập hợp các điểm trong mặt phẳng phức biểu diễn các số z thỏa mãn từng điều kiện sau :



a.  |z - i| = 1                  b.              c.       d. .
4.3.  Hỏi mỗi số sau là số thực hay số ảo (z là số phức tùy ý cho trước sao cho biểu thức xác định):



a.                       b.                    c.  .
4.4.  (Cao đẳng khối A, B 2009)  Tìm phần thực và phần ảo của số phức z nếu (1+i)2(2-i)z = 8 + i + (1 + 2i)z.

4.5.  Xét các điểm A, B, C trong mặt phẳng phức theo thứ tự biểu diễn các số .
a. Chứng minh ABC là tam giác vuông cân.
b. Tìm số phức biểu diễn bởi điểm D sao cho ABCD là hình vuông.
4.6.  Giải các phương trình sau:


a.                                    b.  .
4.7.  Giải các phương trình sau:


a.                                  b.  z2 + = 0


	c.  .                                   d.  z2 +  = 0.

4.8.  (Đại học khối A 2009) Cho z1, z2 là nghiệm của phương trình z2 + 2z + 10 = 0. Tính đại lượng A =.


4.9.  (Đại học khối B 2009)  Cho số phức z thoả mãn và z. = 25.  Tìm z.

4.10.  (Đại học khối D 2009)  Tìm tập hợp các điểm biểu diễn số phức z biết rằng .

4.11.  Tìm số phức thoả mãn hệ: .

4.12.  Cho số phức z = 1 - sin + icos  		
	Tìm một acgumen của số phức z.
4.13.  Cho số phức z có môđun bằng 1 và  là một acgumen của nó

a.  Tìm một acgumen của số phức 

          b.  Tìm một acgumen của số phức z + nếu có cos  0.

4.14.  Xét các số phức z thoả mãn điều kiện 		(1)
	a.  Tìm tập hợp các điểm M biểu diễn số phức z thoả mãn điều kiện (1).
	b. Trong các số phức đã cho (tức là thoả mãn điều kiện (1)), tìm số phức có acgumen dương và nhỏ nhất.


4.15.  Tìm số phức của z sao cho  và z + 1 có một acgumen .


4.16.  Xác định tập hợp các điểm trên mặt phẳng phức biểu diễn các số phức z sao cho số phức  có một acgumen bằng .
4.17.  Tìm phần thực và phần ảo của mỗi số phức sau:


a.                           b.  .


4.18.  Biết rằng số phức z thoả mãn . Hãy tính .

4.19.  Cho số phức . Tìm m nguyên dương để z là số thực, là số ảo.
4.20.  Giải các pt:

          a.                                 b.  (1-i)2 - 2(1 + 2i)z - 4 = 0
          c.  (2-3i)z2 + (4i-3)z +1- i = 0                d.  (z2 + z)2 + 4(z2 + z) - 12 = 0

e.                        f.   z4 – 4z3 + 7z2 – 16z + 12 = 0.

4.21. 

Giải các hệ pt :  a.                 b.  


                          c.                          d.  .
4.22 . Giải các hệ pt 


    	1) 			2) 			


 	3) 			4) 			


5) 			6) .
4.23. 


1)  TÝnh tæng  và 


2)   TÝnh tæng:  và 


3)TÝnh c¸c tæng sau:  
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