Cực trị hình học                                                                              Trường THPT Nguyễn Thị Minh Khai

MỘT SỐ BÀI TOÁN LIÊN QUAN ĐẾN CỰC TRỊ HÌNH HỌC 
Bài 1: Cho mặt phẳng (P) : 2x – 2y + z – 9 = 0 và các điểm A =(0 ;-1 ; -2) , B=(2 ; 5; 0) 
Tìm điểm M thuộc (P) sao cho :

	a.  đạt giá trị nhỏ nhất .

	b.  đạt giá trị nhỏ nhất .
	c. MA2 – 2MB2 đạt giá trị lớn nhất .
	d. 2MA2 + 3MB2 đạt giá trị nhỏ nhất .
Bài 2:Cho mặt phẳng (P) : x – y + z – 1= 0 và các điểm A (1; 2 ; -1) , B(2 ; 1; -2)  , C(1 ; 0 ; -1)
Tìm điểm M thuộc (P) sao cho :

	a.  đạt giá trị nhỏ nhất .

	b.  đạt giá trị nhỏ nhất .
	c. (MA2 – MB2 + MC2 ) đạt giá trị nhỏ nhất .
	d. (MA2 + MB2 - 3MC2) đạt giá trị nhỏ nhất .
Bài 3:Cho mặt phẳng (P):x – 2y + 2z – 6= 0 và các điểm A (1; -1 ; 0) ,B(-3 ; 2; -1) , C(0 ; 2 ; 3)
Tìm điểm M thuộc (P) sao cho :
	a. (MA + MB) đạt giá trị nhỏ nhất .
	b. (MA + MC) đạt giá trị nhỏ nhất .

	c.  đạt giá trị lớn nhất .

	d.  đạt giá trị lớn nhất .

Bài 4: Cho các điểm A (2 ; 3; 0) , B(0 ; -1 ; 2) , C(-2 ; 1; 4) và đt ∆ :  .
Tìm điểm M thuộc ∆  sao cho :

	a.  đạt giá trị nhỏ nhất .

	b.  đạt giá trị nhỏ nhất .
	c. (MA2 – MB2 + MC2 ) đạt giá trị nhỏ nhất .
	d. (MA2 - 2MB2) đạt giá trị lớn nhất .
	e. Diện tích ∆MAB đạt giá trị nhỏ nhất .

Bài 5: Cho các điểm A (3 ; 1; 1) , B(1 ; 5; -1) , C(4 ; 3; 4) và đt d :  .
Tìm điểm M thuộc đường thẳng d  sao cho :
	a. (MA + MB) đạt giá trị nhỏ nhất .
	b. (MA + MC) đạt giá trị nhỏ nhất .
	c. (MB + MC) đạt giá trị nhỏ nhất .

Bài 6: Cho đường thẳng  d :  và các điểm A (1 ; 4; 2) , B(-1 ; 2; 4) .
Lập phương trình mặt phẳng (P) chứa đường thẳng d và khoảng cách từ A đến nó là lớn nhất .
Bài 7: 1. Lập phương trình đường thẳng ∆  đi qua điểm A=(1 ; -1; 1) , nằm trong mặt phẳng 
(P) : x + y + z – 1 = 0 và cách điểm B(1 ; -1 ; 2) một khoảng lớn nhất , nhỏ nhất .

	2 . Lập phương trình đường thẳng ∆  đi qua điểm B=(1 ; -1 ; 2) , vuông góc với đường thẳng d :  và cách điểm A(-1 ; 1; -1) một khoảng lớn nhất , nhỏ nhất .
	3. Lập phương trình đường thẳng ∆  đi qua điểm A(3 ; -2 ; 1) , cắt đường thẳng 

d :  và cách điểm B(2; 1; -1) một khoảng lớn nhất , nhỏ nhất .
	4. Lập phương trình đường thẳng ∆  đi qua điểm A(1 ; -1 ; 2) , song song với mặt phẳng (P) : x + y + z – 1 =  và cách điểm B(3 ; -2 ; 1) một khoảng lớn nhất , nhỏ nhất .
	5. Lập phương trình đường thẳng ∆  đi qua điểm A(3 ; -2 ; 1) , cắt đường thẳng 


d :  và khoảng cách giữa ∆ và ∆’ :  là lớn nhất .
6. Lập phương trình đường thẳng ∆  đi qua điểm A(1 ; -1 ; 2) , song song với mặt phẳng 

(P): x + y + z – 1 = 0 và  khoảng cách giữa ∆ và ∆’ :  là lớn nhất .

7. Lập phương trình đường thẳng ∆  đi qua điểm A(1 ; -1 ; 2) , song song với mặt phẳng (P): x + y + z – 1 = 0 góc giữa ∆ và ∆’ :  là lớn nhất , bé nhất .

Bài 8: Cho đường thẳng ∆m :  , m là tham số . Tìm giá trị của m sao cho :
a. Khoảng cách từ gốc toạ độ đến ∆m là lớn nhất , nhỏ nhất .
b. ∆m tạo với mặt phẳng (xOy) một góc lớn nhất .
c. Khoảng cách giữa ∆m và trục Oy lớn nhất .
Bài 9:  1. (Khối B-2007)Cho mặt cầu (S) : x2 + y2 + z2 – 2x + 4y + 2z – 3 = 0 và mp
 (P) : 2x – y + 2z – 14 = 0 .Tìm toạ độ điểm M thuộc mặt cầu (S) sao cho khoảng cách từ M đến mặt phẳng (P) lớn nhất .
  2. Cho mặt cầu (S) : x2 + y2 + z2 – 2x + 2z – 2 = 0 và các điểm A(0 ; 4 ; 0), B(-1 ; 2 ; -2)
C(1 ; 3 ; - 4) . Tìm toạ độ điểm D thuộc mặt cầu (S) sao cho thể tích khối tứ diện ABCD lớn nhất , nhỏ nhất .

Bài 10 : Lập phương trình mặt phẳng đi qua điểm   và cắt các tia Ox , Oy , Oz tại các điểm A , B , C sao cho :
a. (OA + OB + OC) nhỏ nhất .
b. 
 nhó nhất .
c. Diện tích tam giác ABC đạt giá trị nhỏ nhất .
Bài 11: (Khối D-2004) :  Cho lăng trụ dứng ABC.A1B1C1 . Biết A(a ; 0 ; 0) , B(-a ; 0 ; 0) , C(0 ; 1 ; 0) , B1(-a ; 0 ; b) ( a > 0 , b > 0) .
a. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng B1C và AC1 theo a , b .
b. Cho a , b thay đổi nhưng luôn thoã mãn a + b = 4 . Tìm a , b để khoảng cách giữa hai đường thẳng B1C và AC1 lớn nhất .

Bài 12: Cho các điểm A (1 ; 4; 2) , B(-1 ; 2; 4) và đường thẳng  ∆ :  .
a. Viết phương trình đường thẳng d đi qua trọng tâm G của tam giác OAB và vuông góc với mặt phẳng (OAB) .
b. Tìm toạ độ điểm M thuộc đường thẳng ∆ sao cho (MA2 + MB2) nhỏ nhất .

	ĐƯỜNG THẲNG 
Phần 1: Ôn tập toạ độ trong mặt phẳng
Bài 1: Cho ba điểm A =(-4 ; 1) , B =(2 ; 4) , C=(2 ; -2) .
a. Chứng minh rằng ba điểm A , B , C không thẳng hàng .
b. Tính độ dài đường trung tuyến AT của tam giác . Tính chu vi tam giác ABC .
c. Tìm toạ độ điểm D sao cho tứ giác ABCD là hình bình hành .
d. Tìm toạ độ điểm E sao cho tứ giác ABEC là hình bình hành .
e. Tìm toạ độ trọng tâm G của tam giác ABC .
f. Tìm toạ độ trực tâm H của tam giác ABC .
g. Tìm toạ độ tâm I của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC .
h. Tìm điểm K thuộc Oy sao cho tam giác KAB vuông tại K .
i. Tìm điểm L thuộc Ox sao cho tam giác LAC vuông tại L .
j. Tìm điểm M trên đường thẳng x  = -1 sao cho tam giác MAB cân tại M .
k. Tìm điểm N trên đường thẳng y = 3 sao cho tam giác NAB cân tại N .
l. Tìm toạ độ chân đường phân giác trong kẻ từ đỉnh B của tam giác ABC .
m. 
Tìm toạ độ điểm J sao cho : 
n. Tính các góc của tam giác ABC .
o. Tính diện tích của tam giác ABC .
Phần 2: Phương trình dường thẳng
Dạng 1:Dạng bài tập cơ bản
Bài 2: 
1. Viết phương trình đường thẳng ∆ đi qua hai điểm A =(1 ; 3) , B = (-5 ; -2 ) .
2. Viết phương trình đường thẳng ∆ qua A =( -3 ; 4) và có hệ số góc k = 2 .
3. Viết phương trình đường thẳng ∆ đi qua B =( -1 ; 2 ) và song song với đường thẳng (d) :  3x – 4y + 15 = 0 .
4. 
Viết phương trình đường thẳng ∆ đi qua C = (2 ; -2) và vuông góc với đường thẳng (d):  .
5. Tính khoảng cách từ điểm A =(1 ; 3) đến đường thẳng ∆ : 3x – 4y + 4 = 0 .
6. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng ∆ : 5x + 3y – 5 = 0 và ∆’: 5x + 3y + 8 = 0 .
7. Tính góc giữa hai đường thẳng (d): 2x + y – 3 = 0 và (d’): 3x – y + 7 = 0 .
8. 

Tính góc giữa hai đường thẳng  ∆ : và ∆’:  .
9. 
Tính góc giữa hai đường thẳng  ∆ : 3x + 4y – 2 = 0 và ∆’:  .
10. Tìm k biết đường thẳng y = kx + 1 hợp với đường thẳng x – y = 0 một góc là 600 .
11.  Lập pt đt đi qua điểm M =(2 ; 1) và tạo với đt 2x + 3y + 4  = 0 một góc 450 .
12. Cho hai đường thẳng (d): mx – y + m + 1 = 0 và (d’): x – my + 2 = 0
a. Tìm m để hai đường thẳng cắt nhau . Tìm toạ độ giao điểm M của chúng .
b. Tìm m để (d) , (d’) và ∆ : x + 2y – 2 = 0 đồng quy .
13. Tìm toạ độ hình chiếu vuông góc của A = (-1 ; 3) trên đt ∆: 2x + 5y – 30 = 0 .
14. 
Tìm toạ độ điểm A’ đối xứng với A =(4 ; -5) qua đường thẳng (d):  .
15. Cho đường thẳng ∆: x – y + 2 = 0 và hai điểm A=(1 ; -1) , B = (3 ; 3) .
a. Chứng minh rằng A , B nằm về cùng một phía đối với đường thẳng ∆ .
b. Tìm điểm M € ∆ sao cho MA + MB nhỏ nhất .
16.  Cho đường thẳng ∆: x – y + 1 = 0 và hai điểm A=(1 ; -1) , B = (3 ; 7) .
a. Chứng minh rằng A , B nằm ở hai phía đối của đường thẳng ∆ .
b. 
Tìm điểm N € ∆ sao cho  lớn nhất .
Dạng 2:Lập phương trình đường thẳng liên quan đến khoảng cách và góc
Bài 3: Cho A =(1 ; 1) , B=(3 ; 2) , C =(0 ; -4) . Viết phương trình đường thẳng qua C và hợp với đường thẳng AB một góc 450 .
Bài 4: Cho tam giác ABC cân tại A  , biết phương trình các đường thẳng AB , BC lần lượt là 
x + 2y – 1 = 0 ; 3x – y + 12 = 0 .Viết phương trình đường thẳng AC biết đường thẳng AC đi qua điểm M=(-1 ; -2) .
Bài 5: Viết phương trình đường thẳng d qua P=(2 ; 5) và cách Q=(5 ; 1) một khoảng 3 .
Bài 6: Viết phương trình đường thẳng ∆ song song và cách đều hai đường thẳng 
∆1 : x – 3y – 1 = 0 và ∆2 : x – 3y + 7 = 0 .

Bài 7: Viết phương trình đường thẳng ∆ song song với đường thẳng ∆’: 3x + 2y – 1 =0 và cách ∆’ một khoảng là  và nằm trong nửa mặt phẳng bờ ∆’ có chứa điểm gốc O .
Bài 8: Cho A =(1 ; -1), B =(1 ; 1) , C =(3 ; -4) .
a. Viết phương trình đường thẳng d  qua A và cách đều B và C .
b. Viết phương trình d’ qua B sao cho C cách d’ một khoảng bằng 2 .
Bài 9: Cho A =(5 ; -2) và B=(3 ; 4) . Viết phương trình đường thẳng d qua điểm C =(1 ; 1) sao cho A và B cách đều đường thẳng d .
Dạng 3: Đường thẳng trong tam giác
Bài 10: Cho tam giác ABC có A=(3 ; 2) , B=(1 ; 1) , C=(-1 ; 4) . Viết phương trình của :
a. Đường thẳng BC , đường cao AH .
b. Đường trung trực của AB .
c. Đường trung bình đi qua các trung điểm của các cạnh AC , BC .
d. Đường phân giác trong của góc A .
e. Đường phân giác ngoài của góc A .
Bài 11: Cho tam giác ABC có đỉnh A =(1 ; 0) , hai đường thẳng lần lượt chứa hai đường cao vẽ từ B và C có phương trình tương ứng là : x – 2y + 1 = 0 và 3x + y – 1 = 0 . Viết phương trình các cạnh của tam giác ABC và tính diện tích tam giác ABC .
Bài 12: Viết phương trình các cạnh của tam giác ABC biết A = (1 ; 3) và hai đường trung tuyến của tam giác có phương trình  : x – 2y + 1 = 0 và y – 1 = 0 .
Bài 13: Viết phương trình cac cạnh của tam giác ABC biết A = (2 ; -1) , phương trình các đường phân giác trong của các góc B , C lần lượt là (dB): x – 2y + 1 = 0 , (dC): x + y + 3 = 0 .
Bài 14: Lập phương trình các cạnh của tam giác MNP , biết đỉnh N =(2 ; -1) , đường cao kẻ từ M có phương trình: 3x – 4y + 27 = 0 , đường phân giác hạ từ đỉnh P là : x + 2y – 5 = 0 .
Bài 15: Cho tam giác ABC có A = (1 ; 2) , trung tuyến BM , phân giác CD lần lượt có phương trình : 2x + y + 1 = 0 và x + y – 1 = 0 . Viết phương trình cạnh BC .
Bài 16: Lập phương trình các cạnh của tam giác ABC biết C = (4 ; 3) , đường phân giác trong và đường trung tuyến kẻ từ một đỉnh của tam giác có phương trình lần lượt là : 
x + 2y – 5 = 0 và 4x + 13 y – 10 = 0 .
Bài 17: Lập phương trình các cạnh của tam giác ABC biết C = (4 ; -1) , đường cao và đường trung tuyến kể từ một đỉnh có phương trình là : 2x – 3y + 12 = 0 và 2x + 3y = 0 .
Bài 18: Cho tam giác ABC có M =(-1 ; 1) là trung điểm cạnh BC , các cạnh AB , AC có phương trình lần lượt là : x + y – 2 = 0 và  2x + 6y + 3 = 0  . Tìm toạ độ các đỉnh của tam giác ABC .
Bài 19: Cho tam giác ABC có trọng tâm G =( -2 ; -1) , các cạnh AB , AC có phương trình lần lượt là : 4x + y + 15 = 0 ;  2x + 5y + 3 = 0 .
a. Tìm toạ dộ đỉnh A và toạ độ trung điểm M của BC .
b. Tìm toạ độ đỉnh B và viết phương trình cạnh BC .
Bài 20: Viết phương trình các đường trung trực của tam giác ABC biết trung điểm các cạnh AB , AC , BC lần lượt là các điểm M =(-1 ; -1) , N =(1 ; 9) , P=(9 ; 1) .
Bài 21: Cho tam giác ABC có  A=(1 ; -1) , B =(-2 ; 1) , C =(3 ; 5) .
a. Viết phương trình đường vuông góc AH kẻ từ A đến trung tuyến BK của tam giác .
b. Tính diện tích tam giác ABK .

Bài 22(KA-2004): Trong Oxy , cho hai điểm A=(0 ; 2) , . Tìm toạ độ trực tâm và toạ độ tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB .
Bài 23(KB-2003): Trong Oxy cho tam giác ABC có AB = AC , góc BAC = 900.

Biết M =(1 ; -1) là trung điểm cạnh BC và  là trọng tâm tam giác ABC . Tìm toạ độ các đỉnh của tam giác ABC .

Bài 24: Cho tam giác ABC có diện tích S của tam giác là  , hai đỉnh A =(2 ; -3) 
 B =(3 ; -2) , trọng tâm G của tam giác thuộc đường thẳng 3x – y – 8 = 0 . Tìm toạ độ đỉnh C 

Bài 25(KA-2002): Trong Oxy , cho tam giác ABC vuông tại A , phương trình đường thẳng BC là :  , các đỉnh A và B thuộc trục hoành , bán kính đường tròn nội tiếp bằng 2 . Tìm toạ độ trọng tâm G của tam giác ABC .
Bài 26 (Dự bị D-2005): Trong Oxy cho tam giác ABC vuông ở A. Biết A  =(-1 ; 4) 

B =(1 ; -4) đường thẳng BC đi qua  . Tìm toạ độ đỉnh C .
Bài 27(KA-2007) Trong Oxy , cho tam giác ABC có A =(0 ; 2) , B =(-2 ; -2) và C =(4 ; -2) . Gọi H là chân đường cao kẻ từ B . M , N lần lượt là trung điểm của các cạnh AB và BC . Viết phương trình đường tròn đi qua các điểm H , M , N .
Bài 28(KB-2008) Trong Oxy , hãy xác định toạ độ đỉnh C của tam giác ABC biết hình chiếu vuông góc của C trên đường thẳng AB là điểm H =(-1 ; -1 ) , đường phân giác trong của góc A có phương trình x – y + 2 = 0 và đường cao kẻ từ B có phương trình 4x + 3y – 1 = 0 . 
Bài 29(KA-2009-CB) Trong Oxy , cho hình chữ nhật ABCD có điểm I =(6 ; 2) là giao điểm của hai đường chéo AC và BD . Điểm M =(1 ; 5) thuộc đường thẳng AB và trung điểm E của cạnh CD thuộc đường thẳng ∆: x + y – 5 = 0 . Viết phương trình đường thẳng AB . 
Bài 30(KB-2009-NC) Trong Oxy , cho tam giác ABC cân tại A =(-1 ; 4) và các đỉnh B , C thuộc đường thẳng ∆: x – y – 4 = 0 . Xác định tọa độ các đỉnh B , C biết diện tích tam giác ABC bằng 18 .
Bài 31(KD-2009-CB) Trong Oxy , cho tam giác ABC có M =(2 ; 0) là trung điểm của cạnh AB . Đường trung tuyến và đường cao qua đỉnh A lần lượt có phương trình 7x  - 2y – 3 = 0 và 6x – y – 4 = 0 . Viết phương trình đường thẳng AC . 
Bài 32(KA-2010-NC) Trong Oxy , cho tam giác ABC cân tại A =(6; 6) , đường thẳng đi qua trung điểm của các cạnh AB , AC có phương trình x + y – 4 = 0 . Tìm toạ độ các đỉnh B và C biết điểm E=(1; -3) nằm trên đường cao đi qua đỉnh C của tam giác đã cho .
Bài 33(KD-2010-CB) Cho tam giác ABC có đỉnh A =(3; -7) , trực tâm là H=(3 ; -1) , tâm đường tròn ngoại tiếp là I =(-2 ; 0) . Xác định toạ độ đỉnh C biết C có hoành độ dương . 
Bài 34(KD-2010-NC) Trong Oxy , cho điểm A =(0 ; 2) và ∆ là đường thẳng đi qua O . Gọi H là hình chiếu vuông góc của A trên ∆ . Viết phương trình đường thẳng ∆ biết khoảng cách từ H đến trục hoành bằng AH .
Bài 35(KB-2010-CB) Trong Oxy , cho tam giác ABC vuông tại A , có đỉnh C =(-4 ; 1) , phân giác trong góc A có phương trình x + y – 5 = 0 . Viết phương trình đường thẳng BC biết diện tích tam giác ABC bằng 24 và đỉnh A có hoành độ dương . 

Bài 36(Dự bi A -2008) Trong Oxy , cho tam giác ABC với đường cao kẻ từ đỉnh B và đường phân giác trong của góc A lần lượt có phương trình 3x + 4y + 10 = 0 và x – y + 1 = 0 , điểm M = (0 ; 2) thuộc cạnh AB đồng thời cách điểm C một khoảng bằng . Tìm toạ độ các đỉnh của tam giác ABC .

Bài 37(Dự bi B -2008) Trong Oxy , cho tam giác ABC với  , C =(-1 ; -1) , đường thẳng AB có phương trình x + 2y – 3 = 0 và trọng tâm của tam giác ABC thuộc đường thẳng x + y – 2 = 0 . Hãy tìm toạ độ các điểm A , B . 
Bài 38(Dự bi D -2008) Trong Oxy , tìm toạ độ các đỉnh của tam giác ABC biết : đường thẳng AB , đường cao kẻ từ A và đường trung tuyến kẻ từ B lần lượt có phương trình:
x + 4y – 2 = 0   ,   2x – 3y + 7 = 0    ,   2x + 3y – 9 = 0 .
Dạng 4 : Đường thẳng trong hình chữ nhật , hình thoi , hình vuông , hình bình hành 
Bài 39: Trong Oxy cho hình vuông có một đỉnh là A =(0 ; 5) , một đường chéo nằm trên đường thẳng có phương trình y – 2x = 0 . Tìm toạ độ tâm của hình vuông đó .
Bài 40: Cho hình vuông có một đỉnh là A =(-4 ; 5) , một đường chéo thuộc đường thẳng có phương trình : 7x – y + 8 = 0 . Lập phương trình các cạnh và đường chéo thứ hai của hình vuông đó .
Bài 41: Cho hình vuông ABCD , phương trình đường chéo BD : x + 2y – 5 = 0 , đỉnh 
A=(2 ; -1) . Viết phương trình cạnh AB , AD biết AB có hệ số góc dương .
Bài 42: Cho hình vuông ABCD có phương trình cạnh AB : 4x – 3y + 6 = 0 , tâm I=(1 ; 0) .
a. Tính diện tích hình vuông ABCD .
b. Viết phương trình các cạnh còn lại của hình vuông .
Bài 43:  Viết phương trình bốn cạnh hình vuông biết bốn cạnh lần lượt qua bốn điểm 
I = (0 ; 2)  , J =(5 ; -3) , K=(-2 ; -2) , L =(2 ; -4) .
Bài 44: Cho hình thoi ABCD biết phương trình hai cạnh AB: 7x – 11y + 83 = 0 
 CD : 7x – 11y – 53 = 0 và một đường chéo là  BD : 5x – 3y + 1 = 0 . Tìm tọa độ các đỉnh 
B , D . Viết phương trình đường chéo AC  , từ đó suy ra toạ độ các đỉnh A và C .
Bài 45: Cho hình thoi ABCD biết đỉnh A =(0 ; 1)  , đường chéo BD: x + 2y – 7 = 0 , cạnh AB có phương trình : x + 3y – 3 = 0 . Viết phương trình ba cạnh còn lại và đường chéo thứ 2 của hình thoi .
Bài 46: Cho hình thoi ABCD có A =(-2 ; 3) , B=(1 ; -1) , diện tích hình thoi bằng 20(đvdt) .
a. Tính đường cao hình thoi và viết phương trình cạnh AB .
b. Tìm toạ độ điểm D biết nó có hoành độ dương .
Bài 47: Cho hình thoi có phương trình ba cạnh là : 5x – 12y – 5  = 0 , 5x – 12y + 21 = 0  và 
3x + 4y = 0 . Viết phương trình cạnh còn lại .
Bài 48:Cho hình chữ nhật ABCD có đường thẳng AB song song với đường thẳng 2x + y = 0 và đi qua điểm M =(2 ; -1) . Đường thẳng BC đi qua điểm N =(-2 ; 0) , gốc toạ độ O là giao điểm hai đường chéo của hình chữ nhật . Viết phương trình các đường chéo chứa các cạnh của hình chữ nhật .

Bài 49(KB-2002): Cho hình chữ nhật ABCD có tâm  , phương trình đường thẳng AB : x – 2y + 2 = 0 ; AB = 2AD.Tìm toạ độ các đỉnhA ,B, C , D biết đỉnh A có hoành độ âm.

GIỚI THIỆU MỘT SỐ ĐỀ THI

Bài 1(KB-2011-CB) Trong Oxy , cho hai đường thẳng  : x – y – 4 = 0 và d : 2x – y – 2 = 0 
Tìm tọa độ điểm N thuộc đường thẳng d sao cho đường thẳng ON cắt đường thẳng  tại điểm M thõa mãn : OM .ON = 8 .

Bài 2(KB-2011-NC)  Trong Oxy , cho tam giác ABC có đỉnh   . Đường tròn nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với các cạnh BC , CA , AB tương ứng tại các điểm D , E , F . 
Biết D(1 ; 3) và đường thẳng EF có phương trình y – 3 = 0 . Tìm tọa độ đỉnh A biết A có tung độ dương .
Bài 3(KD-2011-CB) Trong Oxy , cho tam giác ABC có đỉnh B(-4 ; 1) , trọng tâm G(1 ; 1) và đường thẳng chứa phân giác trong của góc A có phương trình : x – y – 1 = 0 . Tìm tọa độ các đỉnh A và C .

Bài 4(KB-2002): Cho hình chữ nhật ABCD có tâm  , phương trình đường thẳng 
AB : x – 2y + 2 = 0 ; AB = 2AD.Tìm toạ độ các đỉnhA ,B, C , D biết đỉnh A có hoành độ âm.

Bài 5(KA-2004): Trong Oxy , cho hai điểm A=(0 ; 2) , . Tìm toạ độ trực tâm và toạ độ tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB .

Bài 6(KB-2003): Cho tam giác ABC có AB = AC , góc BAC = 900.Biết M =(1 ; -1) là trung điểm cạnh BC và  là trọng tâm ∆ ABC . Tìm toạ độ các đỉnh của tam giác ABC .

Bài 7: Cho tam giác ABC có diện tích S của tam giác là  , hai đỉnh A =(2 ; -3) 
 B =(3 ; -2) , trọng tâm G của tam giác thuộc đường thẳng 3x – y – 8 = 0 . Tìm toạ độ đỉnh C 

Bài 8(KA-2002): Trong Oxy , cho tam giác ABC vuông tại A , phương trình đường thẳng BC là :  , các đỉnh A và B thuộc trục hoành , bán kính đường tròn nội tiếp bằng 2 . Tìm toạ độ trọng tâm G của tam giác ABC .
Bài 9 (Dự bị D-2005): Trong Oxy cho tam giác ABC vuông ở A. Biết A  =(-1 ; 4) 

B =(1 ; -4) đường thẳng BC đi qua  . Tìm toạ độ đỉnh C .
Bài 10(KA-2007) Trong Oxy , cho tam giác ABC có A =(0 ; 2) , B =(-2 ; -2) và C =(4 ; -2) . Gọi H là chân đường cao kẻ từ B . M , N lần lượt là trung điểm của các cạnh AB và BC . Viết phương trình đường tròn đi qua các điểm H , M , N .
Bài 11(KB-2008) Trong Oxy , hãy xác định toạ độ đỉnh C của tam giác ABC biết hình chiếu vuông góc của C trên đường thẳng AB là điểm H =(-1 ; -1 ) , đường phân giác trong của góc A có phương trình x – y + 2 = 0 và đường cao kẻ từ B có phương trình 4x + 3y – 1 = 0 . 
Bài 12(KA-2009-CB) Trong Oxy , cho hình chữ nhật ABCD có điểm I =(6 ; 2) là giao điểm của hai đường chéo AC và BD . Điểm M =(1 ; 5) thuộc đường thẳng AB và trung điểm E của cạnh CD thuộc đường thẳng ∆: x + y – 5 = 0 . Viết phương trình đường thẳng AB . 
Bài 13(KB-2009-NC) Cho tam giác ABC cân tại A =(-1 ; 4) và các đỉnh B , C thuộc đường thẳng ∆: x – y – 4 = 0 . Xác định tọa độ các đỉnh B , C biết diện tích tam giác ABC bằng 18 .
Bài 14(KD-2009-CB) Trong Oxy , cho tam giác ABC có M =(2 ; 0) là trung điểm của cạnh AB . Đường trung tuyến và đường cao qua đỉnh A lần lượt có phương trình 7x  - 2y – 3 = 0 và 6x – y – 4 = 0 . Viết phương trình đường thẳng AC . 
Bài 15(KA-2010-NC) Trong Oxy , cho tam giác ABC cân tại A =(6; 6) , đường thẳng đi qua trung điểm của các cạnh AB , AC có phương trình x + y – 4 = 0 . Tìm toạ độ các đỉnh B và C biết điểm E=(1; -3) nằm trên đường cao đi qua đỉnh C của tam giác đã cho .
Bài 16(KD-2010-CB) Cho tam giác ABC có đỉnh A =(3; -7) , trực tâm là H=(3 ; -1) , tâm đường tròn ngoại tiếp là I =(-2 ; 0) . Xác định toạ độ đỉnh C biết C có hoành độ dương . 
Bài 17(KD-2010-NC) Trong Oxy , cho điểm A =(0 ; 2) và ∆ là đường thẳng đi qua O . Gọi H là hình chiếu vuông góc của A trên ∆ . Viết phương trình đường thẳng ∆ biết khoảng cách từ H đến trục hoành bằng AH .
Bài 18(KB-2010-CB) Trong Oxy , cho tam giác ABC vuông tại A , có đỉnh C =(-4 ; 1) , phân giác trong góc A có phương trình x + y – 5 = 0 . Viết phương trình đường thẳng BC biết diện tích tam giác ABC bằng 24 và đỉnh A có hoành độ dương . 

Bài 19(Dự bi A -2008) Trong Oxy , cho tam giác ABC với đường cao kẻ từ đỉnh B và đường phân giác trong của góc A lần lượt có phương trình 3x + 4y + 10 = 0 và x – y + 1 = 0 , điểm M = (0 ; 2) thuộc cạnh AB đồng thời cách điểm C một khoảng bằng . Tìm toạ độ các đỉnh của tam giác ABC .

Bài 20(Dự bi B -2008) Trong Oxy , cho tam giác ABC với  , C =(-1 ; -1) , đường thẳng AB có phương trình x + 2y – 3 = 0 và trọng tâm của tam giác ABC thuộc đường thẳng x + y – 2 = 0 . Hãy tìm toạ độ các điểm A , B . 
Bài 21(Dự bi D -2008) Trong Oxy , tìm toạ độ các đỉnh của tam giác ABC biết : đường thẳng AB , đường cao kẻ từ A và đường trung tuyến kẻ từ B lần lượt có phương trình:
x + 4y – 2 = 0   ,   2x – 3y + 7 = 0    ,   2x + 3y – 9 = 0 .
PHƯƠNG  TRÌNH  ĐƯỜNG THẲNG 
Phương trình đường  thẳng dạng cơ bản 
Ví dụ 1: Viết phương trình ts,chính tắc của đường thẳng qua hai điểm: A(1;3;1) và B(4;1;2).

Ví dụ 2: Lập pt đường thẳng   qua M(2;-1;3) và // với đường thẳng d :    
Ví dụ 3: Viết pt đt   đi qua  M(2;-1;1) và với (P): 2x – z + 1=0. 
              Tìm tọa độ giao điểm của   và (P).

Ví dụ 4: Viết ptts, chính tắc của đuờng thẳng d là giao tuyến của hai mặt phẳng   
               
Ví dụ 5: Viết phương trình đường thẳng   đi qua  M(2;-1;1)   với 2 đường thẳng

 (d1) :                   (d2) :  x = 1 + t ; y = 2 – t ; z = 1  
Ví dụ 6: Lập phương trình đường thẳng  qua A(-1;2;-3) và // với 2 mặt phẳng 
(P): x + 2y – z  = 0. (Q): - x + 2z – 5 = 0
Ví dụ 7: Viết phương trình đường thẳng  qua điểm A(1;3;1)  , song song  với 
       (P): x – 2y – 3 = 0 và vuông góc với đường thẳng d: x = 1- t ; y = 3 ; z = 2 + 3t.
Các bài tập tự luyên
Bài 1 : Lập phương trình tham số và chính tắc đường thẳng (d) trong các trường hợp sau :
1. 
a) (d) đi qua M(1;0;1) và nhận làm VTCP;   
1. b) (d) đi qua 2 điểm A(1;0;-1) ; B(2;-1;3)
Bài 2: Viết PT đường thẳng đi qua điểm M và // với đường thẳng (d) :


      a)   M(2;3;-5) và               b) M(1;2;3) và 
1. Bài 3 : Lập phương trình tham số, chính tắc của đường thẳng (d):
1. 
a) Đi qua điểm A(2;1;3) và vuông góc với mặt phẳng : 
1. 
b) Lập phương trình đường thẳng qua A(-1;2;-3) // với (P): 2x – y + z = 0 và  với đường thẳng : .
1. Bài 4: Cho mặt phẳng (P) đi qua 3 điểm A(3;0;0), B(0;6;0), C(0;0;9). Viết phương trình tham số của đường thẳng (d) đi qua trọng tâm tam giác ABC và vuông góc với mặt phẳng (ABC).
1. 
Bài 5: Trong không gian Oxyz lập phương trình giao tuyến của và các mặt phẳng toạ độ
Bài 6: Viết p.trình chính tắc của đường thẳng d biết d là giao tuyến 2 mặt phẳng: 
1. a) (P): 2x – y + z + 5 = 0; (Q): 2x – z + 3 = 0;  
1.  	b) (P): x + y – z + 3 = 0 ; (Q): 2x – y + 6z – 2 = 0.
1. Bài 7: Lập phương trình đường thẳng trong các trường hợp:
1. a) Đi qua M(1;-2;3) và // với 2 mặt phẳng (P) : x – y + 2z – 1 = 0 ; (Q): 2x + y – 2 = 0;
1. 

b) Đi qua A(0;-1;1) và  với 2 đt:  ; 
1. 
Bài 8: Cho đường thẳng:  và mặt phẳng (P):  x + y + z + 1 = 0
1.  Viết phương trình đường thẳng () đi qua A(1;1;1) // với mp (P) và vuông góc với (d).
 		    	VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI GIỮA ĐƯỜNG THẲNG - MẶT PHẲNG  
GIỮA ĐƯỜNG THẲNG - ĐƯỜNG THẲNG VÀ MỘT SỐ BÀI TOÁN LIÊN QUAN
 Dạng 1 : Xét vị trí tương đối         
Bài 1 :  Xét vị trí tương đối giữa các đường thẳng 1 , 2 . Tính góc giữa hai đường thẳng và tìm giao điểm của chúng nếu có :


	a. 1 :   và 2 : 


	b. 1 :     và 2 : 

	c. 1 :   và 2 là giao tuyến của hai mặt phẳng 
		(1) : x + y – z = 0      và (2) : 2x – y + 2z = 0 .


Bài 2: Cho hai đường thẳng 1 :  và 2 : . 
Tìm m để : 
a. Hai đường thẳng trùng nhau .
b. Hai đường thẳng song song .
c. Hai đường thẳng cắt nhau .
d. Góc giữa hai đường thẳng bằng 600 .
Bài 3: Xét vị trí tương đối của đường thẳng  và mặt phẳng () . Tìm tọa độ giao điểm của chúng nếu có : 
a. 
 :         và () : 6x – 3y – 2z – 17 = 0 .
b. 
 :         và () : 2x – y + 4z – 5 = 0 .
c.  là giao tuyến của hai mặt phẳng (1) : x + y – z + 4 = 0 và (2) : x – 3y + z = 0 và mặt phẳng () : x + 3y – 2z + 6 = 0 .

Bài 4: Cho  :  .
a. Chứng minh rằng  nằm trong mặt phẳng () : 3x – 2y – z – 4 = 0 .
b. Tìm điều kiện của m , n để  song song với () : mx + y – (m – 1)z + n – 7 = 0 .
Bài 5: (Khối -2003):  Cho mặt phẳng (P) : x – y – 2z + 5 = 0 và đường thẳng k là giao tuyến của hai mặt phẳng (1) : x + 3ky – z + 2 = 0 và (2) : kx – y + z + 1 = 0 . Tìm k để đường thẳng k vuông góc với  mặt phẳng (P) .
Bài 6: Tìm k để đường thẳng   là giao tuyến của hai mặt phẳng (P) : 2kx + y – z + 1 = 0 và (Q) : x – ky + z – 1 = 0 nằm trong mặt phẳng (Oyz) . 
Bài 7: Trong Oxyz , cho các điểm A (2 ; 1; 0) , B (1 ; 2; 2; ) , C (1 ; 1; 0) và mặt phẳng 
(P) : x + y + z – 20 = 0 . Xác định tọa độ điểm D thuộc đường thẳng AB sao cho đường thẳng CD song song với mặt phẳng (P) .
 Dạng2 : Các bài toán tính khoảng cách bằng công thức.
Bài 8: Tính khoảng cách từ điểm M đến đường thẳng  :

	a. M (2 ; 3; 1) ,  : 
	b. M (2 ; 3; -1) ,  là giao tuyến của (P) : x + y – 2z – 1 = 0 ; (Q) : x + 3y + 2z + 2 = 0
	c. M ( 2 ; 3 ; 1) ) ,  : x = -5 + 3t  ; y = 2 – t   ; z = t ( t  R) 

Bài 9: Cho đường thẳng 1: và 2: x = - t ; y = 2 + 3t ; z = -4 + 3t (t  R)
a. Tính khoảng cách từ điểm M(2 ; 3; 1) đến đường thẳng 1 .
	b. Tính khoảng cách giữa đường thẳng 2 và mặt phẳng (P) : 6x + y + z +1 = 0 .
	c. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng 1 và 2 .


Bài 10: Cho hai đường thẳng 1 :  và 2 :  
a. Chứng minh rằng hai đường thẳng 1 và 2 cắt nhau . Lập phương trình mặt phẳng chứa hai đường thẳng đó .
b. 
Tìm điểm M thuộc 1 có khoảng cách đến 2 bằng  .
Bài 11: Xét vị trí tương đối giữa các cặp đường thẳng 1 và 2 . Tính góc giữa chúng . Tìm tọa độ giao điểm , tìm khoảng cách giữa 1 và 2 (nếu có ) :

          a.  1 :     và 2 : x = 7 + 3t ; y = 2 + 2t ; z = 1 – 2t (t  R) .
          b. 1 : x = 1 + t ; y = -1 – t ; z = 1 ( t  R)  và 2 là giao tuyến của hai mặt phẳng :
		(1) : x + y + z – 3  = 0      và (2) : 2x + 2y – 3z  + 9 = 0 .

	c. 1 :     và 2 : x =1 + t ; y = -2 + t ; z = 3 – t ( t  R)  .
	d. 1 : x = 9t ; y = 5t ; z = -3 + t ( t  R)   và 2 là giao tuyến của hai mặt phẳng :
		(1) : 2x – 3y – 3z – 9  = 0      và (2) : x – 2y + z  + 3 = 0 .
Bài 12: Xét vị trí tương đối giữa đường thẳng  và mặt phẳng (P) . Tìm tọa độ giao điểm và tính khoảng cách (nếu có) :
a. 
 :   và  () : y + 4z + 17 = 0 .
b.  : x = 12 + 4t ; y = 9 + 3t ; z = 1 + t (t  R)    và () : 3x + 4y – z – 2 = 0 .
c. 
 :   và  () : x + 2y – z + 5 = 0 .








Dạng3 : Một số bài toán cơ bản                                                  
Bài toán 1 : Hình chiếu vuông góc của điểm trên mặt phẳng -điểm đối xứng với điểm qua mặt phẳng –hình chiếu vuông góc của đường thẳng trên mặt phẳng .
Bài 15:  a. Tìm hình chiếu của điểm A (1 ; 4; 2) trên mặt phẳng (P) : x + 3y + z – 1 = 0 .Suy ra khoảng cách  từ điểm A đến mặt phẳng (P) .
  b.Tìm  toạ độ điểm đối xứng của A(-2 ; 1 ; 3) qua (P): 2x + y – z – 3 = 0 .
  c. Tìm  toạ độ điểm đối xứng của A(1 ; 2; -3 ) qua (P): 2x + 2y – z + 9 = 0 . 
Bài 16:  Cho điểm A(1;2;3) và mặt phẳng (P) có phương trình : 2x – y + 2z – 3 = 0
	a. Lập phương trình mặt phẳng qua A và song song với (P).
b. Gọi H là hình chiếu vuông góc của A lên (P). Xác định toạ độ của H .
Bài 17: Cho ba điểm A(1 ; 1 ; 2) ;  B(-2 ; 1 ; -1) ;  C(2 ; -2 ; -1) .Xác định toạ độ hình chiếu vuông góc của điểm O lên mặt phẳng (ABC).
Bài 18: Cho điểm A(2;3;5) và mặt phẳng (P) có phương trình: 2x+3y+z-17=0
a.  Lập phương trình đường thẳng   qua A và vuông gócvới (P).
b.  Xác định toạ độ điểm A1 đối xứng với A qua (P).

Bài 20: Lập phương trình hình chiếu vuông góc của đường thẳng  :  lên mặt phẳng (P) : x – y + 4z = 0 .

Bài 21:Lập phương trình hình chiếu vuông góc của :  lên mặt phẳng(Oyz).
Bài 22: Cho 2 điểm M (3 ; 2; 9)  ; N (2 ; 0 ; -1) . Lập phương trình hình chiếu của đường thẳng MN trên mặt phẳng (P) : 2x + 3y – 4z + 1 = 0 .

Bài 23:Cho đường thẳng  và mặt phẳng (P) có phương trình:  và (P): x + y + z + 1 = 0. Lập  phương trình  hình chiếu vuông góc của  trên mặt phẳng (P) .
Bài 24: Cho mặt phẳng (P) và đường thẳng  có phương trình :


              và 
a. Xác định toạ độ giao điểm A của  và (P) .
b. Lập phương trình đường thẳng 1  đối xứng với   qua (P) .
Bài 25: Cho mặt phẳng (P) : 2x – 2y + z – 9 = 0 và các điểm A =(0 ;-1 ; -2) , B=(2 ; 5; 0) 
Tìm điểm M thuộc (P) sao cho :


	a.  đạt giá trị nhỏ nhất .		b.  đạt giá trị nhỏ nhất .
	c. MA2 – 2MB2 đạt giá trị lớn nhất .		d. 2MA2 + 3MB2 đạt giá trị nhỏ nhất .
Bài 26:Cho (P) : x – y + z – 1= 0 và các điểm A (1; 2 ; -1) , B(2 ; 1; -2)  , C(1 ; 0 ; -1)
Tìm điểm M thuộc (P) sao cho :


	a.  nhỏ nhất .			b.   nhỏ nhất .
	c. (MA2 – MB2 + MC2 )  nhỏ nhất .		d. (MA2 + MB2 - 3MC2) nhỏ nhất .
Bài 27:Cho (P) : x – 2y + 2z – 6= 0 và các điểm A (1; -1 ; 0) ,B(-3 ; 2; -1) , C(0 ; 2 ; 3)
Tìm điểm M thuộc (P) sao cho :
	a. (MA + MB) nhỏ nhất .				b. (MA + MC) nhỏ nhất .


	c.  lớn nhất .				d.  lớn nhất .
Bài toán 2 : Hình chiếu vuông góc của điểm trên đường thẳng  -điểm đối xứng với điểm qua đường thẳng .

Bài 28: Cho đường thẳng  :  và điểm A (-2 ; 3; -4) .
a. Tìm tọa độ hình chiếu vuông góc của điểm A trên  . Suy ra khoảng cách từ điểm A đến đường thẳng    .
b. Tìm tọa độ điểm A1 đối xứng với điểm A qua đường thẳng  .

Bài 29:  Cho đường thẳng :và mặt phẳng (P) : 2x – y + 2z + 11= 0 
a. Tìm tọa độ điểm H là hình chiếu của A (1 ; -2 ; -5) trên đường thẳng  .
b. Tìm tọa độ điểm A’ sao cho AA’ = 2AH và 3 điểm A , A’ , H thẳng hàng .
c. Tìm tọa độ điểm B’ đối xứng với điểm B (1 ; -1 ; 2) qua mặt phẳng (P) .

Bài 30: Cho điểm A(2 ; 1 ; -3) và đường thẳng   . Tìm trên  điểm M sao cho đoạn AM nhỏ nhất .

Bài 31: Cho các điểm A (2 ; 3; 0) , B(0 ; -1 ; 2) , C(-2 ; 1; 4) và đt ∆ :  .
Tìm điểm M thuộc ∆  sao cho :

	a.  đạt giá trị nhỏ nhất .

	b.  đạt giá trị nhỏ nhất .
	c. (MA2 – MB2 + MC2 ) đạt giá trị nhỏ nhất .
	d. (MA2 - 2MB2) đạt giá trị lớn nhất .
	e. Diện tích ∆MAB đạt giá trị nhỏ nhất .

Bài 32: Cho các điểm A (-3 ; 4; 1) , B(1 ; 6; -1) , C(1 ; 10 ; 3) và đt   :  .
a. Chứng minh các điểm A , B và đường thẳng  cùng thuộc một mặt phẳng .
b. Tìm điểm M   sao cho MA + MB nhỏ nhất .
c. Chứng minh đường thẳng AC song song với đường thẳng  .
d. Tìm điểm N   sao cho NA + NC nhỏ nhất .
Bài toán 3 : Phương trình đường vuông góc chung 
Bài 33: Lập phương trình đường vuông góc chung của hai đường thẳng chéo nhau sau đây và tính khoảng cách giữa chúng .
a. 

1 :         và 2 :  .
b. 

1 :    và 2 :  .
c. 

1 :       và 2 :  .
d. 

1 :       và 2 :  .


Bài 34: Cho hai đường thẳng  1 :  và 2 :  .
Tìm điểm A  1 , B  2 sao cho AB vuông góc với  cả 1 và 2 .
PHƯƠNG  TRÌNH  ĐƯỜNG THẲNG (Tiếp)
Phương trình đường  thẳng các dạng khác
Bài 1 : Lập phương trình đường thẳng  biết :
	a.  qua A(1 ; -2 ; 2) và cắt trục Oz tại B sao cho OB = 2OA .

	b.  qua A(1 ; -2 ; 2) và cắt đường thẳng d :  tai điểm A sao cho khoảng cách từ điểm C đến mặt phẳng (Oxy) bằng 3 .


	c.  qua A(1 ; -2 ; 2) và cắt đường thẳng d’ :  tậi điểm D sao cho diện tích tam giác OAD bằng  (đvdt) .


Bài 2: Cho đường thẳng 1 :  và đường thẳng 2 : 
Lập phương trình đường thẳng  cắt 1 , cắt 2 đồng thời thõa mãn :
a.  nằm trong mặt phẳng (P) : 2x + 3y – z + 2 = 0 .
b. 
 song song với đường thẳng d :  .
c.  đi qua điểm M(1 ; -5 ; -1) .
Bài 3: Lập phương trình của đường thẳng  biết :
a. 
 qua điểm A(2 ; 0 ; 3) đồng thời  cắt và vuông góc với  đường thẳng 1 có phương trình :   .
b. 

 qua B(1 ; -1 ; 1) ,  vuông góc với  d1 :  đồng thời  cắt d2 có phương trình :  .
c. 
 qua C(0 ; -4 ; 0) ,  song song với (Q) : 5x + 2y + 7z + 7 = 0 , đồng thời  cắt đường thẳng d :  .
d. 
 qua D(-1 ; 0 ; 4) , cắt đường thẳng 1 :  và tạo với đường thẳng 1 góc 600 .
Bài 4:  Viết phương trình đường thẳng đi qua gốc toạ độ và cắt cả hai đường thẳng:


             , 



Bài 5:  Viết phương trình đường thẳng (d) song song với đường thẳng () và cắt cả hai đường thẳng (d1) , (d2) biết    


Bài 6: Viết phương trình đường thẳng  song song với đt (d1) :  và cắt hai đường thẳng (d2) : x = t – 1 ; y = 2t ; z = 1 – t ; (d3) :  


Bài 7: Viết phương trình đường thẳng (d) vuông góc với (P) : x + y + z – 2 = 0 và cắt cả hai đường thẳng (d1) và (d2):             .


Bài 8 : Viết phương trình đường thẳng   đi qua điểm M (0 ;1; 1) , vuông góc với đường thẳng  (d1) :  và cắt đường thẳng (d2) : (t € R) .
Bài 9: Viết phương trình đường thẳng đi qua A(3;-2;-4) song song với mặt phẳng 

(P) : 3x – 2y – 3z – 7 = 0 và cắt đường thẳng (d) biết: .


Bài 10:  Viết phương trình đường thẳng đi qua A(0 ; 1 ; 1) và vuông góc với  đường thẳng (d1) và cắt (d2) ,biết:           .
Bài 11: Lập phương trình đường thẳng  biết : 

	a.  đi qua A(2; 3 ;1) , cắt và vuông góc với  đường thẳng ’ :  .

	b.  nằm trong mặt phẳng (Q) : 2x + y + z – 1 = 0 ,  cắt và vuông góc với  đường thẳng d : .



    
	ĐƯỜNG TRÒN         
Dạng 1: Lập phương trình đường tròn theo các yếu tố hình học cho trước
Bài 1: Lập phương trình đường tròn biết :
1. Tâm I(-2 ; 4) , bán kính R = 3 .
2. Đường kính AB biết A(1 ; 1) , B(7 ; 5) .
3. Tâm I(6 ; 8) và đi qua gốc toạ độ O .
4. Đi qua ba điểm A(-2 ; 4) , B(5 ; 5) , C(6 ; -2) .
5. Đi qua hai điểm A(2 ; 3) , B(-1 ; 1) và có tâm nằm trên đường thẳng ∆: x – 3y – 11 = 0
6. Tâm I(1 ; 2) và tiếp xúc vói đường thẳng x – 2y – 2 = 0 .
7. Đi qua điểm A(1 ; 2) và tiếp xúc với đường thẳng 3x – 4y + 2 = 0 tại B(-2 ; -1) .
8. Đi qua hai điểm A(6 ; 3) , B(3 ; 2) và tiếp xúc với đường thẳng x + 2y – 2 = 0 .
9. Có tâm thuộc đường thẳng x + y – 5 = 0 , bán kính bằng 3 và tiếp xúc với đường thẳng ∆ :  3x + y – 3 = 0.
10. Có tâm I(3 ; 1) và cắt đường thẳng x – 2y + 4 = 0 theo một dây cung có độ dài bằng 4 .
11. Có tâm I thuộc đường thẳng 4x + 3y – 2 = 0 và tiếp xúc với hai đường thẳng 
d1 : x + y +4 = 0 và d2 : 7x – y + 4 = 0 .

Bài 2 : Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác có ba cạnh nằm trên ba đường thẳng d1 :  , d2 :  y = x + 2 , d3 : y = 8 – x .
Bài 3 : Viết phương trình đường tròn đi qua giao điểm của hai đường tròn 

(C1) : x2 + y2 – 4x = 0 và (C2) : x2 + y2 – 4y = 0 và có bán kính R =  .
Bài 4 (BK-97) : Viết phương trình đường tròn đi qua A(2 ; -1) và tiếp xúc với hai trục toạ độ 
Bài 5 (KB-2005) : Cho hai điểm A(2 ; 0) , B(6 ; 4) . Viết phương trình đường tròn tiếp xúc với trục hoành tại điểm A và có khoảng cách từ tâm đến điểm B là 5 .
Bài 6: a.Cho tam giác ABC có A(1 ; 5) , B(-4 ; -5) , C(4 ; -1) . Viết phương trình đường tròn  
              nội tiếp tam giác ABC .
          b. Cho A(3 ; 0) và B(0 ; 4) . Viết phương trình đường tròn nội tiếp tam giác OAB .
Dạng 2: Tiếp tuyến với đường tròn 
Bài 7: Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn (C) : x2 + y2 – 4x – 4y – 1 = 0 
1. Tại giao điểm của (C) với đường thẳng ∆ : 3x + 4y + 2 = 0 .
2. Biết tiếp tuyến có hệ số góc k = 1 .
3. Biết tiếp tuyến song song với đường thẳng 5x + 12y – 6 = 0 .
4. Biết tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng 2x – y – 1 = 0 .
5. Biết tiếp tuyến tạo với đường thẳng x + y – 3 = 0 một góc 450 .
6. Biết tiếp tuyến đi qua điểm A(2 ; -3) .
Bài 8: Cho đường tròn (C): x2 + y2 + 6x – 2y – 6 = 0 và điểm A(-1 ; -3) .
1. Chứng minh rằng A nằm ngoài đường tròn (C) .
2. Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn (C) xuất phát từ A .
3. Gọi M , N là các tiếp điểm  . Tính độ dài MN rồi suy ra diện tích tam giác AMN .
Dạng 3:Vị trí tương đối của đường thẳng và đường tròn  , cát tuyến của đường tròn 

Bài 9 : Cho đường thẳng dm : mx – y – 2m + 3 = 0 và đường tròn (C) :
Tuỳ theo m , khảo sát sự tương giao giữa dm và (C) .
Bài 10 : Cho hai điểm A(4 ; 5) , B(5 ; 1) . Đt AB cắt đ tròn (C):x2 + y2 – 6x – 8y + 21 = 0 tại hai điểm E , F . Tính độ dài đoạn EF .
Bài 11: Cho đường tròn (C) : x2 +y2 + 4x – 6y + 7 = 0 .
1. Lập phương trình đường thẳng qua O và cắt (C) theo một dây cung có độ dài là 2 .
2. Điểm M(-1 ; 1) ở trong hay ngoài đường tròn . Lập phương trình dây cung qua M và có độ dài ngắn nhất .
Bài 12 : Cho đường tròn (C) : x2 + y2 + 2x – 4y – 20 = 0 và A(3 ; 0) . Viết phương trình đường thẳng ∆ đi qua A và cắt đường tròn (C) theo  dây cung MN sao cho :
1. MN bé nhất .
2. MN lớn nhất .
Bài 13: Cho đường tròn (C) : x2 + y2 - 2x + 4y + 4 = 0 và điểm M(-1 ; -3) . Viết phương trình đường thẳng ∆ qua M và cắt (C) tại hai điểm phân biệt A và B sao cho tam giác IAB có diện tích lớn nhất .
Dạng 4:Vị trí tương đối của các đường tròn  , tiếp tuyến chung
Bài 14 : Cho hai đ tròn (C): x2 + y2 – 2x – 2y – 2 = 0 và (C’) : x2 + y2 – 8x – 4y + 16 = 0	
1. Chứng minh rằng hai đường tròn bằng nhau và cắt nhau .
2. Viết phương trình đường thẳng qua giao điểm của hai đường tròn .
3. Viết phương trình tiếp tuyến tiếp tuyến chung của hai đường tròn .
Bài 15 : Cho đường tròn (C) : x2 + y2 – 2x + 2y – 3 = 0 .
1. Tìm độ dài dây cung mà (C) chắn trên trục Ox .
2. Tìm độ dài tiếp tuyến vẽ từ A(-2 ; 3) đến đường tròn (C) .
3. Tìm tâm và bán kính đường tròn (C’) : x2 + y2 + 6x + 6y + 13 = 0 . Chứng minh rằng (C) và (C’) tiếp xúc ngoài tại T . Viết phương trình tiếp tuyến chung tại T .

Bài 16(Dự bị A-2007) : Cho đường tròn (C) : x2 + y2 = 1 . Đường tròn  (C’) có tâm I(2 ; 2) cắt (C) tại hai điểm A và B sao cho AB . Viết phương trình đường thẳng AB .
Bài 17(Dự bị A-2002) : Cho hai đ tròn (C1): x2 + y2 – 10x = 0 và (C2):(x + 2)2 +(y – 1)2 = 25
1. Viết phương trình đường tròn (C) đi qua giao điểm của (C1) và (C2) và có tâm nằm trên đường thẳng d : x + 6y – 6 = 0 .
2. Viết phương trình tiếp tuyến chung của (C1) và (C2) .
Bài 18 : Cho hai đường tròn (C): x2 + y2 – 2x – 10y + 17 = 0 và (C’): x2 + y2 – 4y = 0 .
1. Chứng minh rằng (C) và (C’) cắt nhau .
2. Viết phương trình tiếp tuyến chung của (C) và (C’) .
Bài 19(ĐHSP-2001) : Cho hai đtròn (C): x2 + y2 = 1 và (Cm): x2 + y2 – 2mx+ 4my + 5m2 = 1
Tìm m để  (Cm) cắt (C) tại hai điểm phân biệt A , B . Chứng minh rằng khi đó đường thẳng AB có phương không đổi .
Dạng 5:Họ đường tròn , tập hợp điểm 
Bài 20: Cho phương trình (Cm) : x2 + y2 +(m – 15)x – (m – 5)y + m = 0 (1) .
1. Chứng minh rằng với mọi m , (Cm) là phương trình của đường tròn .
2. Xác định m để (Cm) đi qua gốc toạ độ .
3. 
Xác định m để (Cm) có bán kính .
4. Tìm tập hợp tâm các đường tròn khi m thay đổi .
Bài 21 : Cho phương trình (Cm) : x2 + y2 – (m – 2)x + 2my – 1 = 0 
1. Tìm m để (Cm) là đường tròn . Tìm tập hợp tâm các đường tròn khi m thay đổi .
2. Chứng minh rằng khi m thay đổi (Cm) luôn đi qua hai điểm cố định .
3. Cho m = -2 . Viết phương trình tiếp tuyến xuất phát từ A(0 ; -1) đến đường tròn .
Bài 22: Cho hai đường thẳng ∆: x + 1 = 0 và ∆’: x – 1 = 0 cắt Ox lần lượt tại A và B . M , N là hai điểm di động trên ∆ và ∆’ có tung độ là m và n sao cho luôn có : mn = 4 .
1. Viết phương trình đường thẳng AN và BM .
2. Chứng minh rằng giao điểm I của AN và BM thuộc một đường tròn cố định .

GIỚI THIỆU MỘT SỐ ĐỀ THI 
Bài 1(KA-2011-CB) Trong Oxy , cho đường thẳng  : x + y + 2 = 0 và đường tròn 
(C) : x2 + y2 – 4x – 2y = 0  . Gọi I là tâm của (C) , M là điểm thuộc  . Qua M kẻ các tiếp tuyến MA và MB đến (C) (A và B là các tiếp điểm ). Timd tọa độ điểm M , biết tứ giác MAIB có diện tích bằng 10 .
Bài 2(KD-2011-NC) Trong Oxy , cho điểm A(1 ; 0) và đường tròn (C) : x2 + y2 – 2x + 4y – 5 = 0 . Viết phương trình đường thẳng  cắt (C) tại hai điểm M , N sao cho tam giác AMN vuông cân tại A .



Bài 3(KA-2010-CB): Trong Oxy cho hai đường thẳng d1:  và d2:  . Gọi (T) là đường tròn tiếp xúc với d1 tại A , cắt d2 tại hai điểm B và C sao cho tam giác ABC vuông tại B . Viết phương trình của (T) , biết tam giác ABC có diện tích bằng và điểm A có hoành độ dương .
Bài 4(KA-2009-NC): Trong Oxy , cho đường tròn (C): x2 + y2 + 4x + 4y + 6 = 0 và đường thẳng ∆ : x + my – 2m + 3 = 0 ( m là tham số thực ) . Gọi I là tâm của đường tròn (C) . Tìm m để ∆ cắt (C) tại hai điểm phân biệt A và B sao cho diện tích tam giác IAB lớn nhất .

Bài 5(KB-2009-CB): Trong Oxy , cho đường tròn (C) :  và hai đường thẳng 
∆1: x – y = 0 và ∆2: x – 7y = 0 . Xác định toạ độ tâm K và tính bán kính của đường tròn (C1) biết đường tròn (C1) tiếp xúc với các đường thẳng ∆1 , ∆2 và tâm K thuộc đường tròn (C) .

Bài 6(KD-2009-NC): Trong Oxy , cho đường tròn (C) :  .Gọi I là tâm của (C) 

Xác định toạ độ điểm M thuộc (C) sao cho  .
Bài 7(KA-2007): Trong Oxy , cho tam giác ABC có A(0 ; 2) , B(-2 ; -2) và C(4 ; -2) . Gọi H là chân đường cao kẻ từ B . M , N lần lượt là trung điểm của các cạnh AB và BC . Viết phương trình đường tròn đi qua các điểm H , M , N .

Bài 8(KD-2007): Cho đường tròn (C) :  và đ thẳng d : 3x – 4y + m = 0.
Tìm m để trên d có duy nhất một điểm P mà từ đó có thể kẻ được hai tiếp tuyến PA , PB tới (C) (A , B là các tiếp điểm) sao cho tam giác PAB đều .
Bài 9(KB-2006): Cho đường tròn (C) : x2 + y2 – 2x– 6y + 6 = 0 và điểm M(-3 ; 1) . Gọi T1 và T2 là các tiếp điểm của các tiếp tuyến kẻ từ M đến (C) . Viết p trình đường thẳng T1T2 .
Bài 10(KD-2006): Cho đường tròn (C) : x2 + y2 – 2x– 2y + 1 = 0 và đ thẳng d : x- y + 3 = 0
Tìm toạ độ điểm M nằm trên d sao cho đường tròn tâm M , có bán kính gấp đôi bán kính đường tròn (C) , tiếp xúc ngoài với đường tròn (C) .
Bài 11(KB-2005) : Cho hai điểm A(2 ; 0) , B(6 ; 4) . Viết phương trình đường tròn tiếp xúc với trục hoành tại điểm A và có khoảng cách từ tâm đến điểm B là 5 .

Bài 12(KA-2004) : Trong Oxy , cho hai điểm A(0 ; 2) , . Tìm toạ độ trực tâm và toạ độ tâm đường tròn ngoại tiếp của tam giác OAB .

Bài 13(KD-2003): Cho đường tròn (C) :  và đường thẳng d : x – y – 1 = 0. Viết phương trình đường tròn (C’) đối xứng với đường tròn (C) qua đường thẳng d . Tìm toạ độ các giao điểm của (C) và (C’) .

Bài 14(Dự bị A-2008): Cho đường tròn (C) :  . Tìm các giá trị thực của m để trên đường thẳng y = m tồn tại đúng hai điểm mà từ mỗi điểm đó kẻ được hai tiếp tuyến với (C) sao cho góc giữa hai tiếp tuyến đó bẳng 600 .
Bài 15(Dự bị B-2008): Trong Oxy , cho hai điểm A(3 ; 0) , B(0 ; 4) . Chứng minh rằng đường tròn nội tiếp tam giác OAB tiếp xúc với đường tròn đi qua trung điểm các cạnh của tam giác OAB .

Bài 16(Dự bị D-2008): Cho đường tròn (C) :  và điểm E(4 ; 1) . Tìm toạ độ điểm M trên trục tung sao cho từ M kẻ được hai tiếp tuyến MA ,MB đến đường tròn (C) với A , B là các tiếp điểm sao cho đường thẳng AB đi qua điểm E .


Bài 17(Dự bị A-2007): Cho đường tròn (C) :  . Đường tròn (C’) tâm I(2 ; 2) cắt (C) tại các điểm A , B sao cho . Viết phương trình đường thẳng AB .

Bài 18(Dự bị B-2007): Cho đường tròn (C) : x2 + y2– 2x + 4y + 2 = 0 . Viết phương trình tiếp tuyến đường tròn (C’) tâm M(5 ; 1) biết (C’) cắt (C) tại các điểm A , B sao cho .
Bài 19(Dự bị D-2006): Cho đường tròn (C) : x2 + y2 – 4x – 6y – 12 = 0 . Tìm toạ độ điểm M thuộc đường thẳng d : 2x – y + 3 = 0 sao cho IM =2R , trong đó I là tâm và R là bán kính của đường tròn (C) .
ELÍP
Dạng 1 : Dạng  toán cơ bản

Bài 1: 1. Hãy xác định các đỉnh , độ dài các trục , tiêu cự , tiêu điểm , tâm sai  , công thức tính bán kính qua tiêu của các (E) :    a. 	 	b. 9x2 + 16y2 = 144 .
2. Lập phương trình (E) biết :
a. (E) có độ dài hai trục là 6 và 4 .
b. (E) có một đỉnh (5 ; 0) và tiêu cự là 6 .
c. (E) có một đỉnh là (0 ; 3) và (E) đi qua điểm M (4 ; 1) .
d. 

(E) qua hai điểm  và   .
e. 
(E) có tiêu điểm F2 (2 ; 0) và qua điểm  .
f. 
Độ dài trục lớn là 8 và qua điểm  .
g. 
Tiêu cự là 4 và đi qua điểm   .
h. 
Tiêu cự là 12  ,  tâm sai bằng  .
i. Tiêu cự là 4 và khoảng cách từ một đỉnh đến tiêu điểm là 5 .
j. Một tiêu điểm là F2 (5 ; 0) và khoảng cách giữa hai đỉnh là 9 .
k. 

Qua điểm  và  bằng 900 .
3. 
 Cho elíp (E) :  .
a. Tìm trên (E) điểm M có hoành độ 2 .
b. 
Tìm toạ độ giao điểm của (E) và đường thẳng y = .
c. Tìm trên (E) điểm M sao cho góc F1MF2 bằng 900 .
d. Tìm trên (E) điểm M sao cho góc F1MF2 bằng 600 .
e. 
Tìm trên (E) điểm M thoã mãn F1M – F2M =  .
f. Tìm trên (E) điểm M sao cho F1M = 2F2M .
g. Tìm trên (E) toạ độ các đỉnh của hình vuông nội tiếp (E) , biết hình vuông có các cạnh song song với các trục toạ độ .
Dạng 2 : Tương giao giữa đường thẳng và đường elíp

Bài 2: Cho (E) có phương trình : và đường thẳng ∆ : x – y + m = 0 .
Xác định m để : a) ∆  cắt (E) tại hai điểm phân biệt        b) ∆ và (E) có điểm chung duy nhất 

Bài 3: Cho (E) có phương trình :  và đường thẳng ∆ : 4x + 5y – m = 0 .
a. Biện luận theo m số điểm chung của (E) và ∆ .
b. Khi ∆ cắt (E) tại hai điểm phân biệt A , B. Tìm quỹ tích trung điểm I của AB .

Bài 4: Cho (E)  : . Viết phương trình đường thẳng ∆ đi qua M(1 ; 2) và cắt (E) tại hai điểm A , B sao cho M là trung điểm của đoạn AB .
Dạng 3 : Tính chất hình học của đường Elíp .


Bài 5:  Cho (E)  : . Giả sử M là điểm di động trên (E) . CMR: tỷ số khoảng cách từ M đến tiêu điểm phải F2 và đến đường thẳng  là luôn không đổi . Tính tỷ số đó .

Bài 6:  Cho (E)  :  với a > b > 0 .
a. 
Chứng minh rằng mọi điểm M thuộc (E) ta đều có  .
b. Gọi A là giao điểm của (E) và đường thẳng y = kx . Tính OA theo a , b , k .
c. 
Gọi B là điểm € (E) sao cho OA  OB . CMR:  có giá trị không đổi .
Bài 7: a. Viết phương trình chính tắc của (E) biết nó có một tieu điểm là F(-2 ; 0) và khoảng cách từ F đến đỉnh trên trục nhỏ là 3 .
           b. Hai đường thẳng d : mx – y = 0 và d’: x + my = 0 lần lượt cắt (E) tại M,P và N,Q . Tứ giác MNPQ là hình gì ? Tính diện tích của nó theo m ?
           c. Tìm m để MNPQ là hình vuông .
Bài 8: Cho elíp : 5x2 + 9y2 = 45 có tiêu điểm F1 , F2 . M là điểm bất kỳ trên (E) .
a. CM chu vi tam giác F1MF2 không đổi . Tìm m để diện tích ∆ F1MF2 bằng 2 . 
b. 
Tìm M sao cho : lớn nhất .
Bài 9 :  Cho M , N là hai điểm bất kỳ trên Elíp : 4x2 + 9y2 = 36 và không trùng với các đỉnh  Gọi  I là trung điểm của MN .
a. CMR : tích hệ số góc của đthẳng MN và đường thẳng OI có giá trị không đổi .
b. Viết phương trình đường thẳng MN biết I(1 ; 1) là trung điểm của MN .
Bài 10 : Cho Elíp (E) : x2 + 4y2 = 4 có tiêu điểm F1 , F2 . M là điểm bất kỳ trên (E) .
a. Tìm trên (E) điểm M sao cho : F1M = 2F2M .
b. Chứng minh rằng : F1M . F2M + OM2 = a2 + b2 .

Bài 11: (Khối A-2011-NC) Trong Oxy , cho elíp (E):  . Tìm tọa độ các điểm A và B thuộc (E) có hoành độ dương sao cho tam giác OAB cân tại O và có diện tích lớn nhất .


Bài 12: (Khối B-2010-NC) Trong Oxy , cho điểm  và Elíp (E):  . Gọi F1 , F2 là các tiêu điểm của (E) (F1 có hoành độ âm) , M là giao điểm có tung độ dương của đường thẳng AF1 với (E) , N là điểm đối xứng của F2 qua M . Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác ANF2 .

Bài 13: (Khối A-2008) Trong Oxy , viết phương trình chính tắc của (E) biết (E) có tâm sai bằng  và hình chữ nhật cơ sở của (E) có chu vi 20 .

Bài 14: (Khối D-2005) Cho điểm C(2 ; 0) và elíp (E) :  . Tìm tọa độ các điểm A , B € (E) , biết rằng  A , B đối xứng với nhau qua trục hoành và ∆ ABC là tam giác đều .

Bài 15: (Thi thử lần 3-SP) Trong Oxy , cho (E) có một tiêu điểm là  và đi qua điểm 

 . Xác định toạ độ các đỉnh của (E) .	
HỆ PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT HAI ẨN
HỆ GỒM MỘT PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT
VÀ MỘT PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI

Bài 1: Cho hệ phương trình: 
a. Với giá trị nào của m thì hệ phương trình vô nghiệm
b. Với giá trị nào của m thì hệ phương trình có vô số nghiệm? 
c. Với giá trị nào của m thì hệ phương trình có nghiệm duy nhất
Bài 2: Tìm m để hệ :


a) vô số nghiệm     b)   vô nghiệm        

Bài 3:  Tìm m  Z để hệ :có nghiệm duy nhất là nghiệm nguyên 

Bài 4: Tìm m  Z để hệ  Có nghiệm duy nhất là nghiệm nguyên ?
tìm nghiệm nguyên đó.


Bài 5: Với giá trị nào của m thì hệ phương trình  có nghiệm duy nhất thỏa mãn điều kiện . Khi đó hãy tìm các giá trị của x và y.

Bài 6: Cho hệ phương trình:  (m là tham số). Tìm m  Z để hệ có nghiệm (x; y) với x, y là các số nguyên dương.

Bài 7: Cho hệ phương trình: . Xác định tất cả các giá trị của tham số m để hệ có nghiệm duy nhất (x; y) mà S = x2 + y2 đạt giá trị nhỏ nhất.

Bài 8: Cho hệ phương trình: . Xác định tất cả các giá trị của tham số m để hệ có nghiệm (x; y) mà tích P = xy đạt giá trị lớn nhất.

Bài 9: Cho hệ phương trình: 
a. Tìm số nguyên m để hệ có nghiệm duy nhất (x; y) mà x > 0 và y < 0.
b. Tìm số nguyên n để có nghiệm duy nhất (x; y) mà x, y là các số nguyên.

Bài 10:  Xác định m  Z để hệ  Có nghiệm duy nhất (x; y) mà x > 0, y < 0.


Bài 11: Tìm m để hệ có nghiệm duy nhất (x; y) thỏa mãn hệ thức: .

Bài 12: Cho hệ phương trình: 
1. Chứng minh rằng nếu hệ có nghiệm duy nhất (x; y) thì điểm M(x; y) luôn luôn thuộc một đường thẳng cố định khi m thay đổi.
2. Xác định m để M thuộc góc vuông phần tư thứ nhất.
3. 
Xác định m để M thuộc đường tròn  có tâm là gốc tọa độ và bán kính bằng .

Bài 13: Tìm các giá trị của m để hệ  có nghiệm duy nhất (x;y) và x + y đạt giá trị lớn nhất 

Bài 14: Cho hệ phương trình : 		

a/ Tìm m để hệ có nghiệm.               b/ Tìm m để hệ có nghiệm duy nhất thỏa mãn: yx+2
c/ Với giá trị của câu b, tìm giá trị lớn nhất của S =x+y.
Bài 15: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức sau : 
         a/ A = (x – 2y + 1)2 +(2x + ay + 5)2      	b/ B = |2x + y – 3| + |x + ay + 1|         

Bài 16: Tìm m để  hệ phương trình   .có nghiệm

Bài 17: Cho hệ phương trình     
a. Tìm a để phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt

b. Gọi (x1;y1) ; (x2;y2) là 2 nghiệm của hệ . Chứng minh :  


Bài 18: Tìm m để hệ phương trình :                                                        có hai nghiệm phân biệt (x1;y1) và (x2;y2) thoả mãn:  

Bài 19: Cho hệ phương trình :       			
     a) Giải hệ phương trình với m =3                   b)  Tìm m để hệ có nghịêm duy nhất.

Bài 20: Cho hệ phương trình : 
a/ Giải hệ với m=1. 
b/ Tìm m để hệ có 2 nghiệm : (x1, y1) và (x2, y2) Thỏa mãn điều kiện : x12 + y12 = x22 + y22.

Bài 21: Cho hệ :  Tìm m để : 
 a/ Hệ phương trình vô nghiệm             b/ Hệ phương trình có nghiệm duy nhất. 
c/ Hệ phương trình có 2 nghiệm phân biệt.

Bài 22: Cho hệ phương trình: 
  	1) Giải hệ phương trình với m = 4.  	2) Tìm m để hệ có nhiều hơn hai nghiệm.

HỆ ĐẲNG CẤP 
Bài 1:  Giải các hệ phương trình sau:             



1)                      2)                      3)     



4)	                       5)                 	        6)      







7)                     8)                     9) 	 10)       	 11)                      12)           Bài 2 : Cho hệ phương trình: 

a. Giải hệ phương trình khi 

b.  Tìm điều kiện của  để hệ phương trình có nghiệm?
Bài 3: Tìm m để hệ phương trình có nghiệm


1)  			2)

HỆ PHƯƠNG TRÌNH DẠNG KHÁC

Các phương pháp thường dùng
I.Phương pháp thế : Có thể thế bằng cách :
1. Tính ẩn x theo y từ một phương trình rồi thế vào phương trình còn lại .
2. Thế bằng một biểu thức của ẩn .
3. Thế bằng hằng số .
Bài 4: :  Giải các hệ phương trình sau :    



1)               2)                       3)   



4)          5)            6)   



7)      8)      9)   



10)           11)                       12)     



13)       14)               15)  



16)		    17)                   18) 



19)       20) 	       21) 



22)              23)            24) 



25)  26)               27)



28)              29)                30)  



31)                    32)               33)  






34)                     35)    36)     37) 38)              39)             






 40)        41)                  42)    43)  44)45)



46)      47)  48)


49)  50)


51)    52) 

II.Phương pháp đặt ẩn phụ : 
Bài 5 :  Giải các hệ phương trình sau :



1)                 2)                           3)   



4)               5)               6)   



7)               8)     9)  



10)    11)          12)   



13)          14)             15)



16)       17)       18)



19)       20) 	     21)



22)              23)        24) 



25)     26)                 27)



28)                      29)              30)



31)            32)                33) 



34)           35)         36)     



 37)                      38)                           39)      



40)  41) 42)    



43)             44)                       45)      






46)             47)     48)  49)       50)          51)  
Bài 52: Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm thực :

	

Bài 53: Cho hệ phương trình  :  

Tìm m để hệ phương trình có 3 nghiệm phân biệt (x1 ; y1) , (x2 ; y2) , (x3 ; y3) sao cho x1 , x2 , x3 lập thành cấp số cộng ( công sai d ≠ 0 ) , đồng thời có hai số xi thoã mãn  .

Bài 54:  Cho hệ phương trình  :  
Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hệ BPT có nghiệm .

Bài 55: Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm thực duy nhất :    
Bài 56: Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm thực :

	

HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐỐI XỨNG LOẠI I
Bài 1 : Giải hệ phương trình :



a)                b)                         c)   



d)    e)                               f)   




g)                       h)                  k ) 
Bài 2 : Giải hệ phương trình : 



1)        		2)         		3) 



4)     		5)     6)          

Bài 3: Tìm điều kiện  để hệ phương trình sau có nghiệm thực










1)              2)                3)  4)           5)                  6)  7)                              8)         9)                                                10)

Bài 4: Cho hệ phương trình:    
	a) Giải phương trình khi m= 5 .           	b) Tìm m để hệ phương trình có nghiệm .

Bài 5: Với giá trị nào của m thì hệ phương trình sau có nghiệm: 
Bài 6:  Giải các hệ phương trình : 



1)                     2)              3)   	



4)        5)        6) 



7) (x;y>0)        8)                9) 



10)                    11)                 12) 



13)                   14)      		 15)        









16)  		17)      	18)                          19) 		20)   			 21)        22)  		23)	24)                        

Bài 7: (Phân viện báo chí 98) Cho hệ phương trình:
	a) Giải hệ phương trình khi m = 1 .    b) Tìm m để hệ phương trình đã cho có nghiệm 

Bài 8: (Cao đẳng SP - 98) Cho hệ phương trình : 
	a) Giải hệ phương trình khi a=4 .    b) Với giá trị nào của a hệ đã cho có nghiệm .

Bài 9: (ĐHQG 97) Tìm a để hệ phương trình:    có nghiệm.

Bài 10: (ĐHQG 99 ) Chứng minh hệ phương trình: 
luôn có nghiệm với  m. m = ? để hệ có nghiệm duy nhất.

Bài 11: (ĐHQG Khối D - 99) Tìm m để hệ 	       có nghiệm ?

Bài 12: (ĐH Cảnh sát 2000) Cho hệ phương trình: 
	a) Giải hệ đã cho khi m = - 3 .    	b) Xác định m để hệ có nghiệm duy nhất ?

Bài 13: Tìm m để hệ phương trình  có ít nhất một nghiệm thoả mãn điều kiện x > 0 , y > 0 .

Bài 14: Gọi (x; y) là nghiệm của hệ:.Tìm a để tích P= xy là nhỏ nhất .

Bài 15: Cho hệ phương trình  Tìm a để hệ có đúng 2 nghiệm .

Bài 16: Xác định tham số a để hệ phương trình sau có nghiệm:

Bài 17: (ĐH Thuỷ sản 2000) Cho hệ phương trình: 
	a) Giải hệ phương trình với m = 6 .   b) Tìm m để hệ phương trình dã cho có nghiệm .

Bài 18: (ĐH Ngoại thương 97) Cho hệ phương trình :  
	a) Giải hệ phương trình khi m =12 .
	b) Với giá trị nào của m thì hệ phương trình đã cho có nghiệm ?

Bài 19: ĐH HĐ 2001. Cho hệ 
	a) Giải hệ khi k = 0.                                                      
	b) Tìm tất cả các giá trị của k để hệ có nghiệm duy nhất .         

Bài 20: Tìm m để hệ   có nghiệm thực duy nhất.

Bài 21: Tìm m để hệ phương trình:  có nghiệm thực x > 0, y > 0.

Bài 22: Cho hÖ ph­¬ng tr×nh   
 a) Gi¶i  hÖ khi a=2                b) T×m GTNN cña F=xy+2(x+y) biÕt (x,y) lµ nghiÖm cña hÖ 


MẶT CẦU
Bài toán 1. 	Phương trình mặt cầu
Bài 1: Trong các phương trình sau đây ,phương trình nào là phương trình của mặt cầu ,khi đó chỉ rõ toạ độ tâm và bán kính của nó ,biết:


a) 	       b) 


c)        d) 

e) 

Bài 2: Cho họ mặt cong (Sm) có phương trình:  
a) Tìm điều kiện của m để (Sm) là một họ mặt cầu .
b) CMR : tâm của (Sm) luôn nằm trên một đường thẳng cố định.

Bài 3: Cho họ mặt cong (Sm) có phương trình:  
a) Tìm điều kiện của m để (Sm) là một họ mặt cầu .
b) Tìm quĩ tích tâm của họ (Sm) khi m thay đổi.
c) Tìm điểm cố định M mà (Sm) luôn đi qua.

Bài 4: Cho họ mặt cong (Sm) có phương trình:  
a) Tìm điều kiện của m để (Sm) là một họ mặt cầu .
b) CMR tâm của (Sm) luôn chạy trên một đường tròn (C) cố định trong mặt phẳng Oxy khi m thay đổi.
Bài 5: Lập phương trình mặt cầu (S) ,biết :
a) Tâm I(2;1;-1), bán kính R=4.						
b) Đi qua điểm A(2;1;-3) và tâm I(3;-2;-1).
c) Đi qua điểm A(1;3;0) ,B(2 ; 1 ; 0)  và tâm I thuộc Ox                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             	d) Hai đầu đường kính là A(-1;2;3), B(3;2;-7)
e) Lập phương trình mặt cầu  ngoại tiếp tứ diện ABCD với A=(0 ; -1 ; 4) ,B=(1; -5 ; 1) 
C=(0 ; 7; 0) , D =(-3 ; 3 ; -5 ) .
Bài 6: Cho 3 đường thẳng (d1),(d2), (d3) có phương trình :



            , , 
a) Lập phương trình đường thẳng (d) cắt cả hai đường thẳng  (d1),(d2) và song song  
               với đt (d3).


b) Giả sử ,.Lập phương trình mặt cầu đường kính AB.

Bài 7: Cho 2 đường thẳng : ,(d2) là giao tuyến của hai mặt phẳng                                        
             (P): x + 2y – 2 = 0  , (Q) : y – 3 = 0
	a) CMR (d1) và (d2) chéo nhau.
b) Viết phương trình đường vuông góc chung của  (d1) và (d2).
c) Lập pt mặt cầu (S) có đường kính là đoạn vuông góc chung của  (d1) và (d2).
Bài toán 2:	 Mặt cầu tiếp xúc với mặt phẳng
Bài 8: Viết phương trình mặt cầu (S) biết :
a) Tâm I(1;2;-2) và tiếp xúc với mặt phẳng (P):6x-3y+2z-11=0.
b) Tâm I(1;4;-7) và tiếp xúc với mặt phẳng (P) :6x+6y-7z+42=0.
c) Bán kính R = 9 và tiếp xúc với (P): x+2y+2z+3=0 tại điểm M(1;1;-3).


Bài 9: Viết phương trình mặt cầu có tâm I trên đường thẳng (d) và tiếp xúc với hai mặt phẳng  và  , biết :



a)       :x+2y-2z-2=0. và :x+2y-2z+4=0.



       b)  (d) :   : 2x+2y-z-12=0. và :-2x+2y-z+8=0.



       c) ,	:3x+4y+2z-10=0     :2x-3y+4z-10=0
Bài toán 3:  Mặt cầu cắt mặt phẳng 

Bài 10: Lập phương trình mặt cầu có tâm tại giao điểm I của mặt phẳng (P) và đường thẳng (d) sao cho mặt phẳng (Q) cắt khối cầu theo thiết diện là hình tròn có diện tích 12 biết :  

a) ,  (P): x – y – z + 3 = 0 , (Q) : x + 2y – 2z + 4 = 0.		

b)  (d) : ,  (P) : x + y – 2 = 0 ,  (Q) : 3x + 4y + 2z – 10 = 0

Bài 11: Lập phương trình mặt cầu có tâm thuộc đường thẳng (d) và cắt mặt phăng (P) theo thiết diện là đường tròn lớn có bán kính bằng 18 , biết:	 và (P) : y + 4z + 17 = 0.

Bài 12::Trong không gian Oxyz, cho mặt cầu (S) và  mặt phẳng (P) có phương trình , (P): x + z – 1 = 0.
a) Tính bán kính và toạ độ tâm của mặt cầu (S).
b) Tính bán kính và toạ độ tâm của đường tròn giao của (S) và (P).
Bài 13:Cho điểm I(1;2;-2) và  mặt phẳng (P) : 2x + 2y + z + 5 = 0 .

a) Lập phương trình mặt cầu (S) tâm I sao cho giao của (S) và (P) là đường tròn có chu vi  
             bằng 8 .
b) CMR mặt cầu (S) tiếp xúc với đường thẳng d là giao tuyến của hai mặt phẳng 
(P):2x – y – 5 = 0 và (Q): y – z + 3 = 0
c) Lập phương trình mặt phẳng chứa đường thẳng (d) và tiếp xúc với (S).
Bài toán 4: Mặt cầu tiếp xúc với đường thẳng
Bài 14: Viết phương trình mặt cầu (S) biết :

a) Tâm I(1; 2 ; -1) và tiếp xúc với đường thẳng (d) có phương trình : 

          b) Tâm I(3; -1 ; 2) và tiếp xúc với đường thẳng (d) có phương trình :  

Bài 15 : Trong không gian 0xyz, cho hai đường thẳng (d1),(d2) ,biết :


 	(d1):  ,			
a) CMR hai đường thẳng đó cắt nhau .Xác định tọa độ giao điểm I của chúng .
b) Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng (P) đi qua hai đường thẳng  (d1) và (d2).

c) Lập phương trình mặt cầu tiếp xúc với (d1),(d2) và có tâm thuộc đường thẳng (d) có  
            phương trình :  
Bài toán 5: 	Mặt cầu cắt đường thẳng 

Bài 16: Cho điểm I(2;3;-1) và  đường thẳng (d) có phương trình : 
a) Lập phương trình mặt phẳng (P) qua I và vuông góc với (d) .
b) Viết phương trình mặt cầu (S) có tâm I sao cho (S) cắt (d) tại hai điểm phân biệt A,B  
             thoả mãn AB = 40.

Bài 17: Cho đường thẳng (d) và mặt phẳng (P) có phương trình :  , 
            (P): 2x – y - 2z + 1 = 0.
	a) Tìm toạ độ các điểm thuộc đt (d) sao cho khoảng cách từ mỗi điểm đó đến (P) bằng 1.
	b) Gọi K là điểm đối xứng của điểm I(2;-1;3) qua đường thẳng  (d) .Xác định toạ độ K.
	c) Lập pt mặt cầu tâm I cắt đường thẳng (d) tại hai điểm phân biệt A,B sao cho AB=12.
	d) Lập phương trình mặt cầu tâm I tiếp xúc với mặt phẳng (P).

	e) Lập pt mặt cầu tâm I cắt mp (P) theo giao tuyến là một đ tròn  có diện tích bằng 16
Bài toán 6: 	Mặt cầu ngoại tiếp khối đa diện
Bài 18: Trong không gian Oxyz ,cho bốn điểm A(1;0;1), B(2;1;2),C(1;-1;1),D(4;5;-5).
a) Viết pt tham số của  đường thẳng đi qua D và vuông góc với mặt phẳng (ABC).
b) Viết phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD.
Bài 19: Trong không gian Oxyz ,cho bốn điểm A(4;4;4), B(3;3;1), C(1;5;5), D(1;1;1).
a) Tìm hình chiếu vuông góc của D lên (ABC) và tính thể tích tứ diện ABCD.
b) Viết phương trình tham số đường thẳng vuông góc chung của AC và BD.
c) Viết phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD.
d) Tính thể tích tứ diện ABCD.
Bài 20: Cho bốn điểm A(-1;3;2), B(4;0;-3), C(5;-1;4), D(0;6;1).
a) Viết pt tham số của đường thẳng BC .Hạ AH vuông góc BC .Tìm toạ độ của điểm H.
b) Viết phương trình tổng quát của (BCD) .Tìm khoảng cách từ A đến mặt phẳng (BCD).
c) Viết phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD.
Bài 21: Trong không gian Oxyz, cho hình chóp S.ABCD; biết toạ độ bốn đỉnh  S(5;5;6),  
           A(1;3;0), B(-1;1;4), C(1;-1;4), D(3;1;0).
a) Lập phương trình các mặt của hình chóp.		
b) Lập phương trình mặt cầu (S) ngoại tiếp hình chóp .
c) Tính thể tích hình chóp SABCD .
MẶT CẦU VÀ MẶT PHẲNG -MẶT CẦU VÀ  ĐƯỜNG THẲNG
Bài toán 1:	 Mặt cầu tiếp xúc với mặt phẳng
Bài 1: Viết phương trình mặt cầu (S) biết :
a) Tâm I(1;2;-2) và tiếp xúc với mặt phẳng (P):6x-3y+2z-11=0.
b) Tâm I(1;4;-7) và tiếp xúc với mặt phẳng (P) :6x+6y-7z+42=0.
c) Bán kính R = 9 và tiếp xúc với (P): x+2y+2z+3=0 tại điểm M(1;1;-3).


Bài 2: Viết phương trình mặt cầu có tâm I trên đường thẳng (d) và tiếp xúc với hai mặt phẳng  và  , biết :



a)       :x+2y-2z-2=0. và :x+2y-2z+4=0.



       b)  (d) :   : 2x+2y-z-12=0. và :-2x+2y-z+8=0.



       c) ,	:3x+4y+2z-10=0     :2x-3y+4z-10=0


Bài 3: Cho đường thẳng (d) và hai mặt phẳng  , ,biết :



,     :x+y-2z+5=0. và :2x-y+z+2=0


    a) Gọi A , B là giao điểm của (d) với  và   .Tính độ dài đoạn AB.


    b) Viết phương trình mặt cầu có tâm I trên đường thẳng (d) và tiếp xúc với hai mặt phẳng     và  .
Bài toán 2:  Mặt cầu cắt mặt phẳng 

Bài 4: Lập phương trình mặt cầu có tâm tại giao điểm I của mặt phẳng (P) và đường thẳng (d) sao cho mặt phẳng (Q) cắt khối cầu theo thiết                                                                                                                                                                                                                                                                     diện là hình tròn có diện tích 12 ,biết :

a) ,  (P): x – y – z + 3 = 0 , (Q) : x + 2y - 2z + 4 = 0.		

b)  (d) : ,  (P) : x + y – 2 = 0 ,  (Q) : 3x + 4y + 2z – 10 = 0

Bài 5: Lập phương trình mặt cầu có tâm thuộc đường thẳng (d) và cắt mặt phăng (P) theo thiết diện là đường tròn lớn có bán kính bằng 18 , biết:	 và (P):y+4z+17=0.

Bài 6 ::Trong không gian Oxyz, cho mặt cầu (S) và  mặt phẳng (P) có phương trình ,(P):x+z-1=0.
a) Tính bán kính và toạ độ tâm của mặt cầu (S).
b) Tính bán kính và toạ độ tâm của đường tròn giao của (S) và (P).
Bài 7:Cho điểm I(1;2;-2) và  mặt phẳng (P) : 2x + 2y + z + 5 = 0 .

a) Lập pt mặt cầu (S) tâm I sao cho giao của (S) và (P)là đtròn có chu vi  
             bằng 8 .
b) CMR mặt cầu (S) tiếp xúc với đường thẳng d là giao tuyến của hai mặt phẳng 
(P):2x – y – 5 = 0 và (Q): y – z + 3 = 0
c) Lập phương trình mặt phẳng chứa đường thẳng (d) và tiếp xúc với (S).
Bài 8: Cho mặt cầu (S) và mặt phẳng (P) có phương trình :

 ,(P ): x + 2y + 2z + 11 = 0. Tìm điểm M sao cho M thuộc (S) sao cho khoảng cách từ M tới mặt phẳng (P) nhỏ nhất , lớn nhất .
Bài toán 3: Mặt cầu tiếp xúc với đường thẳng
Bài 9: Viết phương trình mặt cầu (S) biết :

a) Tâm I(1;2;-1) và tiếp xúc với đường thẳng (d) có phương trình : 

    b) Tâm I(3;-1;2) và tiếp xúc với đường thẳng (d) có phương trình :   
Bài 10: Trong không gian 0xyz, cho hai đường thẳng (d1),(d2) ,biết :


  	,			
        Lập pt mặt cầu (S) tiếp xúc với (d1) tại điểm H(3;1;3) và có tâm thuộc đường thẳng (d2).
Bài 11 : Trong không gian 0xyz, cho hai đường thẳng (d1),(d2) ,biết :


 	(d1):  ,			
a) CMR hai đường thẳng đó cắt nhau .Xác định tọa độ giao điểm I của chúng .
b) Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng (P) đi qua hai đường thẳng  (d1) và (d2).

c) Lập phương trình mặt cầu tiếp xúc với (d1),(d2) và có tâm thuộc đường thẳng (d) có  
            phương trình :  
Bài 12: Trong không gian 0xyz, cho hai đường thẳng (d1),(d2) ,biết :


  	,			
a) CMR hai đường thẳng đó cắt nhau .Xác định tọa độ giao điểm I của chúng .
b) Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng (P) đi qua hai đường thẳng  (d1) và (d2).

c) Lập phương trình mặt cầu tiếp xúc với (d1),(d2) và có tâm thuộc đường thẳng (d) có  
           phương trình :      
Bài 13: Trong không gian 0xyz, cho hai đường thẳng (d1),(d2) ,biết :


  	,				
a) CMR hai đường thẳng đó song song với nhau.
b) Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng (P) đi qua hai đường thẳng  (d1) và (d2).

c) Lập phương trình mặt cầu tiếp xúc với (d1),(d2) và có tâm thuộc đường thẳng (d) có  
                 phương trình :   
Bài 14: Trong không gian 0xyz, cho hai đường thẳng (d1),(d2) ,biết :


  	,				
a) CMR hai đường thẳng đó song song với nhau.
b) Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng (P) đi qua hai đường thẳng  (d1) và (d2).

c) Lập phương trình mặt cầu tiếp xúc với (d1),(d2) và có tâm thuộc đường thẳng (d) có  
                 phương trình :   
Bài 15: Trong không gian 0xyz, cho hai đường thẳng (d1),(d2) ,biết :


  , 			
a) CMR hai đường thẳng đó chéo nhau.
b) Viết phương trình đường vuông góc chung của(d1) và (d2).
c) Tính khoảng cách giữa (d1) và (d2).
d) Lập pt mặt cầu tiếp xúc với (d1),(d2) và có tâm thuộc mặt phẳng (P) : x + y + z – 2 = 0                           
Bài 16: Trong không gian 0xyz, cho hai đường thẳng (d1),(d2) ,biết :


,				  
a) CMR hai đường thẳng đó chéo nhau.
b) Viết phương trình đường vuông góc chung của(d1) và (d2).
c)Lập pt mặt cầu tiếp xúc với (d1),(d2) và có tâm thuộc mặt phẳng (P):2x – y + 3z – 6 = 0.
Bài toán 4: 	Mặt cầu cắt đường thẳng 

Bài 17: Cho điểm I(2;3;-1) và  đường thẳng (d) có phương trình : 
a) Lập phương trình mặt phẳng (P) qua I và vuông góc với (d) .
b) Viết phương trình mặt cầu (S) có tâm I sao cho (S) cắt (d) tại hai điểm phân biệt A,B  
             thoả mãn AB = 40.

Bài 18: Cho đT (d) và mP (P) có phương trình :  ,   (P): 2x – y - 2z + 1 = 0.
	a) Tìm toạ độ các điểm thuộc đt (d) sao cho khoảng cách từ mỗi điểm đó đến (P) bằng 1.
	b) Gọi K là điểm đối xứng của điểm I(2;-1;3) qua đường thẳng  (d) .Xác định toạ độ K.
	c) Lập pt mặt cầu tâm I cắt đường thẳng (d) tại hai điểm phân biệt A,B sao cho AB=12.
	d) Lập phương trình mặt cầu tâm I tiếp xúc với mặt phẳng (P).

	e) Lập pt mặt cầu tâm I cắt mp (P) theo giao tuyến là một đ tròn  có diện tích bằng 16
 		    		    MẶT CẦU - LUYỆN TẬP TỔNG HỢP
Bài 1:(KA-2009-CBản)   Trong Oxyz  cho mặt phẳng (P) : 2x – 2y - z – 4 = 0  và mặt cầu
 (S) : x2 + y2 + z2 – 2x – 4y – 6z – 11 = 0. Chứng minh rằng mặt phẳng (P) cắt mặt cầu (S) theo một đường tròn . Xác định toạ độ tâm và tính bán kính của đường tròn đó .
Bài 2(KA-2010-NCao)   Trong Oxyz  cho điểm A=(0 ; 0 ; -2) và đường thẳng 

∆:  . Tính khoảng cách từ A đến ∆ . Viết phương trình mặt cầu tâm A , cắt ∆ tại hai điểm B và C sao cho BC = 8 .
Bài 3: Cho mặt cầu (S) : (x -1)2 + y2 + (z – 2)2 = 9 . Chứng minh rằng :
a. Mặt cầu (S) tiếp xúc với mặt phẳng (P) : 2x + 2y + z + 5  = 0 . Tìm toạ độ tiếp điểm M 
b. 
Mặt cầu cắt đường thẳng  ∆ :  tại hai điểm phân biệt . Tìm toạ độ các giao điểm đó .
Bài 6: Xét vị trí tương đối của mặt cầu (S) và đường thẳng ∆ và tìm toạ độ giao điểm của chung (nếu có) .
a. 
Đường thẳng ∆ : và mặt cầu (S) : (x – 2 )2 + (y – 1 )2 + (z – 4)2 = 5 .
b. 
Đường thẳng ∆ : và mặt cầu (S) : x2 + y2 +z2 + 4x + 6y – 2z + 5 = 0 
c. 

Đường thẳng ∆ : và mặt cầu (S) : (x – 1 )2 + y2 + (z – 1)2 =  

Bài 9 : Cho mặt cầu (S) có phương trình :  .
a. 
Chứng minh rằng mặt cầu (S) tiếp xúc với đường thẳng ∆ :  .
b. Lập phương trình mặt phẳng (P) chứa ∆ và tiếp xúc với mặt cầu (S) .

Bài 10 : Lập phương trình mặt phẳng chứa đường thẳng ∆ :  và tiếp xúc với mặt cầu (S) : x2 + y2 + z2 – 2x – 4y – 6z – 67 = 0 .
Bài 12(KD-2008) Cho bốn điểm A=(3 ; 3 ; 0) , B =( 3 ; 0 ; 3) , C=(0 ; 3 ; 3) , D=(3 ; 3; 3) .
a. Viết phương trình mặt cầu đi qua bốn điểm A , B , C , D .
b. Tìm toạ độ tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC .
Bài 13(KB-2007)   Trong Oxyz  cho  mặt cầu (S): x2 + y2 + z2 – 2x + 4y + 2z – 3 = 0 và mặt phẳng (P) : 2x – y + 2z – 14 = 0 .
a. Viết pt mặt phẳng (Q) chứa trục Ox và cắt (S) theo một đường tròn có bán  kính bằng 3 .
b.Tìm toạ độ điểm M thuộc (S) sao cho khoảng cách từ M đến mặt phẳng (P) lớn  nhất .
Bài 14(KB-2005) Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho hình lăng trụ đứng ABC.A1B1C1  
        với A(0;-3;0), B(4;0;0), C(0;3;0), B1(4;0;4).
a. Tìm tọa độ các đỉnh A1, C1. Viết phương trình mặt cầu có tâm là A và tiếp xúc với mặt  phẳng (BCC1B1).
b. Gọi M là trung điểm của A1B1. Viết pt mặt phẳng (P) đi qua hai điểm A, M và song song với BC. Mặt phẳng (P) cắt đường thẳng A1C1 tại điểm N. Tính độ dài MN.
 		    		    PHƯƠNG  TRÌNH MẶT PHẲNG
I.Tóm tắt lý thuyết:
II.Các ví dụ:
Ví dụ 1: Lập phương trình mặt phẳng (P) biết :
a) 
Đi qua A(-1;3;-2) có VTPT  = (2;-1;3).
b) Đi qua M(1;-1;0) và // mặt phẳng (P): - x + 2y – 5z - 3 = 0.
Ví dụ 2 : Lập phương trình mặt phẳng (P) :
a) Đi qua M(2;1;-3) và  AB với A(3;1;-1),B(2;0;3).
b) M(1;3;-2) và  Oy .
c) Là mặt phẳng trung trực của PQ với P(0;2;1) Q(-2;4;3). 
Ví dụ 3: Lập phương trình mặt phẳng (P) cắt Ox ; Oy ; Oz tại A,B,C và nhận H(2;1;-4) 
a) Làm trọng  tâm .					b) Làm trực tâm .
Ví dụ 4: Lập phương trình mặt phẳng (P) đi qua 3 điểm A;B;C.
a) A(0;1;1), B(1;2;0),C(2;1;3).
b) A(1;0;-2),B(-1;-2;1),C(0;3;-1)
c) A,B,C lần lượt là hình chiếu  của M(-2;1;3) lên các trục toạ độ.
d) A,B,C lần lượt là hình chiếu  của M(3;-2;-1) lên các mặt phẳng toạ độ.
e) A(3;-1;2) B(4;-2;-1) C(2;0;2)          
Ví dụ 5: Lập phương trình mặt phẳng (P) đi qua AB và // CD
a) A(1;-1;0), B(2;3;1), C(2;-1;3) , D(0;1;1).
b) A(2;0;-1) , B(-1;-1;3), C(0;1;2), D(1;1;-3) 
c) A(5;1;3) ; B(1;6;2) C(5;0;4) D(4;0;6)  (10x + 9y + 5z – 74 = 0.)
Ví dụ 6: Lập phương trình mặt phẳng (P) đi qua AB và  (Q)
a) A(0;-2;1) B(1;0;2) và (Q) : x -2z + 3 = 0.
b) A(2;-1;1) B(-1;1;0) và (Q):  – y + z – 1 = 0. 
c) A(3;1;-1) B(2;-1;4) và (Q) : 2x – y + 3z + 4 = 0 . 
d) A(-2;3;-1) B(1;-2;-3) và (Q): 3x + 2y – z + 7 = 0 . 
Ví dụ 7: Lập phương trình mp (P) qua M(2;-1;2)// trục Oz và  (Q) : 2x – y + 3z + 4 = 0  
Ví dụ 8: Lập phương trình mặt phẳng (P) qua M và vuông góc với 2 mặt phẳng (Q) và ( )
a) M(2;-1;1)  (P): x – y + z – 2 = 0;   (Q): x + 2y – z + 1 = 0.
b) M(1;1;3)   (P): 2x + y – z + 1 = 0 ; (Q): y – 2 = 0.
c) M(-2;3;1) (P) : 2x + y + 2z + 5 = 0 ; (Q): 3x + 2y + z – 3 = 0  (3x – 4y – z + 19 = 0)
III. Bài tập : 

Bài 1: Lập phương trình mặt phẳng (P) đi qua điểm M và có vtpt  biết


a) 					b) 		


c) 				          d) 		
Bài 2: Lập phương trình mặt phẳng trung trực của AB biết:
a, A(2;1;1),  B(2;-1;-1)					b, A(1;-1;-4),  B(2;0;5)	


c, 				          c, 


Bài 3: Lập phương trình mặt phẳng  đi qua điểm M và song song với mặt phẳng  biết:


a, 					b, 


c, 			            d, 
Bài 4: Lập phương trình của mặt phẳng (P) đi qua M(1;1;1) và 
a) Song song với các trục Ox và Oy.			b) Song song với (Oxz)
c) Song song với các trục Oy, Oz.
Bài 5: Lập phương trình của mặt phẳng  đi qua 2 điểm M(1;-1;1) và B(2;1;1) và :
a) Cùng phương với trục Ox.	  b) Cùng phương với trục Oy         
c) Cùng phương với trục Oz.
Bài 6: Viết phương trình mặt phẳng (R) đi qua điểm A(-1;2;3) và vuông góc với hai mặt  
            phẳng hai mặt   phẳng (P): x-2=0 , (Q) : y-z-1=0 . 
Bài 7: Cho tứ diện ABCD có A(5;1;3) B(1;6;2) C(5;0;4) D(4;0;6) .
a) Viết phương trình  tổng quát các mặt phẳng (ABC) ; (ACD) ; (ABD) ; (BCD).
b) Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng (P) đi qua cạnh AB và // với cạnh CD. 
Bài 8: Viết phương trình tổng quát của (P) 
a) Đi qua ba điểm A(1;0;0), B(0;2;0) , C(0;0;3) .
b) Đi qua A(1;2;3) ,B(2;2;3) và vuông góc với mặt phẳng (Q) : x+2y+3z+4=0
c) Chứa 0x và đi qua A(4;-1;2) 
d) Chứa Oy và đi qua B(1;4;-3)
Bài 9: Cho hai điểm A(3;2;3) B(3;4;1) trong không gian 0xyz 
a) Viết phương trình mặt phẳng (P) là trung trực của AB.
b) Viết phương trình mặt phẳng (Q) qua A vuông góc với (yOz) và vuông góc với (P) .
c) Viết phương trình mặt phẳng (R) qua A và song song với mặt phẳng (P).
Bài 10 : Lập pt mp()
a) Đi qua 2 điểm M(7; 2; –3), N(5; 6; –4) và song song vơi trục Oz.
b) Đi qua điểm M(2; –1; 2) và vuông góc với các mp: 2x – z + 1 = 0 và y = 0.
c) Đi qua gốc tọa độ và vuông góc với các mp: 2x – y + 3z – 1 = 0 và x + 2y + z = 0.
d) Đi qua hai điểm A(1; –1; –2) B(3; 1; 1) và vuông góc với mp x – 2y + 3z – 5 = 0.
Bài 11: Viết phương trình mặt phẳng trong mỗi trường hợp sau:
	a) Qua I(–1;–2;–5) và  với hai mp (P): x + 2y –3z +1 = 0 và (Q): 2x – 3y + z + 1 = 0.
	b) Qua giao tuyến của hai mặt phẳng (P): 2x – y –12z – 3 = 0, (Q): 3x + y – 7z – 2 = 0 và vuông góc với mp(R): x + 2y + 5z – 1 = 0.
	d) Qua giao tuyến của hai mp (P): x + 3y + 5z – 4 = 0, mp(Q): x – y – 2z + 7 = 0 và song song với trục Oy.
	e) Là mp trung trực của đoạn thẳng AB với A(2; 1; 0), B(–1; 2; 3).
	f) Mp() nhận M(1; 2; 3) làm hình chiếu vuông góc của N(2; 0; 4) trên mp( ).
Bài 12: Trong không gian cho điểm I(2;6;-3) . Lập phương trình mặt phẳng :
a.Đi qua A,B,C là hình chiếu  của I lên các trục toạ độ.
b.Qua I cắt các trục toạ độ tại M,N,P sao cho: OM = ON = OP.
Bài 13: Lập phương trình mặt phẳng:
a) Qua M(2; –1; 4) và cắt chiều dương các trục tọa độ Ox, Oy, Oz lần lượt tại P, Q, R sao cho : OR = 2OP = 2OQ.
b) Qua A(-1;0;0) B(0;0;-3) cắt Oy tại C biết thể tích OABC bẳng 3(đvtt). 
Bài 14: Lập phương trình mp (P) qua M(2;3;5) cắt 3 trục Ox ,Oy,Oz tại 3 điểm A,B,C:
a) OA = 2OB = 3OC = 3a  (a ≠ 0).
b) OB = 2OA = 2OC.
c) OA,OB,OC theo thứ tự làm thành cấp số nhân công bội q = 3. 
 		    		    PHƯƠNG  TRÌNH MẶT PHẲNG  (Tiếp )
Khoảng cách và góc giữa hai mặt phẳng            
Bài 1:  Tính khoảng cách từ M=(-8 ; 7 ; 6) đến :
a. Các mặt phẳng toạ độ .
b. Các mặt phẳng (P) : x = 2 ; (Q) : y = -1 ; (R) : z = 4 .
Bài 2: Trong không gian Oxyz , tính khoảng cách từ O đến mặt phẳng (ABC) biết 
A=(1 ; -2 ; 2) , B=(-3 ; 1; 0) , C=(2 ; 0 ; -1) .
Bài 3: Tính độ dài đường cao hạ từ đỉnh D = (4 ; -1 ; 0) của tứ diện ABCD biết A=(1 ;1 ; 1) , B=(-2 ; 0 ; -2) , C=(0 ; 1 ; -3) .
Bài 4: Tìm tập hợp các điểm cách đều hai mặt phẳng :     
a) 2x – y + 4z + 5 = 0     và    3x + 5y – z – 1 = 0 
b) x + 2y + z – 1 = 0      và x + 2y + z + 5 = 0 .
Bài 5: Xác định góc tạo bởi các cặp mặt phẳng sau:


	a.  và   .
	b. 3y – z – 9 = 0 và 2y + z = 0 .
Bài 6: Cho mặt phẳng (P) : 2x – y + z – 17 = 0 và mặt phẳng (Q) đi qua 3 điểm B=(1 ; -2 ; 1)  C=(1 ; 0 ; 0 ) , D=(0 ; 1 ; 0) . Tính góc tạo thành bởi hai mặt phẳng đó .
Bài 7: Mặt phẳng (P) nhận điểm A=(2 ; -1 ; -2)là hình chiếu vuông góc của gốc toạ độ ở trên mặt phẳng đó . Tính góc giữa mặt phẳng (P) và mặt phẳng (Q) : x- y – 6 = 0 .
Bài 8: Cho A=(1 ; 0 ; 0) , B=(0 ; 1 ; 2) .Tìm C € Oz để mặt phẳng (ABC) hợp với mặt phẳng (P): 2x – 2y – z + 5 = 0 một góc 600  .
Xét vị trí tương đối của các các mặt phẳng 
Bài 9: Xét vị trí tương đối của mỗi cặp mặt phẳng được cho bởi các phương trình sau:
	a) x + 2y – z + 5 = 0      và     2x + 3y – 7z – 4 = 0 
b) x – 2y + z – 3 = 0      và      2x – 4y + 2z – 6 = 0 
          c) x + y + z – 1 = 0        và     2x + 2y + 2z + 3 = 0  
d) 3x – 2y + 3z + 5 = 0   và     2x + 3y – 7z – 4 = 0 
e) x – y + 2z – 4 = 0       và    10x – 10y + 20z – 40 = 0
f) 2x – 4y + 6z – 2 = 0    và    3x – 6y + 9z + 3 = 0 
Bài 10: Xác định các giá trị m , n  để mỗi cặp mặt phẳng sau đây song song :
	a) 2x + ny + 2z + 3 = 0      và     mx + 2y – 4z + 7 = 0
	b) 2x + y + mz – 2 = 0       và     x + ny + 2z + 8 = 0 .
Bài 11: Trong Oxyz cho hai mặt phẳng (P) : 2x – y – 3z + 1 = 0 ;  (Q) : x + 3y – 2z – 2 = 0
và mặt phẳng (R) : mx – (m+1)y + (m + 5)z + 2 = 0 .
a)Chứng minh rằng (P) và (Q) cắt nhau .
b)Tìm m để mặt phẳng (R) song song với mặt phẳng (P) .
Bài 12: Tìm m để các cặp  mặt phẳng sau đây vuông góc với nhau :
a) 3x – 5y + mz – 3 = 0    và   x + 3y + 2z + 5 = 0 
b) 5x + y – 3z – 2 = 0       và   2x + my – 3z + 1 = 0 
Bài 13: Cho  (P): 2x – my + 3z – 6 + m = 0 và (Q): (m + 3)x – 2y + (5m +1 )z – 10 = 0 .
Tìm m để :	a. Hai mặt phẳng đó song song .
b.Hai mặt phẳng đó trùng nhau .
c.Hai mặt phẳng đó cắt nhau .
d.Hai mặt phẳng đó vuông góc .
Bài 14 : Xác định p và m để ba mặt phẳng sau đây đi qua một đường thẳng 
(P) : 5x + py + 4z + m = 0      (Q) : 3x – 7y + z – 3 = 0     (R) : x – 9y – 2z + 5 = 0 
Bài 15 :  Cho ba mp (P): x + y + z – 6 = 0  (Q) : mx – 2y + z + m – 1 = 0 và 
(R) : mx + (m – 1)y – z + 2m = 0  Tìm m để ba mặt phẳng đôi một vuông góc với nhau . Tìm giao điểm chung của ba mặt phẳng  .
Bài 16: Cho (P) : (4 – a)x – (a + 5)y + az + a = 0 và (Q) : 3x + cy +a(c –a)z + c = 0 . Tìm a và c để (P) qua điểm A=(1 ; 3 ; 2) và (P) vuông góc với (Q) .
 Lập phương trình mặt phẳng khi giả thiết liên quan đến khoảng cách , góc 

Bài 17: Lập pt của mặt phẳng (P) đi qua các điểm M=(0 ;0 ;1) ; N=(3 ;0 ; 0) và tạo với mặt phẳng Oxy góc  

Bài 18: Lập pt của mp (P) chứa trục Oz và tạo với mp (Q) : 2x + y - z = 0 một góc 600 .
Bài 19:  Cho hai điểm A=(4 ; 2; 3)  ; B=(0 ; -2 ; 1) và mặt phẳng (P): x – y – 3z – 17 = 0 . Lập phương trình mặt phẳng (Q) song song với (P) và cách đều hai điểm A và B .
Bài 20: Cho hai mặt phẳng (P) : 5x + 3y – 2z + 1 = 0 và (Q) : 5x + 3y – 2z + 13 = 0 .
	a. Chứng minh (P) // (Q) và tính khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song đó .
	b. Lập phương trình mặt phẳng (R) song song và cách đều hai mặt phẳng nói trên .
Bài 21: Lập phương trình mặt phẳng (P) qua hai điểm C=(-1 ; 0; 2) ; D=(1 ; -2 ; 3) và khoảng cách từ gốc tọa độ đến mặt phẳng (P) là 2 .
Bài 22:Lập phương trình mặt phẳng (P) song song với mặt phẳng (Q): x – 2y – 2z – 3 = 0 và khoảng cách giữa (P) và (Q) là 3 .
Bài 23: Cho tứ diện ABCD có đỉnh A=(1 ; 2; 1) ; B=(-2 ; 1; 3) ; C=(2 ; -1 ; 1) ; D=(0; 3 ; 1) . Viết phương trình mặt phẳng (P)  đi qua A ; B sao cho khoảng cách từ C đến (P) bằng khoảng cách từ D đến (P) .
Bài 24: Lập phương trình mặt phẳng (P) qua hai điểm A=(-5 ; 0; -3) ; B=(2 ; -5 ; 0) đồng thời cách đều hai điểm M=(1 ; -2 ; -6) và N=(-1 ; -4 ; 2) .
Bài 25: Cho tứ diện ABCD biết A=(3 ; 5; -1) , B=(7 ; 5; 3) , C=(9 ; -1 ; 5) , D=(5 ; 3; -3) . Lập phương trình mặt phẳng (P) cách đều 4 đỉnh của tứ diện đó .
CÁC PHÉP TOÁN VỀ VEC TƠ
I.Tóm tắt lý thuyết: SGK
II.Các dạng bài tập thường gặp:
1. Xác định toạ độ của một véc tơ khi biết một điều kiện nào đó .
2. Chứng minh hai vec tơ cùng phương với nhau . Xác định tham số để hai vec tơ cùng phương với nhau .
3. Chứng minh hai vec tơ vuông góc với nhau . Xác định tham số để hai vec tơ vuông góc với nhau .
4. Tính góc giữa hai vec tơ .
5. Chứng minh ba điểm thẳng hàng . Xác định tham số để ba điểm thẳng hàng .
III. Bài tập: 
Bài 1: Trong không gian Oxyz , cho điểm M=(x0 ; y0 ; z0) . Tìm toạ độ hình chiếu vuông góc của điểm M :
a. *) Trên mặt phẳng toạ độ Oxy .                   
*) Trên mặt phẳng toạ độ Oyz .
*) Trên mặt phẳng toạ độ Oxz .
	b.  *) Trên  trục toạ độ Ox .
               *) Trên  trục toạ độ Oy .
               *) Trên  trục toạ độ Oz .
Bài 2: Trong không gian Oxyz , cho điểm M=(x0 ; y0 ; z0) . Tìm toạ độ điểm đối xứng với điểm M qua :
a. Gốc toạ độ O .
b. Qua mặt phẳng Oxy ; Oxz ; Oyz .
c. Qua trục Ox ; Oy ; Oz .

Bài 3 : Cho hai vec tơ  . Tìm m để góc giữa hai vec tơ bằng 450 .






Bài 4 : Biết  ; góc giữa  và  bằng  . Tìm k để  vuông góc với  vec tơ   .



Bài 5 : Cho  vec tơ . Tìm m để  bé nhất và tìm Min .


Bài 6 : Cho hai vec tơ . Tìm m để  .

Bài 7 : Tìm m để hai vec tơ   cùng phương .

Bài 8 : Cho hai vec tơ .
a. 
Tính góc giữa hai véc tơ  .
b. 
Tìm m để hai vec tơ  vuông góc với nhau .





Bài 9 : Cho ba vec tơ . Xác định  biết  ;  ;  
Bài 10: Tứ giác ABCD sau đây là hình gì ? Biết :
	a. A=(6 ; 0 ; -4) ; B=(-1 ; 2 ; -3 )    ; C=( 3 ; -3 ; 0 )   ;     D=(10 ; -5 ; -1 ).
	b. A=(-1 ; 3 ; 4) ; B=(3 ; 1 ; 8 )    ;   C=( -1 ; -3 ; 10 )   ;  D=(-5 ; -1 ; 6 ).
          	c. A=(0 ; -2 ; 1) ; B=(3 ; 2 ; -5 )    ; C=( 5 ; 2 ; -4 )   ;      D=(2 ; -2 ; 2 ).
	d. A=(1 ; -2 ; 3) ; B=(3 ; 0 ; -1 )    ; C=( -1 ; -2 ; 1 )   ;    D=(-3 ; -4 ; 5 ).
Bài 11: Tìm điểm M trên Oy cách đều hai điểm A=(-4 ; 3 ; 2)  và B=(-1 ; 2 ; -3) .
Bài 12: Cho ba điểm A=(7 ; 5 ; 1) ; B=(4 ; 5 ; -2) ; C=(3 ; 4 ; 2) . Tìm điểm M thuộc mặt phẳng (Oxy) cách đều ba điểm A ,B , C .
Bài 13: Cho tam giác ABC với A=(m2 ; m – 5 ; -2 ) ; B= (-2m ; 3m2 ; -1) ;
        C=(3m – 2; 2m2 – 1 ; 6) . Tìm m để tam giác ABC có trọng tâm G nằm trên trục Oz .


Bài 14: Cho  và O là gốc toạ độ . Gọi M1 là ảnh của điểm M =(-1 ; 0 ; -3) qua phép tịnh tiến  và M’ là ảnh của M1 qua phép đối xứng tâm Đo .Tìm toạ độ của điểm M’.
Bài 15: Cho ba điểm A=(2 ; 5 ; 3) ; B=(3 ; 7 ; 4) ; C=(x ; y ; 6) . Tìm x , y để ba điểm A , B , C thẳng hàng .
Bài 16: Cho ba điểm A=(3 ; 1 ; 0) ; B=(2 ; 1 ;-1) ; C=(x ; y ; -1) . 
a. Tìm x , y  để ba điểm A , B , C thẳng hàng .

b. Tìm x ; y để  là trọng tâm của tam giác ABC .
Bài 17: Cho ba điểm A=(2 ; -1 ; 1) ; B=(3 ; -2 ;-1) ; C=(1 ; 3 ; 4) . 
a. Tìm toạ độ giao điểm của đường thẳng AB và mặt phẳng (Oyz) .
b. Tìm điểm N trên mặt trục Ox cách đều A , B .
c. Tìm điểm E trên mặt phẳng (Oxy) cách đều A ; B ; C .
Bài 18: Tìm điểm M thuộc mặt phẳng (Oyz) để ba điểm M ; N=(2 ; 1 ; -5) ; P=(3 ; -2 ; -7) thẳng hàng .
Bài 19: Cho hai điểm A=(-1 ; 6 ; 6) ; B=(3 ; -6 ; -2)  . Tìm M thuộc mặt phẳng (Oxy) sao cho MA + MB có giá trị nhỏ nhất .
Bài 20: Cho hai điểm A=(2 ; -1 ; 7) ; B=(4 ; 5 ; -2)  . Đường thẳng AB cắt mặt phẳng (Oyz) tại điểm M . Điểm M chia AB theo tỷ số nào ? Tìm toạ độ điểm M .
Bài 21: Cho tam giác ABC với A=(-2 ; 0 ; -3) ; B=(-4 ; 1 ; -1) ; C=(-4 ; -4 ; 1) . AD là phân giác trong  góc A của tam giác ABC (D BC) . Tìm toạ điểm D .
Bài 22: Cho tam giác ABC với A=(1 ; 2 ; -1) ; B=(2 ; -1 ; 3) ; C=(-4 ; 7 ; 5) . Tìm độ dài đường phân giác trong góc B của tam giác ABC .
Bài 23: Cho tam giác ABC với A=(1 ; -2 ; 6) ; B=(2 ; 5 ; 1) ; C=(-1 ; 8 ; 4) . 
a. Tìm toạ các chân E , F của các chân đường phân giác trong và ngoài góc A của tam giác ABC .
b. Tìm độ dài các đoạn phân giác đó .
Bài 24: Cho ba điểm A ;B ;Cvới A=(4 ; -3 ; 2);B=(-2 ; m ; 3) ;C=(n ; 4 ; -2) .Tìm m,n để :
a. Điểm G=(2 ; -1 ; 1) là trọng tâm của tam giác ABC .
b. Ba điểm A ; B ; C thẳng hàng .
c. Tìm giao điểm E của đường thẳng AG và mặt phẳng (Oxz) .
Bài 25: Cho hình hộp ABCD.A’B’C’D’ biết A=(1 ; 0 ; 1) ; B=(2 ; 1 ; 2) ; D=(1 ; -1 ; 1) ; C’=(4 ; 5 ; -5) . Tìm toạ độ các điểm còn lại cuat hình hộp .
Bài 26: Cho tam giác ABC với A=(1 ; -3 ; 0) ; B=(1 ; -6 ; 4) ; C=(13 ; -3 ; 0) . Tìm bán kính đường tròn nội tiếp tam giác ABC .



	


PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỈ
PHẦN I – PHƯƠNG TRÌNH KHÔNG CHỨA THAM SỐ
Phương pháp I:  Biến đổi tương đương.
Biến đổi đưa phương trình đã cho về các dạng cơ bản sau :

 Dạng 1:               

 Dạng 2:  ; 

 Dạng 3:   


Cách 1:   ĐK:          


Cách 2: Biến đổi hệ quả: ĐK:   


Dạng 4:    hoặc :  


 hoặc 



   sử dụng phép thế  vào phương trình ta chỉ thu được phương trình hệ quả. 
Ví Dụ 1: Giải các phương trình sau .
Phương trình vô tỉ .                                                                                  Trường THPT Nguyễn Thị Minh Khai



1)

2)	

3) 

4) 

5)	

6)

7)

8)


9) 10)

11) 

12) 
Ví Dụ 2: Giải các phương trình sau


a) (ĐHXD) Giải pt           b) (CĐSP MG 04) 


c) (CĐSP NINH BÌNH)   d) (CĐ hoá chất) 


e) (CĐ TP 2004)                     g) (CĐSP bến tre) 

h) (CĐ truyền hình 2007) 

Nhận xét :  Nếu phương trình :  


Mà có  : , thì ta biến đổi phương trình về dạng :   sau đó bình phương ,giải phương trình hệ quả 

Ví Dụ 3: Giải phương trình sau : 

Nếu phương trình :


Mà có :   thì ta biến đổi  

Ví Dụ 4: 
· 
Dùng hằng đẳng thức : Biến đổi phương trình về dạng :

Ví Dụ 5: Giải phương trình : 



Giải: Đk:  khi đó pt đ cho tương đương 

Ví Dụ 6:  Giải phương trình sau :


Giải:    Đk:  phương trình tương đương : 

Ví Dụ 7: Giải phương trình sau : 

Giải :  pttt 

Bài Tập
Bài 1: Giải các phương trình sau:
1)   		2) 		3)   
4) 		5) 		6) 
7)  			8) 		9) 
10) 	11) 	12) 
13) 	14) 	15) 
18) 	                               19)     
20) 			

21) (CĐSP 2004) Giải pt 

22) (ĐH-KD-2005) 


















































Bài : Giải phương trình:


a)  	

b)  	

c)  

e)  

f)  

g)  

h)  

i)  

PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỈ

PHẦN I – PHƯƠNG TRÌNH KHÔNG CHỨA THAM SỐ
PHƯƠNG PHÁP I:  Biến Đổi Tương Đương.
Biến đổi đưa phương trình đã cho về các dạng cơ bản sau :


 Dạng 1:                Dạng 2:  ; 

 Dạng 3:   


Cách 1:   ĐK:          


Cách 2: Biến đổi hệ quả: ĐK:   


Dạng 4:    hoặc :  


 hoặc 



   sử dụng phép thế  vào phương trình ta chỉ thu được phương trình hệ quả.
Ví Dụ 1: Giải các phương trình sau .


Chuyên Đề : Phương Trình Vô Tỉ .                                                Đỗ Văn Toán . THPT Herman






1)

2)	

3) 

4) 

5)	

6)

7)

8)


9) 10)

11) 

12) 
Ví Dụ 2: Giải các phương trình sau


a) (ĐHXD) Giải pt           b) (CĐSP MG 04) 


c) (CĐSP NINH BÌNH)   d) (CĐ hoá chất) 


e) (CĐ TP 2004)                     g) (CĐSP bến tre) 

h) (CĐ truyền hình 2007) 

Nhận xét :  Nếu phương trình :  


Mà có  : , thì ta biến đổi phương trình về dạng :   sau đó bình phương ,giải phương trình hệ quả 

Ví Dụ 3: Giải phương trình sau : 

Nếu phương trình :


Mà có :   thì ta biến đổi  

Ví Dụ 4: 
· 
Dùng hằng đẳng thức : Biến đổi phương trình về dạng :

Ví Dụ 5: Giải phương trình : 



Giải: Đk:  khi đó pt đ cho tương đương 

Ví Dụ 6:  Giải phương trình sau :


Giải:    Đk:  phương trình tương đương : 

Ví Dụ 7: Giải phương trình sau : 

Giải :  pttt 

Bài Tập
Bài 1: Giải các phương trình sau:
1)   		2) 		3)   
4) 		5) 		6) 
7)  			8) 		9) 
10) 	11) 	12) 
13) 	14) 	15) 
16) 		17) 
18) 	                           19)     
20) 			                                 21) 


a)(CĐSP 2004) Giải pt 

b) (ĐH-KD-2005) 


Bài : Giải phương trình:


a)  	

b)  	

c)  

e)  

f)  

g)  

h)  

i)  

BIẾN ĐỔI ĐƯA VỀ PHƯƠNG TRÌNH TÍCH.
· Sử dụng  đẳng thức 







Ví Dụ : Giải phương trình : 

Giải: 

Ví Dụ : Giải phương trình : 
Giải:

+  , không phải là nghiệm 


+ ,  ta chia hai vế cho x: 

Ví Dụ : Giải phương trình:  

Giải: 

pt

Ví Dụ : Giải phương trình : 
Giải: 

Đk: 


Chia cả hai vế cho : 
Bài Tập
1. (ĐHSPHN2’00) 		 2. 
3.  	          4. 
5. 		 8)  (Đ8)
1.    9.   (BKHN- 2001)

10)                 11)  8)
12)   (với n  N; n  2)   13)    (ĐHDL ĐĐ’01)
14) 	      15)  
16)     (1)  (HVKT QS - 2001)           

BIẾN ĐỔI ĐƯA VỀ PHƯƠNG TRÌNH TÍCH.
· Sử dụng  đẳng thức 







Ví Dụ : Giải phương trình : 

Giải: 

Ví Dụ : Giải phương trình : 
Giải:

+  , không phải là nghiệm 


+ ,  ta chia hai vế cho x: 

Ví Dụ : Giải phương trình:  

Giải: 

pt

Ví Dụ : Giải phương trình : 
Giải: 

Đk: 


Chia cả hai vế cho : 
Bài Tập
1. (ĐHSPHN2’00) 		 
2. 
3.  	          
4. 
5. 		 
6.  
7.  
8.  (BKHN- 2001)
9.                
10.  8)
11. 	     
12.  
13.     (1)  (HVKT QS - 2001)           
PHƯƠNG PHÁP NHÂN LƯỢNG LIÊN HỢP


Ví dụ 1:  Giải phương trình sau :  
Giải: 


Ta nhận thấy :   v 

Ta có thể trục căn thức 2 vế : 
Dể dàng nhận thấy x=2 là nghiệm duy nhất của phương trình .

Ví dụ 2: Giải phương trình sau (OLYMPIC 30/4 đề nghị) : 

Giải: Để phương trình có nghiệm thì : 
Ta nhận thấy : x=2 là nghiệm của phương trình , như vậy phương trình có thể phân tích về dạng 

, để thực hiện  được điều đó ta phải nhóm , tách như sau :



Dễ dàng chứng minh được : 

Ví dụ 3:. Giải phương trình :

Giải :Đk 
Nhận thấy x=3 là nghiệm của phương trình , nên ta biến đổi phương trình 




Ta chứng minh : 
Vậy pt có  nghiệm duy nhất x=3

Phương pháp II: Đặt ẩn phụ    
Dạng 1:  Các phương trình có dạng       
Ví Dụ : Giải  các  phương trình sau:		
1) )	2)     3) 
Dạng 2:  Các phương trình có dạng:  	
Ví Dụ :  Giải các phương trình sau:
a)  (QGHN-HVNH’00)           b) - 2
c) (AN’01)  
  
BÀI TẬP
Bài 1: Giải các phương trình sau:
1)       			2)       
3) 			4)     
 5)    		6 ) 	    
7) 			8)  
 9)  (KTQS‘01)
Bài 2: Giải các phương trình sau:
Phương trình vô tỷ                                                                              Trường THPT Nguyễn Thị Minh Khai



2. 
(CĐ Nha trang 2002) : 
3. 
(ĐH mỏ) :  .             
4. 

5. 
 
6. 

7. 
  
8. 

9. 
                     
10. 


(Tham khảo 2002)  10. 10.

11. 

2) Một số cách đặt khác :

Ví dụ 1: : Giải phương trình: 

Điều kiện:   ;  


Nhận xét.  . Đặt  

Ví dụ 2 :  Giải phương trình: 


Giải: Điều kiện: . Đặt  

Ví dụ 3:  : Giải phương trình sau: 


Điều kiện: .  Đặt 

Ví dụ 4:  : (THTT 3-2005) Giải phương trình  sau :

Giải: đk 


Đặt   pttt

Ví dụ 5 : Giải phương trình sau : 
Giải:

Điều kiện: 

Chia cả hai vế cho x ta nhận được:

Đặt , ta giải được.

Ví dụ 6: : Giải phương trình : 


Giải:  không phải là nghiệm , Chia cả hai vế cho x ta được: 



Đặt t=,  Ta có  : 

Ví dụ 7. Giải phương trình : 

Giải: Đặt  


Phương trình trở thành : 	Tìm được: 

Ví dụ 8::  Giải phương trình sau :
Giải: 

Đk: 

Nhận xét : Ta viết 

Đồng nhất thức ta được:  


Đặt , ta được:  

 Ta được :

Ví dụ 9 : Giải phương trình :
Giải:

Nhận xét : Đặt  ta hãy biến pt trên về phương trình thuần nhất bậc 3 đối với x và y :



Pt có  nghiệm :

Ví dụ 11:  giải phương trình : 
Giải: 


Ta đặt :  khi đó phương trình trở thành : 


Ví dụ 12:Giải phương trình:   
Giải 


Đk .  Bình phương 2 vế ta có : 


Ta có thể đặt :   khi đó ta có hệ : 


Do . 
Phương pháp III: Đặt ẩn phụ đưa về hệ 

Ví Dụ 1: Giải phương trình:   

 Đặt 



Khi đó phương trình chuyển về hệ phương trình sau: , giải hệ này ta tìm được . Tức là nghiệm của phương trình là 

Ví Dụ 2: Giải phương trình: 

Điều kiện: 

Đặt  

Ta đưa về hệ phương trình sau: 


Giải phương trình thứ  2: , từ đó tìm ra  rồi thay vào tìm nghiệm của phương trình.

Ví Dụ 3: Giải phương trình sau: 

Điều kiện: 

Đặt  thì ta đưa về hệ phương trình sau:



Vậy 

Ví Dụ 4: Giải phương trình: 

Giải:   Điều kiện: 

Đặt .

Khi đó ta được hệ phương trình: 
Bài Tập
Bài 1:Giải các phương trình sau: 


1) 						2)  	


3)  				4)  


5)    				 6)
Bài 2: Giải các phương trình sau:


1)  

2)  

3)  

4)  

5)  

6)  

7)   

8)  

9)  

10)  

11) 

12) 



Phương pháp IV: Lượng giác hóa
1. Một số kiến  thức cơ bản:
· 




Nếu   thì có một số t với  sao cho :   và một số y với   sao cho 
· 




Nếu   thì có một số t với  sao cho :   và một số y với   sao cho 
· 

Với mỗi số thực x có  sao cho : 
· 




Nếu : , là hai số thực thỏa: , thì có một số t với  , sao cho 
Từ đó chúng ta có phương pháp giải toán :
· 




Nếu :  thì đặt   với  hoặc  với 
· 




Nếu   thì đặt , với   hoặc , với   
· 




Nếu : , là hai số thực thỏa: , thì đặt  với 
· 


Nếu , ta có thể đặt : , với  , tương tự cho trường hợp khác 
· 
x là số thực bất kỳ thi đặt : 
 2. Một số ví dụ 

Ví Dụ 1: Giải phương trình sau : 
Giải:

Điều kiện :


Với :   thì  (ptvn)




  ta đặt : . Khi đó phương trình trở thành:   vậy phương trình có nghiệm : 

Ví Dụ 2 : Giải phương trình sau:  

Giải: Lập phương 2 vế ta được:



Xét : , đặt . Khi đó ta được   mà phương trình bậc 3 có tối đa 3 nghiệm vậy đó cũng chính là tập nghiệm của phương trình.

Ví Dụ 3: Giải phương trình : 

Giải: đk  

Ta có thể đặt : 

Khi đó pttt.

Kết hợp với điều kiện ta có nghiệm 
Ví dụ 4:  Giải phương trình sau:   (1)
Giải:
Tập xác định: D = [-1; 1].     (2)
Do (2) nên đặt x = cost   (*), với 0  t    (A)
Khi đó phương trình (1) trở thành:    (3)
Với t  (A), ta có: 
Đặt X = cost + sint  (5),  (B) X2 = 1 + 2sint.cost   sint.cost = 
Phương trình (4) trở thành phương trình ẩn X:
	

Ta thấy chỉ có nghiệm X =  và X = - + 1 là thoả mãn điều kiện (B).
+ Với X = , thay vào (5) ta được:

Vì t  (A) nên ta có t = . Thay vào (*) ta được: x = cos= (thoả mãn tập xác định D).
+ Với X = - + 1, thay vào (5) ta được:
   
Khi đó, ta có:
    
        
Từ (**) và (6) suy ra  cost = .  Thay vào (5), ta được x = . 
Nhưng chỉ có nghiệm  x =  thoả mãn tập xác định D.
Vậy, phương trình đã cho có hai nghiệm x = và x = .
Bài Tập
Bài 1: Giải các phương trình sau :
1)  (HVQHQT- 2001)	                   2)  
3)  			                   4) 
Bài 2: Giải các phương trình sau : 
1) 

              HD:   
2) 

                            Đs: 
Phương pháp 5: Phương pháp đặt ẩn phụ không hoàn toàn
Là việc sử dụng một ẩn phụ chuyển phương trình ban đầu thành một phương trình với một ẩn phụ nhưng các hệ số vẫn còn chứa x. 


-Từ những phương trình tích ,
Khai  triển và rút gọn ta sẽ được những phương trình vô tỉ không tầm thường chút nào, độ khó của phương trình dạng này phụ thuộc vào phương trình tích mà ta xuất phát.
Từ đó chúng ta mới đi tìm cách giải phương trình dạng này .Phương pháp giải được thể hiện qua các ví dụ sau .

Ví Dụ 1: Giải phương trình :


Giải:  , ta có  : 

Ví Dụ 2: Giải phương trình : 
Giải:

Đặt : 


Khi đó phương trình trở thnh : 

Bây giờ ta thêm bớt , để được phương trình bậc 2 theo t có    chẵn 



Ví Dụ 3: Giải phương trình sau : 
Giải: 


Nhận xét : đặt , pttt:   (1)


Ta rt   thay vo thì được pt: 

Nhưng không có  sự may mắn để giải được phương trình  theo t    không có dạng bình phương .

Muốn đạt được mục đích trên thì ta phải tách  3x  theo  

Cụ thể như sau :    thay vào pt  (1) ta được:

Ví Dụ 4: Giải phương trình: 
Giải .

Bình phương  2 vế phương trình: 


Ta đặt : . Ta được: 


Ta phải tách  làm sao cho  có dạng chình phương .
Nhận xét : Thông thường ta chỉ cần nhóm sao cho hết hệ số tự do thì sẽ đạt được mục đích. 
Bài  tập:
Giải các phương trình sau:


a)  		                      b)  


c)  			                      d)  
e) 	                                f)               
g) 	                                h)     i)                               j)    	
Phương pháp 6: Phương pháp đánh giá

Ví dụ 1:  Giải phương trình (OLYMPIC 30/4 -2007):

Giải: Đk 

Ta có : 

Dấu bằng 


Ví dụ 2:  Giải phương trình : 


Giải: Đk: 

Biến đổi pt ta có : 

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki: 


Áp dụng bất đẳng thức Côsi: 


Dấu bằng 

Ví dụ 3 :  giải phương trình: 


Ta chứng minh :    và 
Bài tập
Giải các phương trình sau :
	





	










Phương pháp 8:Phương pháp đạo hàm

Ví dụ 1: Giải phương trình : 

pt


Xét hàm số , là hàm đồng biến trên R, ta có 

Ví dụ 2: Giải phương trình   


Giải : Đặt   , ta có hệ : 


Xét hàm số : , là hàm đơn điệu tăng. Từ phương trình 
Bài tập:
Giải phương trình: 


1. 					2.


3. 					4.


5.     					6.

TÍCH CÓ HƯỚNG VÀ VEC TƠ ĐỒNG PHẲNG
I.Tóm tắt lý thuyết: SGK
II.Các dạng bài tập thường gặp:
6. Tính tích có hướng của hai vec tơ .
7. Chứng minh ba vec tơ đồng phẳng . Chứng minh bốn điểm đồng phẳng.
8. Tính diện tích một số hình phẳng .                                      .
9. Tính thể tích một số khối đa diện.
10. Giải một số bài toán hình học không gian bằng phương pháp toạ độ .
III. Bài tập: 
Bài 1: Cho bốn điểm A=(0 ; 2 ; -2) ; B=(-3 ; 1 ; -1) ; C=(4 ; 3 ; 0) và D=(2 ; 1 ; -2) . Chứng   
            minh ABCD là một tứ diện và tìm toạ độ trọng tâm của tứ diện ABCD .
Bài 2: Cho bốn điểm A=(-2 ; -4 ; 3) ; B=(0 ; 0 ; 2) ; C=(1 ; 3 ; 2) và D=(3a ; 5 ; 0) . Tìm a để          
            A , B , C , D cùng thuộc một mặt phẳng .


Bài 3 : Cho ba vec tơ .Tìm x để  đồng phẳng .


Bài 4 : Cho ba vec tơ .Tìm m để  đồng phẳng .

Bài 5 : Cho ba vec tơ .	
1. 
Chứng minh ba vec tơ  đồng phẳng .
2. 


Cho vec tơ . Phân tích vec tơ  theo các vec tơ  .

Bài 6 : Cho ba vec tơ .	
1. 
Chứng minh ba vec tơ  không đồng phẳng .
2. 


Từ điểm A dựng  ;  ; .Tính thể tích hình hộp ABCD.A’B’C’D’ có ba kích thước là AB , AD và AA’ .

Bài 7 : Cho bốn vec tơ .	
1. 
Chứng minh ba vec tơ  không đồng phẳng .
2. 

Phân tích vec tơ  theo các vec tơ  .
Bài 8: Cho lăng trụ  tam giác ABC.A’B’C’ (các cạnh bên là AA’ , BB’ , CC’) với 
             A =(1 ; -2 ; -2) ; B=(0 ; 0 ; -3) ; C=(-1 ; 0 ; 6) ;  A’=(2 ; 3 ; -1) . Tính độ dài đường       
             cao của lăng trụ nói trên .
Bài 9: Cho lăng trụ  tứ giác ABCD.A’B’C’D’ (các cạnh bên là AA’ , BB’ , CC’ , DD’) với 
A =(0 ; -3 ; 1) ; B=(-2 ; -2 ; 1) ; C=(-4 ; -6 ; 2) ;  D=(-2 ; -7 ; 2) ; A’=(1 ; -1 ; 11). Tính thể tích khối lăng trụ nói trên .
Bài 10: Cho tứ diện ABCD với A=(-1 ; 0 ; -2) ; B=(-3 ; 2 ; -1) ; C=(0 ; 1 ; -4) ; D=(-2 ; -1 ;3) 
Xác định khoảng cách từ D đến mặt phẳng (ABC) .
Bài 11: Cho tứ diện ABCD với A=(2 ; 1 ; -1) ; B=(3 ; 0 ; 1) ; C=(2 ; -1 ; 3) và D € Oy . Biết rằng thể tích của khối tứ diện ABCD bằng 5 . Tìm toạ độ điểm D .
 Bài 12: Cho ba điểm A=(6 ; 4 ; -2) ; B=(6 ; 2 ; 0) ; C=(4 ; 2 ; -2) .
1. Chứng minh ABC là tam giác đều .
2. Cho điểm S=(3 ; y ; z) , tính y và z để S.ABC là hình chóp đều .
3. Tính thể tích hình chóp S.ABC .
  Bài 13: Cho ba điểm A=(1 ; 0 ; 0) ; B=(0 ; 0 ; 1) ; C=(2 ; 1 ; 1) . .
1. Chứng minh A , B , C là ba đỉnh của một tam giác .
2. Tính chu vi và diện tích của tam giác ABC .
3. Tìm toạ độ điểm D để ABCD là hình bình hành .
4. Tính độ dài đường cao kẻ từ A của tam giác ABC .
5. Tính các góc của tam giác ABC .
6. Xác định toạ độ trực tâm của tam giác ABC .
7. Xác định toạ độ tâm đường tòn ngoại tiếp tam giác ABC .
Bài 14: Cho bốn điểm A =(1 ; 1 ; 0) ; B=(0 ; 2 ; 1) ; C=(1 ; 0 ; 2) ;  D=(1 ; 1 ; 1) .  
1. Chứng minh 4 điểm đã cho không đồng phẳng . Tính thể tích khối tứ diện ABCD .
2. Tính diện tích các mặt của tứ diện .
3. Tính độ dài các đường cao của khối tứ diện .
4. Tính góc giữa hai đường thẳng AB và CD .
Bài 15: Cho bốn điểm A =(2 ; -1 ; 6) ; B=(-3 ; -1 ; -4) ; C=(5 ; -1 ; 0) ;  D=(1 ; 2 ; 1) .  
1. Chứng minh A , B , C là ba đỉnh của tam giác vuông . Xác định bán kính đường tròn ngoại , nội tiếp của tam giác ABC .
2. Tính thể tích của khối tứ diện ABCD .
Bài 16: Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’ có cạnh   a .Gọi I , J lần lượt là trung điểm   
            của A’D’  và BB’ .
1. Chứng minh rằng IJ  AC’ . Tính độ dài đoạn IJ .
2. Chứng minh rằng : D’B  mp(A’C’D)   ;  D’B  mp(ACB’) .                           
3. Tính góc giữa hai đường thẳng IJ và A’D .
Bài 17: Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’ có cạnh a . Trên các cạnh BB’ , CD , A’D’  
            lần  lượt lấy các điểm M , N , P sao cho B’M = CN = D’P = ka (0 < k < 1) .
1. Tính diện tích tam giác MNP theo k và a .
2. Xác định vị trí điểm M trên BB’ để diện tích tam giác MNP có giá trị bé nhất .

Bài 18: Cho hình lập phương ABCD.A1B1C1D1 có cạnh a , trên BC1 lấy điểm M sao cho  
              đồng phẳng . Tính diện tích của tam giác MAB1 .
Bài 19: Cho hình lăng trụ đứng ABCD.A’B’C’D’ có đáy ABCD là hình thoi cạnh a  ;  

            . Gọi M là trung điểm của AA’ và N là trung điểm của cạnh CC’. Chứng  
            minh rằng bốn điểm B’ , M , D , N cùng thuộc một mặt phẳng . Tính độ dài cạnh  
            AA’ theo a để tứ giác B’MDN là hình vuông .
Bài 20: Cho hình chóp S.ABC có đường cao SA = h , đáy là tam giác ABC vuông tại C, 

             AC = b ; BC = a . Gọi M là trung điểm của AC và N là điểm sao cho  
1.Tính độ dài đoạn MN .
1. Tìm sự liên hệ giữa a , b , h để MN vuông góc với SB .

Bài 21 :  Cho tứ diện S.ABC có SC = CA = AB = a , SC  mp(ABC) , tam giác ABC   
                vuông tại A . Các điểm M € SA , N € BC sao cho AM = CN = t (0 < t < 2a) .
1. Tính độ dài đoạn MN . Tìm t để MN ngắn nhất .
2. Khi đoạn MN ngắn nhất , chứng minh MN là đoạn vuông góc chung của BC và SA

Bài 22:  Cho hình chóp tứ giác đều S .ABCD cạnh đáy a , mặt bên tạo với đáy góc . 

 Tìm tan để SA vuông góc với  SC .
Bài 23: Chi hình lăng trụ đứng ABCD.A’B ‘C’D’ , đáy là hình chữ nhật , AB = 2a ; AD = a
	 AA’ = 3a . Gọi M , N là trung điểm của AA ‘ , B’C . Tính diện tích tam giác MND’. Bài 24: Cho hai hình vuông ABCD và ABMN cạnh a nằm trong hai mặt phẳng khác nhau .       
             Gọi G , K là trọng tâm các tam giác ABM , ACN . Tính độ dài đoạn GK và tính thể  
              tích  hình chóp A.GKN .
ÔN TẬP TỔNG HỢP
Bài 1: Cho hai điểm A (1 ; -1 ; -2) , B (3 ; 1; 1) và mặt phẳng (P) : x – 2y + 3z – 5 = 0 .
1. Tìm toạ độ điểm A’ đối xứng với A qua mặt phẳng (P) .
2. Viết phương trình mặt phẳng (Q) đi qua A , B và vuông góc với mp(P) .
3. Tìm toạ độ giao điểm I của đường thẳng AB và mp(P) . Viết phương trình đường thẳng  ∆ nằm trong (P) , đi qua I và vuông góc với với AB .
Bài 2:  Cho hai mặt phẳng (P) và (Q) lần lượt có phương trình :
		(P) : 2x – y + z + 2 = 0            (Q) : x + y + 2z – 1 = 0 .
1. Chứng minh rằng (P) và (Q) cắt nhau . Tìm số đo góc giữa hai mặt phẳng đó .
2. Viết phương trình đthẳng d đi qua A (1 ; 2 ; - 3) và song song với cả (P) và (Q) .
3. Viết phương trình mp (R) đi qua B (-1 ; 3 ; 4) vuông góc với cả (P) và (Q) .
Bài 3: Cho ba điểm A (4 ; -1 ; 2)  ,  B (1 ; 2; 2) ,  C (1 ; -1 ; 5) .
1. Chứng minh rằng ABC là tam giác đều .
2. Viết phương trình mặt phẳng (ABC) . Tính thể tích khối tứ diện giới hạn bởi mặt phẳng (ABC) và các mặt phẳng toạ độ .
3. Viết phương trình trục đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC .
4. Tìm toạ độ điểm D sao cho ABCD là tứ diện đều .
Bài 4:  Cho bốn điểm A (3 ; 1; 2) ,  B (-1 ; -3 ; 0) , C(4 ; 0 ; -3) và D (2 ; 2; -1) . .
1. Tính khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (BCD) .
2. Tìm toạ độ của H là hình chiếu vuông góc của A lên mặt phẳng (BCD) .
3. Viết phương trình mặt phẳng (P) đi qua B và vuông góc với đường thẳng CD .
4. Tìm toạ độ của K là trực tâm của tam giác BCD .
Bài 5:  Cho đường thẳng ∆ và mặt phẳng (P) có phương trình  :

	∆ :  ,  (P) : 3x + 5y – z – 2 = 0 .
1. Chứng minh rằng ∆ cắt (P) và tìm toạ độ giao điểm của chúng .
2. Viết phương trình mặt phẳng (Q) đi qua M (1 ; 2; -1) và vuông góc với ∆ .
3. Viết phương trình hình chiếu vuông góc của ∆ lên mặt phẳng (P) .
4. Cho điểm A (1 ; 0 ; -1) . Tìm toạ độ điểm A’sao cho mặt phẳng (P) là mặt phẳng trung trực của đoạn AA’ .


Bài 6: Cho hai đường thẳng  d :  và d’ : 
1. Chứng minh rằng hai đường thẳng đó chéo nhau . Tính góc giữa chúng .
2. Tính khoảng cách giữa d và d’ .
3. Tìm toạ độ điểm A thuộc d , điểm B thuộc d’ sao cho AB là đoạn vuông góc chung của d và d’ .
4. Viết phương trình đường thẳng song song với Oz , cắt cả d và d’ .


Bài 7: Cho hai đường thẳng  d :  và d’ :  .
1. Chứng minh rằng hai đường thẳng đó chéo nhau .
2. Viết phương trình mặt phẳng (P) đi qua gốc toạ độ O , song song với cả hai đường thẳng d và d’ .
3. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng d và d’ .
4. Viết phương trình đường vuông góc chung của hai đường thẳng đó .


Bài 8: Cho hai đường thẳng  d :  và d’ :  .
1. Chứng minh rằng d và d’ cắt nhau , tìm tọa độ giao điểm I của chúng . Viết phương trình mặt phẳng (P) chứa chúng .
2. Tính thể tích khối tứ diện giới hạn bởi mặt phẳng (P) và ba mặt phẳng toạ độ .
3. Viết phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện nói trên .
Bài 9:  Cho bốn điểm A (1 ; 6; 2) , B (4 ; 0 ; 6) , C (5 ; 0 ; 4) , D (5 ; 1; 3) .
1. Chứng minh rằng bốn điểm đó không đồng phẳng .
2. Tính thể tích khối tứ diện ABCD .
3. Viết phương trình mặt cầu tâm A , tiếp xúc với mp (BCD) . Tìm toạ độ tiếp điểm .
Bài 10 : Cho mặt cầu (S) : x2 + y2 + z2 – 2x – 4y – 6z = 0 .
1. Tìm m để (P) : x – 2y + 2z – m = 0 có điểm chung với (S) .
2. Tìm toạ độ giao điểm của (S) với đtđi qua hai điểm M (1 ; 1 ; 1) và N (2 ; -1 ; 5) . Viết phương trình các mặt phẳng tiếp xúc với cầu (S) tại các giao điểm đó .
3. Tìm bán kính các đường tròn là giao tuyến của cầu (S) và các mặt phẳng toạ độ .

Bài 11 : Cho I (1 ; 3 ; 5) và đường thẳng ∆ :  . Lập phương trình mặt cầu tâm I và cắt đường thẳng ∆ tại hai điểm K và L sao cho KL = 12 .

Bài 12:  Cho mặt phẳng (P) : 2x + 3y – 3z + 1 = 0 và đường thẳng d :  và ba điểm A (4 ; 0 ; 3) , B (-1 ; -1 ; 3) , C (3 ; 2; 6) .
1. Viết phương trình mặt cầu (S) đi qua ba điểm A , B , C và có tâm thuộc mp(P) .
2. Viết phương trình mặt phẳng (Q) chứa đường thẳng d và cắt mặt cầu (S) theo một đường tròn có bán kính lớn nhất .


Bài 13: Cho hai đường thẳng  d :  và d’ :   .
1. Chứng minh rằng d và d’ chéo nhau .
2. Viết phương trình mặt phẳng chứa d’ và song song với d , suy ra khoảng cách giữa d và d’ .
3. Viết phương trình đường thẳng ∆ song song với trục Ox , cắt d tại M , cắt d’ tại N . Tìm toạ độ các điểm M , N .
4. Gọi AB là đoạn vuông góc chung của d và d’ . Viết phương trình mặt cầu đường kính AB .

Bài 14:  Cho hai điểm A (1 ; 1 ; 0) và B (3 ; -1 ; 4) và đường thẳng ∆ : 
Tìm điểm I trên đường thẳng ∆ sao cho (IA + IB) nhỏ nhất .

Bài 15:  Cho đường thẳng d :  và mặt phẳng (P) : 2x – y – 2z – 2 = 0 
	Viết phương trình mặt phẳng (Q) chứa d và tạo với (P) một góc nhỏ nhất .

PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỈ CÓ CHỨA THAM SỐ

Ví Dụ 1: Tìm điều kiện của m để phương trình  (1)
1) có nghiệm thực,		2) có 1 nghiệm thực,	3) có 2 nghiệm thực phân biệt.

HƯỚNG DẪN GIẢI

(1) 


Đặt  , với  ta có:
Bảng biến thiên 



                              x                               1                   
                              y                                          2            


                                                                                             
Dựa vào bảng biến thiên, ta có:



1) ,		2) ,		3) .

Ví Dụ 2: Tìm điều kiện của m để phương trình  (2) có nghiệm .
HƯỚNG DẪN GIẢI

Đặt , (2) trở thành:

.


Do  nên (2) có nghiệm .

Ví Dụ 3: Tìm điều kiện của m để phương trình  (3) có nghiệm 
HƯỚNG DẪN GIẢI


Đặt , (3) trở thành .

Lập BBT của hàm số y = t2 – 4t, ta có .

Chú ý: Nếu giải như bài 2, ta sẽ loại mất m = 0. Do đó nên lập BBT để tránh sai sót.


Ví Dụ 4: Tìm điều kiện của m để phương trình  (4) có nghiệm .
HƯỚNG DẪN GIẢI


Đặt , (4) trở thành .

Lập BBT của hàm số y = t2 + 2t, ta có .


Ví Dụ 5: Tìm  m để phương trình  (5) có nghiệm .
HƯỚNG DẪN GIẢI

Điều kiện: .
+ x = 1: (5) vô nghiệm.

+ x > 1: .


Đặt , (5) trở thành .
Lập BBT của hàm số y = t2 + 2t, ta có m > 3.

Ví Dụ 6 : Tìm điều kiện của m để phương trình  (6)
	1) có nghiệm thực, 			2) có 2 nghiệm phân biệt.
HƯỚNG DẪN GIẢI

Ta có (6) 

Đặt  

.
Bảng biến thiên


                              x              –1                      3               
                             y’           –                                             +            


                             y                                                            
                                                       1                      –3
Dựa vào bảng biến thiên:

	1) ,		2) không có m.


Ví Dụ 7: Biện luận theo m số nghiệm thực của phương trình  (7).

HƯỚNG DẪN GIẢI

Xét hàm số .
Bảng biến thiên


                              x     –1                 0                 1         
                         f’(x)                         +      0        –                 
                          f(x)                                  2               


                                                                         
Dựa vào bảng biến thiên, ta có:

+ : (7) vô nghiệm.
+  m = 2: (7) có 1 nghiệm.

+ : (7) có 2 nghiệm phân biệt.

Ví Dụ 8: Tìm điều kiện m để phương trình  (8) có nghiệm .
HƯỚNG DẪN GIẢI



Đặt , ta có (8) trở thành:

.


Lập BBT của hàm số  trên [0 ; 9/2] ta có .

Ví Dụ 9: Tìm điều kiện m để phương trình  (9) có nghiệm .
HƯỚNG DẪN GIẢI

Đặt  Ta có (9) trở thành:




Lập BBT của hàm số  ta có .

Ví Dụ 10: Tìm  m để phương trình  (10) có nghiệm .
HƯỚNG DẪN GIẢI

Đặt . Ta có (10) trở thành:







+ Lập BBT của hàm số  ta suy ra (*) có nghiệm thực .


+ Do  nên (**) có nghiệm thực .

Vậy với  thì (10) có nghiệm thực.

Ví Dụ 11: Tìm m để phương trình  (11) có nghiệm .
HƯỚNG DẪN GIẢI


Đặt  

Mặt khác 
Ta có (11) trở thành:




Lập BBT của hàm số  ta có .

Chú ý: Nên lập BBT của  để tìm miền giá trị t.

Ví Dụ 12: Tìm m để phương trình  có nghiệm thực.

Đáp số: .


Ví dụ 13 :. Tìm m để phương trình  (13) có nghiệm thực.
HƯỚNG DẪN GIẢI

Đặt  Ta có:

(13) .



Lập BBT của hàm số  trên  ta có .


Ví dụ14 : Tìm điều kiện của m để phương trình  (14)
	1) có nghiệm thực duy nhất,		2) có nghiệm thực.
HƯỚNG DẪN GIẢI
1) Nhận thấy nếu x0 là nghiệm của (14) thì – x0 cũng là nghiệm của (14).

Suy ra  là nghiệm duy nhất của (14).
Thế x0 = 0 vào (14) ta được m = 3. Thử lại ta thấy (14) có nghiệm duy nhất.
Vậy m = 3.


2) Đặt . Ta có (14) trở thành .


Lập BBT của hàm số  trên [0 ; 1] ta suy ra .


Ví dụ 15 : Chứng tỏ rằng phương trình  (15) luôn có nghiệm thực với mọi giá trị của m.
HƯỚNG DẪN GIẢI

.

Xét hàm số .


Mặt khác , .

Suy ra hàm số f(x) có tập giá trị là . Vậy (15) luôn có nghiệm thực với mọi m.


Ví dụ 16: Tìm m để phương trình  (16) có nghiệm thực.
HƯỚNG DẪN GIẢI

Điều kiện .


+ Với : .



Đặt , (16) trở thành .


+ Với : .

Vậy .

Ví dụ17: Tìm m để phương trình  (17) có nghiệm thực.
HƯỚNG DẪN GIẢI

Xét hàm số 

.



.

Suy ra tập giá trị của f(x) là (0; 2]. Vậy .

Ví dụ 18: (trích đề thi ĐH khối B – 2004). Tìm điều kiện của m để phương trình:

  (18) có nghiệm thực.
HƯỚNG DẪN GIẢI

Đặt 





(18) trở thành .

Xét hàm số .
Bảng biến thiên



                             x          0                                        
                             y’                 0                –                                    
                             y                  1              

                                                                

Dựa vào bảng biến thiên, (18) có nghiệm thực 


Ví dụ 19: Biện luận theo m số nghiệm thực của phương trình   (19).
HƯỚNG DẪN GIẢI

(19) .

Xét hàm số  


.

Giới hạn 
Bảng biến thiên




                             x                                          
                             y’             –        0         +          0         –

                             y   –1                                                      

                                                                              1                                
Dựa vào bảng biến thiên, ta có  

+ : (19) vô nghiệm.

+ : (19) có 1 nghiệm.

+ : (19) có 2 nghiệm phân biệt.



Ví dụ 20 : Tìm m để phương trình  (20) có nghiệm thực .

HƯỚNG DẪN GIẢI

Điều kiện .

Ta có (20) .


Lập BBT của hàm số   ta suy ra .
Ví dụ 21 : Tìm m để phương trình sau có nghiệm thực duy nhất:

 (21).
HƯỚNG DẪN GIẢI

Nhận thấy x0 là nghiệm của (21) thì 1 – x0 cũng là nghiệm của (21). Từ đó, để (21) có nghiệm duy nhất thì .

Đặt .

(21) trở thành .

+ m = 0:  (nhận).

+ m = 1: 



 (loại).


+ : 

 (nhận).

Vậy .


Ví dụ 22: Tìm m để phương trình  (22) có nghiệm thực.
HƯỚNG DẪN GIẢI

Điều kiện .

Xét hàm số .

Giới hạn            





.

Vậy (22) có nghiệm thực 
Bài tập


Bµi 1: T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh sau cã nghiÖm: .   Đ/S -1<m<1.

Bµi 2: T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh sau cã nghiÖm thùc :                 Đ/S : m≤2

Bµi 3: T×m m ®Ó ph­¬ng tr×nh sau cã ®óng 2 nghiÖm d­¬ng:  .

                                                                                                             Đ/S : -3<m< 

Bµi 4: Tìm m  ®Ó ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm : .

                                                                                                          Đ/S : 

Bài 5: Tìm m để phương trình  có nghiệm.
Bài 6: (Khối B-2002) Xác định m để phương trình sau có nghiệm:	



Bài 7: (Khối A-2008)  Tìm các giá trị của m để phương trình sau có đúng hai nghiệm thực phân biệt:      
Bài 8:  Cho phương trình:                    (ĐHKTQD - 1998)
a.  Giải phương trình khi a = 3.		b.  Tìm a để phương trình đã cho có nghiệm.?
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