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Chương 6 : 

 

 

Hướng dẫn giải bài tập 
 

 

 

 

1.4.1.         

    Chứng minh 
( )

9

cotcotcot
cotcotcot

3

333 CBA
CBA

++
≥++   

                  và   3cotcotcot ≥++ CBA  

 

1.4.2. 

 

    Xét hàm ( )
4

sin
x

xf =  với ( )π;0∈x  

    Chứng minh ( ) 0'' <xf  và 
2

32

12
sin

−
=

π
 

    Cuối cùng sử dụng  Jensen. 

 

1.4.3. 

 

    Ta ñã có : 
2

33
sinsinsin ≤++ CBA   

           và theo AM – GM thì : ( ) 9
sin

1

sin

1

sin

1
sinsinsin ≥








++++

CBA
CBA  

 

1.4.4 

 
    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với :  

                   

( )

8

1

2
sin

2
sin

2
sin

4

7

2
sin

2
sin

2
sin2coscoscos3

≤⇔

≥+++−

CBA

CBA
CBA

     

 

1.4.5. 

 



Truòng THPT chuyên Lý Tự Trọng                                       Bất ñẳng thức lượng giác 
Chương 6 Hướng dẫn giải bài tập 

The Inequalities Trigonometry 102 

    Chứng minh 
CBA

CBA
CBA

sinsinsin2

sinsinsin
cotcotcot

222
++

=+++   

                và     
4

9
sinsinsin 222

≤++ CBA   

 

1.4.6. 

 

    ðể ý 0
2

cos
2

cos
2

cos >
CBA

 nên bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

           

( )( )( ) CBAACCBBA

CBA
ACCBBACBA

sinsinsin8sinsinsinsinsinsin

sinsinsin8
2

cos
2

cos
2

cos
2

cos
2

cos
2

cos8

≥+++⇔

≥
−−−

 

    Tiếp theo dùng AM – GM ñể chứng minh tiếp.  

 

1.4.7. 

 

    ðặt 1
2

tan;
2

tan;
2

tan =++⇒=== zxyzxy
C

z
B

y
A

x  

    Theo BCS thì : ( ) ( )22222223 zxyzxyxzzyyx ++≥++  

                              ( )1
3

1222222
≥++⇒ xzzyyx  

    Theo AM – GM thì : 

                  ( )2133
33

1

3
3 222

≤⇔≤⇒≥
++

xyzxyzzyx
zxyzxy

 

    Từ ( )1  suy ra : 
3

4
1 222222

≥+++ xzzyyx   và theo ( )2  có xyz34
3

4
≥  

    Dẫn ñến : 

           

( )
( )( )( ) ( )( )( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

CBACBA

z

z

y

y

x

x

z

z

y

y

x

x

xyzzyxzyx

xyzxzzyyx

xyzxzzyyx

sinsinsin3coscoscos1

1

2

1

2

1

2
3

1

1

1

1

1

1
1

38111111

3822

341

2222

2

2

2

2

2

222222

222222

222222

≥+⇔

+
⋅

+
⋅

+
≥

+

−
⋅

+

−
⋅

+

−
+⇔

≥−−−++++⇔

≥+++⇔

≥+++

 

 

1.4.8. 

 
    Theo AM – GM chứng minh ñược : 

                   







+

−
+

−
+

−
≥









−
+

−
+

− pcpbpapcpbpap

3111
3

111
4  
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         và   ⇒≥







+

−
+

−
+

− Spcpbpap

3 343111
3 ñpcm. 

 

1.4.9. & 1.4.10. 

 

    Ta có :  ( ) ( ) ( )222
22

232 cbaama ++=+  

                        

32

1

32
222

222

cba

am

cba
am

a

a

++
≥⇒

++
≤⇒

 

         

( )

( )











++
≥

++
≥

⇒

2
32

1
32

222

2

222

2

cba

m

a

m

cba

a

m

a

aa

a  

    Tương tự ( )1 : 

                   

222

2

222

2

32

32

cba

c

m

c

cba

b

m

b

c

b

++
≥

++
≥

    32≥++⇒
cba m

c

m

b

m

a
 

    Tương tự ( )2  :  

                   

222

2

222

2

32

32

cba

m

c

m

cba

m

b

m

cc

bb

++
≥

++
≥

    
2

33
≥++⇒

c

m

b

m

a

m cba  

 

1.4.11. 

 

    Chứng minh : 
( )( )

( )2

222 22

cb

bcacbap
lm aa

+

−+−
=  

           và  ( ) ( ) ( )
4

22

224

222 cbacb
bcacb

+−+
≥−+  

                    ( )applm aa −≥⇒  

    Tương tự cho bblm  và cclm  rồi cộng các bất ñẳng thức lại ⇒ñpcm. 

 

1.4.12. 
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    Ta có : 

2

1

1

2

2

2 cb
a

ma

cb
m

a

a +
>⇒

+
<  

           ⇒≥
+

+
+

+
+









++

>++⇒
abcbaaccb

cba

mcmbma cba

3

222

111

111 222

222
ñpcm. 

 

1.4.13. 

 

    Theo AM – GM thì : ( )( ) ⇒≤−−
4

2
c

bpap ñpcm. 

 

1.4.14. 

 

    Chứng minh : 
rhhh aaa

1111
=++  rồi dùng AM – GM. 

 

1.4.15. 

 

    Xét hàm ( ) ( )π;0sin ∈∀= xxxf  có ( ) 0'' <xf  

    Áp dụng Jensen thì : 
4

sin3sin

4

3
sin

BABA +
≥

+
    

    Áp dụng AM – GM thì : 4 3sinsin
4

sin3sin
BA

BA
≥

+
 

    Từ ñó suy ra ñpcm. 

 

2.6.1. 

 

    Chú ý ( ) 03
2

≥−+ OCOBOA  với O là tâm ñường tròn ngoại tiếp ABC∆ . 

 

2.6.2. 

 

    Chú ý ( ) 032
2

≥++ OCOBOA  

 

2.6.3. 

 

    Chú ý ( )( ) 0215
2

≥−++ OCOBOA  

 

2.6.4. 
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    Giả sử 
3

2π
≥A  

    Chứng minh : 







−+≥++

44
tan2

2
tan

2
tan

2
tan

2
tan

AACBA π
 

    Xét ( ) 







−+=

44
tan2

2
tan

AA
Af

π
 

    Dễ thấy : ( ) ( )xfxf ⇒> 0''  ñồng biến trên 






π

π
;

3

2
 

    mà ( ) 34
3

2
32

12
tan2 −=








≥⇒−=

ππ
fAf   

 

2.6.5. 

 
    Dễ thấy :  

( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( ) ( ) ( )2222222

2

2

111

16

4

4

1

acbcbabacbacacbcba

bacacbcba

S

p

r −−
+

−−
+

−−
=

−+−+−+

−++−++−+
==

 

    ⇒ñpcm. 

 

2.6.6. 

 
    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

                    ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0222
≥−−+−−+−− bcaccabcbbcabaa  

 

2.6.7. 

 
    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

                     ( )( )( ) 0>−+−+−+ bacacbcba  

 

2.6.8. 

 
    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

                     3cotcotcot ≥++ CBA  

 

2.6.9 

 

    Chứng minh ( ) xxf tan=   tăng trên 








2
;0

π
 








≥≥

≥≥

⇒

2
tan

2
tan

2
tan

CBA

cba

 

    Tiếp theo sử dụng Chebyshev ⇒ñpcm. 
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2.6.10. 

 
    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với : 

                              
33

1

2
tan

2
tan

2
tan ≤

CBA
 

 

2.6.11. 

 
    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với :  

                           ( )( ) abccbacba 9222
≥++++  

 

2.6.12. 

 

    Ta có : ( )( ) ( )AARACBARma

22222
coscos21coscoscos21 ++≤+−+=  

                ( )ARma cos1+≤⇒  

         ( ) rRCBARRmmm cba +=+++≤++⇒ 4coscoscos3  

 

2.6.13. 

 
    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với :  

                            
8

1

2
sin

2
sin

2
sin ≤

CBA
 

 

2.6.14. 

 
    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với :  

              ( ) 02cos22cos2cos2 222
≥++++ zyAyzBzCyxx  

    với cpzbpyapx −=−=−= ,,   

    Xét ⇒∆' ñpcm. 

 

2.6.15. 

 
    Bất ñẳng thức cần chứng minh tương ñương với :  

               

( )*
2

tan
2

tan
2

tantantantan

2
cot

2
cot

2
cottantantan

BAACCB
CBA

CBA
CBA

+
+

+
+

+
≥++⇔

≥

 

    Xét ( ) 







∈∀=

2
;0tan
π

xxxf  

    Theo Jensen thì : ⇒
+

≤
+

2

tantan

2
tan

BABA
ñpcm. 
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    Chứng minh các bất ñẳng thức sau rồi xét khi dấu bằng xảy ra : 

3.3.1.  
4

3
coscoscoscoscoscos ≤++ ACCBBA  

3.3.2.   CBACBA sinsinsin2sin2sin2sin ++≤++  

3.3.3.   CBA
CBA

tantantan
2

1

2

3

2sin

1

2sin

1

2sin

1
+≥++   

3.3.4.   

2
tan

2
tan

2
tan

cotcotcot

222
2

222

CBA

cba

CBA

cba
≤









++

++
 

3.3.5.   
2

1coscoscos
≤

++

++

cba

CcBbAa
 

3.3.6.   
2

cos
2

cos
2

cos
CBA

abcmmm cba ≥  

3.3.7.   
2

cos
2

cos
2

cos
CBA

abclll cba ≤  

3.3.8.   S
C

ab
B

ca
A

bc 12
2

cot
2

cot
2

cot ≥++  

3.3.9.   
9

326
5

sin

1
1

sin

1
1

sin

1
1 +≥








+








+








+

CBA
 

3.3.10.  
( ) 36

1

sinsinsin

sinsinsin
2

≤
++ CBA

CBA
 

  

 
     

 
     

 

 


