





HUGNG DAN SU DUNG SACH

1. Méi bai hoc déu duoc thiét ké theo clu triic gém nhirng phan sau day.
Thuat ngii: Diém tén cac déi twong chinh cla bai hoc.

Kién thire, ki nang: Giup em xac dinh nhi*rng néi dung kién thirc, ki ndng chinh cén linh
héi va ren luyén trong bai hoc.

Mo dau: Pua ra tinh hudng lam nay sinh nhu cau hoc tap; n6 co thé la mét bai toan thuc
té dai dién, hay la mét doan dan nhap. Em khéng can tra [6i ngay cac cau hdi hay yéu cau
duoc dat ra & phan nay, ma sé giai quyét ching trong bai hoc, sau khi da Iinh héi dugc
lwong tri thire va Ki nang can thiét.

Muc kién thirc: Sau phan mé dau, bai hoc dwoc chia thanh cac muc theo tirng cha dé.
Nhin chung, méi don vi kién thirc c6 céu truc sau day:

Hinh thanh kién thitc: Em can tich cuc tham gia vao cac hoat ddng (H®) dé chiém
[inh tri thirc. Cac #® nay cho em co hdi quan sat va trai nghiém, tinh toan va lap

)

'mot cach tw nhién.

luan @& di t6i | khung kién thirc

Vi du: Em c¢6 thé hoc & day phuwong phap, cach 1ap luén va tinh toan, cach trinh bay
|&i giai bai toan.

Luyén tdp: Van dung kién thirc da hoc, tham khao vi du twong tng, em hay luyén
tap dé cling cb kién thirc va rén luyén ki nang.

vin dung: Trén nén tang kién thirc va ki nang da duoc hoc, em giai quyét cac bai
toan gén vai thuc té, két néi tri thirc véi céc Iinh vire khac nhau trong hoc tap, khoa
hoc va cudc sbng.

Em c6 thé bat gap mot  khung chiv nhdm hé tro hodc binh luan,... cho ndi dung tuong

tng duoc dé cap & bén canh.

Ngoai bén thanh phan co ban & trén, trong mét don vi kién thuc em con cé thé cé co héi
tham gia vao Kham pha, Trai nghiém, Thao ludn, tra 1o H m& réng hiéu biét cling
Em c6 biét?,...
Bai tdp: Em chu ddng thuwc hién ngoai gio trén Iop, tuy vay, thay/co sé danh thoi lugng
nhat dinh dé cung em diém qua cac bai tap nay.

2. Cac bang tra clru va giai thich thuat nglr (dwoc dat & cudi sach) cung cép dia chi tra clru
va giai thich mét sb khai niém, cong thirc dwoc phat biéu trong sach.

Hay bdo qudn, giit gin sdch gido khoa
dé danh tang cdc em hoc sinh lop sau!




LO1 NOI PAU

Cac em hoc sinh yéu quy!

Tap sach nho nay goém ba chuyén dé: Hé phuong trinh bac nhat ba én; Phuong
phap quy nap toan hoc. Nhj thirc Newton; Ba dudng conic va trng dung.

Céac em da duoc hoc trong sach giao khoa vé hé phwong trinh bac nhéat hai
an. Voi chuyén dé “Hé phuong trinh bac nhat ba an” cac em sé duogc lam
quen VvGi nhitng kién thirc sdu hon nhung khéng khé hon, déng thoi biét
dwoc thém nhiéu tng dung clia hé phuong trinh bac nhét trong thuc tién.

Chuyén dé “Phuong phap quy nap toan hoc. Nhi thirc Newton” trinh bay vé
mét phwong phap rat théng dung trong chirng minh toan hoc, goi la phuong
phéap quy nap toan hoc, va mét trong nhirng céng thirc quan trong nhéat clia
toan hoc la Nhj thirc Newton. Nhi thirc Newton cé mat trong hau hét cac linh
vire clia toan hoc, tir li thuyét dén tng dung. Nam vitng Nhij thirc Newton,
cac em cb trong tay chiéc chia khoa @& mé nhitng canh clra méi clia toan
hoc.

Céc duong conic duoc biét @én tur thé ki Il triéc Céng nguyén, trong nhitng
céng trinh clia nha toan hoc Hy Lap Apollonius. Bén dau thé ki XVII, cac
dwong conic duoc ng dung vao mot trong nhitng phat minh quan trong
nhét clia nhan loai: Binh Iuat Kepler vé chuyén déng cua cac thién thé.
Khéng nhitng thé, cac dwdng conic cé6 mat khap noi quanh ta, tir nhitng
céng trinh kién truc dén nhitng chiéc guwong phan xa anh sang. Nhieng déi
twong hinh hoc quan trong dé sé duoc gidi thiéu voi cac em trong chuyén
dé “Ba dudng conic va trng dung”.

Nhuw chung ta d& biét, déi véi méi hoc sinh thi kién thirc rat quan trong,
nhung quan trong hon 1a biét cach tw hoc, tw tim hiéu sau hon van dé va
biét van dung kién thirc vao thuc tién. Hi vong chuyén dé hoc tap nay sé
giup ich cho cac em trén con duéong rén luyén ki nang can thiét dé.

Chuc cac em hoc t6t!
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CHUYEN DE 1
HE PHUONG TRINH

BAC NHAT BA AN

O'lép 9, cac em d4 biét cach giai hé phwong
trinh bac nhét hai an va lam quen véi mét
vai rng dung cua chung. Trong chuyén
dé nay, cac em sé duoc gi6i thiéu cach
giai hé phuong trinh bac nhét ba an bang
phuong phap Gauss va bang may tinh cam
tay, cing nhu nhirng trng dung phong phu
cla chung trong vat li, hoa hoc, sinh hoc va
trong thuc té cude séng.

HE PHUGNG TRINH

BAC NHAT BA AN

Thuat nglr Kién thic, ki ndng
* Hé phuong trinh bac » Nhan biét hé phuong trinh bac nhat ba an.
nhat ba an

» Giai hé phuong trinh bac nhat ba an bang phuwong
* Nghiém cuia hé phuwong phap Gauss.

trinh bac nhat ba an « Tim nghiém ctia hé phuong trinh bac nhét ba &n bing

* Phuong phap Gauss may tinh cam tay.

Ong An dau tw 240 triéu déng vao ba quy khac nhau: mét phan trong quy thi trudng tién té
(Ia mét loai quy dau tw thi trudng, tap trung vao cac san pham tai chinh ngan han nhu tin
phiéu kho bac, trai phiéu ngan han, chirng chi tién gui,...) véi tién |&i nhan duoc la 3% mot
nam, mét phan trong tréi phiéu chinh phu véi tién 18i nhan duoc la 4% mét nam va phan con
lai trong m6t ngan hang véi tién I&i nhan duoc 1a 7% mét nam. Sé tién éng An dau tu vao
ngan hang nhiéu hon vao trai phiéu Chinh pht la 80 triéu déng va téng sé tién |&i thu dwoc
sau ndm dau tién & ca ba quy la 13,4 triéu déng. Hoi 6ng An da dau tw bao nhiéu tién vao
mai loai quy?



1. KHAI NIEM HE PHUONG TRINH BAC NHAT BA AN
2 1o1. Khai niém hé phwong trinh bac nhat ba 4n
Xét hé phwong trinh véi é@n la x, y, z sau:
X+y+z =2
X+2y+3z=1
2x+y+3z=-1.
a) MGi phuong trinh clia hé trén c6 bac may ddi véi cac
anx,y, z?
b) Thir lai rang bé ba sb (x; y; z) = (1; 3; -2) thoa mén ca
ba phuong trinh clia hé.

c) Bang cach thay trwc tiép vao hé, hay kiém tra bé ba sb
(1; 1; 2) c6 thoa mén hé phuwong trinh d& cho khéng.

« Phuong trinh bac nhat ba @n cé dang téng quat la

ax+by+cz=d,

trinh bac nhat ba an da cho.

ax+by+cz=d,
a,x+by+c,z=d,
a;x+by+c,z=d,

\,

trong do x, y, zla ba an; a, b, ¢, dla cac hé sé va a, b, ¢ khéng dong théi bang 0.
MGi bé ba s (x,; Yo: Z,) thoa mén ax + by, + ¢z, = d goi la m6t nghiém cla phwong

« Hé phurong trinh bac nhat ba an la hé gém mat s phuong trinh bac nhét ba an. Méi nghiém
chung clia cac phuwong trinh d6 duoc goi la mét nghiém ctia hé phuong trinh da cho.

« Néiriéng, hé ba phwong trinh bac nhét ba an c6 dang téng quat 1a

trong d6 x, y, z la ba an; cac chit sé con lai la cac hé sé. O day, trong méi phuong
trinh, it nh&t mét trong cac hé sé a,, b, ¢, (i=1, 2, 3) phéi khac 0.

Pay la ba phwong trinh
bac nhét ba an.

Bdé basb (1; 3; -2) goi la
mot nghiém cla hé.

s

Chu y. Trong sach nay ta chi xét cac hé phuong trinh c6 sé phuong trinh bang ding sé
an, nén tir nay vé sau ta sé goi tat 1a hé phwong trinh bac nhét ba an (hay hé bac nhat

ba &n) thay cho hé ba phwong trinh bac nhét ba an.

3 Vi du 1. Hé phuwong trinh nao dudi day la hé phuong trinh bac nhéat ba an? Kiém tra xem bo ba
s6 (1; 2; —3) cd phai la mét nghiém clia hé phuong trinh bac nhét ba an d6 khéng.

2x+3y -5z=13 J—2x+y+z=—3
a){ 4x-2y-3z=3 b) {5x+y-3z=16
—Xx +2y +42% =1, 1x+2y



Giai
Hé phuong trinh & cau a) khéng phai la hé phuong trinh bac nhét vi phuong trinh thi ba
chtra 22,

Hé phuong trinh & cau b) la hé phuong trinh bac nhét ba an. Thay x= 1; y= 2, z= -3 vao
cac phuwong trinh trong hé ta dugc

-3=-3
16 =16
5=95.
Bé ba sb (1; 2; -3) nghiém dung ca ba phuong trinh clia hé.
Do d6 (1; 2; -3) la mét nghiém cla hé.

$ Luyén tdp 1. Hé nao duéi day la hé phuong trinh bac nhat ba an? Kiém tra xem bo ba sé
(-3; 2; —1) c6 phai la nghiém clia hé phwong trinh bac nhét ba an dé khéng.

X+2y-3z=1 -X+y+2Z =4
a):12x-3y+7z=15 b){ 2x+y-3z=-1
3x2 -4y +z=-3; 3x =07="7.

2. GIAI HE PHUONG TRINH BAC NHAT BA AN BANG PHUONG PHAP GAUSS

» Ho2. Hé bac nhat ba 4n c6 dang tam giac

Cho hé phuong trinh He phuong trinh dang
X+y-2z=3 tam giac co cach giai rat
y+z=T7 don gian.
2z=4.

Tk phuong trinh cubi hay tinh z, sau do thay vao phuong
trinh thtr hai d@é tim y, cudi cung thay y va z tim duoc vao
phuong trinh dau deé tim x.

Pé giai hé phuong trinh dang tam gidc, trwdc hét ta giai tr phwong trinh chira mét an,
sau do thay gia tri tim duoc cla an nay vao phuong trinh chira hai an @é tim gia tri ctia
an thr hai, cudi cung thay cac gia tri tim dwoc vao phwong trinh con lai dé tim gia tri
cla an thir ba.

3 Vi du 2. Giai hé phuong trinh
X+y-2z=4
Jy+z=2
-z=1.

Giai

TG phuwong trinh thir ba ta ¢6 z = -1. Thay z = -1 vao phuong trinh tht hai ta c6 3y -1 =2
hay y= 1. Va&i y, z tim dwoc, thay vao phuwong trinh thir nhatta duocx + 1+ 2=4hay x=1.

Vay nghiém ctia hé da cho la (x; y; z) = (1; 1; -1).



3 Luyén tip 2. Giai hé phuong trinh

J2x =3
X+ y =2
12x—2y+z=—1

» oz, Giai hé phwong trinh bac nhéat ba an bang phwong phap Gauss
Cho hé phuong trinh

X+y-2z=3
-X+y+6z=13
2x+y-9z=-5.

a) Khir an x clia phuong trinh thtr hai bang cach cén
phuong trinh nay véi phwong trinh thr nhét. Viét
phwong trinh nhéan duwoc (phwong trinh nay khoéng
con chira @n x va la phwong trinh thtr hai ciia hé méi,
tuwong duong véi hé ban dau).

b) Khir &n x clia phwong trinh th&r ba bang cach nhan
phuong trinh thir nhat véi —2 va céng véi phuong trinh
tht ba. Viét phuong trinh thir ba méi nhan dugc. Tu
d6 viét hé mai nhan duoc sau hai budc trén (da khir x
& hai phuong trinh cudi).

c) Lam twong tw ddi véi hé méi nhan dwoc & cau b), tir B Rann Cari 'Friedrich Caiiiss
phuong trinh thtr hai va thir ba khir an y & phuong (1777 — 1855), nha toan hoc
trinh thr ba. Viét hé dang tam giac nhan duorc. va vat li ngudi Burc, la mét

a o a ., . s . — trong nhirng nha toan hoc vi
d) Giai hé dang tam giac nhan duoc O cau c). Tl 6 sUuy  gaj nhét trong lich str.

ra nghiém cla hé dé cho.

Pé giai mét hé phuong trinh bac nhat ba an, ta duwa hé dé vé mét hé don gian hon |
(thwong cb dang tam giac), bang cach sir dung cac phép bién doi sau day:

— Nhan hai vé clia mét phwong trinh clia hé véi mét sé khac 0;
— Péi vi tri hai phwong trinh clia hé;

— C6ng méi vé clia mét phuong trinh (sau khi d& nhan véi mét sé khac 0) véi vé
twong Ung cla phuong trinh khac dé dugc phwong trinh méi cé sé an it hon.

Tl d@6 c6 thé giai hé da cho. Phuong phap nay duoc goi la phuong phap Gauss.

3 Vi du 3. Giai hé phuong trinh sau bang phuong phap Gauss
X+y+z=2
Tx+3y+z=4
-5x+7y-2z=5.
Giai
Nhan hai vé cta phuong trinh thir nhat cla hé voi (-7) réi cong véi phurong trinh thir hai
theo trng ve tuong Ung ta dwoc hé phuong trinh (da khir an x & phuong trinh thir hai)



X+y+z =2
-4y-6z =-10
-5x+7y -2z =5.

Nhan hai vé clia phwong trinh thir nhat clia hé nay véi 5 réi céng véi phuong trinh thir ba
theo tirng vé twong ting ta dwoc hé phuong trinh (d4 khir @n x & phuong trinh cubi)
J X+ y+z =2
-4y -6z =-10
1 12y« 3z¢ =19
Nhan hai vé clia phuong trinh thir hai clia hé nay véi 3 réi cong voi phuong trinh thir ba theo
trng vé twong tng ta dwoc hé phwong trinh twong dwong dang tam giac
J X+y+2z =2
-4y-6z =-10
l -15z =-15.
Tur phuong trinh thtr ba ta cé z = 1. Thé vao phwong trinh
thtr hai ta dwgc y = 1. Cubicungtacé x=2-1-1=0. Hé c6 nghiém duy nhét.
Vay nghiém cla hé phuong trinh 1a (x; y; z) = (0; 1; 1).

3 Vi du 4. Giai hé phuong trinh 7R
J2x+ y- z=5
X+ y+ z=3
15x+4y+22:10.
Giai

Dai chd phuong trinh thtr nhat va phuong trinh tha hai ta dwgc hé phuong trinh

X+ y+ z=3
2x+ y—- z=5
5x +4y +2z=10.

Nhan hai vé cla phuong trinh thir nhét clia hé véi (-2) réi cong véi phurong trinh thir hai
theo tlrng vé tuong ting ta dwoc hé phuong trinh (da khir an x & phuong trinh thir hai)

X+ y+ z=3
- y-3z=-1
5x +4y+2z=10.

Nhan hai vé clia phwong trinh thir nhat clia hé voi (-5) réi cng vaéi phwong trinh thir ba theo
trng vé twong tng ta duoc hé phuong trinh (dé khir an x & phwong trinh cudi)



X+y+ z=3 Hé vé nghiém.
-y-3z=-1
-y-3z=-5.

T hai phuwong trinh cudi, suy ra -1 = -5, diéu nay vé li.
Vay hé ban dau vé nghiém.

3 Vi du 5. Giai hé phwong trinh sau

10

5x+y-4z =2
x-y-z =-1
3x+3y—-2z=4.
Giai
Trudc hétta déi ché phuong trinh thir nhét va phwong trinh thr hai:
X-y-2z =-1
S5x+y-4z =2

3x+3y -2z =4.

Nhan hai vé clia phuong trinh thir nhéat ctia hé véi (-5) réi céng voi phuong trinh thir hai
theo tirng vé twong tng ta dwoc hé phuong trinh (da khtr @an x ¢ phuong trinh thr hai)

x—-y-z =-1
6y+z =7
3x+3y-2z=4.

Nhan hai vé clia phuong trinh thir nhat clia hé véi (-3) réi céng véi phuong trinh thi ba theo
trng vé tuwong tng ta duoc hé phuong trinh (da khi&r an x & phwong trinh cudi)

X-y-z=-1
By+z=7
By+z=T7.

Nhan thdy phwong trinh tht hai va thir ba clia hé gidng nhau. Nhu vay, ta dwoc hé tuong
dwong dang hinh thang
{x -y -z=-1

Hé cé vo sb nghiém.
6y +z="7.

Rut z theo y tir phuong trinh thir hai cla hé ta dugc z = 7 - 6y. Thé vao phuong trinh thtr
nhat ta dwoc x — y— 7 + 6y =-1 hay x = -5y + 6. Vay hé da cho c6 v6 s6 nghiém va tap
nghiém cllahéla S = {(—5y+ 6;y;7-6y)|ye R}.

Nhan xét. H& phwong trinh bac nhat ba an co thé co nghiém duy nhat, vé nghiém hoac cé
v6 sb nghiém.



P Luyén tip 3. Giai cac hé phuong trinh sau:

2x+y-3z=3 4x+y+3z=-3 X+2z=-2
a)d x+y+3z=2 b){2x+y-z=1 C){2x+y—-z=1
3X-2y+z=-1 Sx+2y=1 4x + y+3z=-3.

3 Vi du 6. Giai tinh huéng m6 dau. Gai x, , Z (triéu déng) 1an luot 1a sé tién dau tw ciia 6ng An vao

ba quy: thi trong tién té, tréi phieu Chinh pht va mét ngan hang. Khi do

X+ y+2z=240.
Vi sb tién dau tu vao quy trong ngan hang nhiéu hon quy trai phiéu Chinh pht la 80 triéu déng
nén ta co

z=y+ 80, hay -y + z = 80.
Do téng sé tién lai trong mot nam la 13,4 triéu déng nén ta co
0,03x + 0,04y + 0,07z = 13,4.
Tlr d6, ta duoc hé phuong trinh bac nhatba an
X + y + z-=240
-y + z =80
0,03x+0,04y + 0,07z =13,4.
Ta giai hé bang phuong phap Gauss.
Nhan hai vé clia phwrong trinh thir nhat clia hé vai (-0,03) roi eéng v6i phurong trinh thir ba theo
trng vé twong tng, ta duoc hé phwong trinh
X+y + z=240
-y + z=80
0,01y + 0,04z =6,2.
Nhan hai vé clia phuwrong trinh thtr hai ctia hé véi 0,01 réi cong vai phirong trinh thir ba theo ting
vé tuvong tng, ta dwoc hé phuong trinh dang tam giac
X+y+2z=240
-y+z=80
0,05z=17.

Tl phwong trinh thir ba ta ¢é z = 140. Thé vao phuong trinh thir hai ta dugc y= 60. Cuéi cing
ta cé x = 240 - 140 - 60 = 40.
Vay s6 tién 6ng An dau tur vao ba quy: thi trrong tién té, tréi phiéu Chinh pht va mét ngan hang
lan lwotla 40 triéu dong, 60 triéu dong, 140 triéu dong.

$ Vin dung 1. Ha mua van phong pham cho nhém ban cling I6p gém Ha, Lan va Minh hét
téng céng 820 nghin ddng. Ha quén khéng luu hoa don clia méi ban, nhung nhé duoc
rang sb tién tra cho Lan it hon mét ntra sé tién tra cho Ha la 5 nghin déng, sé tién tra cho
Minh nhiéu hon sé tién tra cho Lan la 210 nghin déng. Héi méi ban Lan va Minh phai tra
cho Ha bao nhiéu tién?



3. TiM NGHIEM CUA HE PHUONG TRINH BAC NHAT BA AN
BANG MAY TiNH CAM TAY

3 uoa. Dung may tinh cam tay dé tim nghiém cla hé:

-2x-3y+z=%5 Str dung may tinh cam tay @& tim nghiém
2x+y+2z=-3 clia cac hé phwong trinh bac nhat ba 4n mét
—x+2y-3z=2. cach dé dang va nhanh chéng!

Ta c6 thé dung may tinh cam tay dé tim nghiém cua hé.
Sau khi m& may, ta an lién tiép cac phim sau day.

ImonE] 5] [2][-] 2] [=][H][3] =] [1][=][51 <]

2= E 26 ‘y
HHEHREEBEER]E X
=
);= | Hathv
-4
Tacla x=-4. )
Ban sé thay hién ra trén
An tiép phim [5] ta thdy man hinh hién nhu sau: man hinh.
Y= MathWA
i1
7
. 11
Tucl =—.
clay=—

An tiép phim [=] ta thay man hinh hién nhu sau:
Z= Hatli A

1z
T

Tifcla =12,
7

Vay nghiém cla hé phuong trinh la (x; y; z) = (—4; 1—71; E]

{ = = = = = \
Ta c6 thé dung may tinh cam tay dé giai hé phuong trinh bac nhat ba an. Sau khi mo
may, ta lan lwot thwe hién cac thao tac sau:

+ Vao chuong trinh giai phwong trinh, &n [MODE
Man hinh may tinh sé hién thi nhu sau:

1: an#+bnyY=Cchn
Z1anatbnY+onZ=dn
SranctbhE+c=0
41 anztbhre o r+d=0

P12



+ Chon hé phuwong trinh bac nhéat ba an, an
Man hinh may tinh sé hién thj nhu sau:

L} W

b <
1 1
g2 0
El [}

[=1=1-]
onﬂn

+ Nhap cac hé sb dé giai hé phuong trinh.

L& P

3 Vi du 7. Dung may tinh cam tay tim nghiém cla céc hé sau:

X+y+z=17 X+y+2z=9
a)i3x -2y +2z=5 b){2x-y+3z=9
4x -y +3z=10; 5x + 2y +9z = 36.
Giai

a) Ta an lién tiép day cac phim
[MopE] [5][2] [ =] [ [=] [ =] [7][]
BIE H2][= [2[=][s][<
4 EIH B [o][H
=l

Théy hién ra trén man hinh déng chi “No-Solution” nhu sau:

] Mok

No-Solution
Tlrc la hé phuong trinh da cho vé nghiém.
b) Ta &n lién tiép day cac phim

(moDE] [s][21 1 =] [ =] [2] =] 9] H
2I=IH A BH9l]

5= 2=/l ] 36l ]

B

Thay hién ra trén man hinh dong chi¥ “Infinite Sol” nhu sau:

(L4 Hath

Infinite 5ol
Tirc la hé phuong trinh d& cho c6 vé sé nghiém.

P Luyén tip 4. SIr dung may tinh cam tay tim nghiém clia cac hé phuong trinh trong Vi du 3,
Vidu 4, Vidu 5 va Luyén tap 3.

» Vin dung 2. Tai mét quéc gia, khoang 400 loai déng vat nam trong danh sach céac loai cé
nguy co tuyét ching. Cac nhém déng vat cé vu, chim va ca chiém 55% cac loai cé nguy
co tuyét chiing. Nhém chim chiém nhiéu hon 0,7% so v6i nhém cé, nhém ca chiém nhiéu
hon 1,5% so véi dong vat co vi. Héi méi nhom déng vat cd va, chim va céa chiém bao nhiéu
phan tram trong cac loai co6 nguy co tuyét ching?
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BAI TAP

1.1. Hé ndo duéi day la hé phuwong trinh bac nhét ba an? Kiém traxem b6 s6 (2; 0; —1) co phai

la nghiém clia hé phuong trinh bac nhét ba an dé khéng.

X -2z =4 x-2y+3z=7
a)!{ 2x+y-z =5 b) {2x-y?+z=2
-3x+2y =-6 X+2y =-1.
1.2. Giai cac hé phuong trinh sau:
2x-y-z=20 x-y-3z=20
a){x+y =-5 b){x -2z=3
X =10; X +3z=-7
1.3. Giai cac hé phuong trinh sau bang phuong phap Gauss:
2x-y-z=2 Ix-y-z=2 x-3y-z=-6
a) X +y=3 b){x+2y+z=5 C):2x-y+2z=6
X-y+z=2 -X+y=2; Ax-Ty=-6;
Xx-3y-z=-6 3x-y-7z=2 2x -3y -4z=-2
d){2x-y+2z=6 e) 4x -y +z=11 f) S5x-y-2z=3
4x -Ty =3 _—5x—y—92=—22; 7x—-4y -6z =1.

Kiém tra lai két qua tim duwoc bang cach sir dung may tinh cam tay.
1.4. Ba ngucl cung lam viéc cho mét cong ty vai vi tri lan luotla quan li kho, quan li van
phong va tai xé xe tai. Tong tién Iuong hang nam cla nguoi quan li Kho va ngu oi quan li

van phong la 164 triéu déng, con cla nguoi quan i kho va tai xé xe tai la 156 triéu dqng
M6i nam, ngu @i quan li kho linh lwong nhiéu hon tai xé xe tai 8 triéu déng. Hoi lvong hang

nam cla moi ngudi 1a bao nhiéu?

1.5. Nam ngoai, ngudi ta co thé mua ba mau xe 6t6 clia ba hang X, Y, ZVéi téng sb tién la
2,8 ti déng. Nam nay, do lam phat, @& mua ba chiéc xe d6 can 3,018 fi déng. Gia xe 6t6 cla
hang Xtang 8%, clia héang Y tang 5% va cla héng Ztang 12%. Néu trong nam ngoal gia
chiéc xe clia héng Ythap hon 200 triéu déng so véi gia chiéc xe clia hdng Xthi gia cia méi
chiéc xe trong nam ngoai la bao nhiéu?

1.6. Cho hé ba phuong trinh bac nhéat ba an sau

ax+by+cz=d,
ax+b,y+c,z=d,
a,x+by+c,z=d,.

a) Gia str (x,; ¥, z,)va (x.. y..

Xo + Xy, YotV

Chtrng minh ran :
g g( 5 =

z,) la hai nghiém phan biét cta hé phuong trinh trén.

z, + e o e
,02 1jcunglamc;tnghlemcuahe.

b) S dung két qua ctia cau a) chiing minh rang, néu hé phuong trinh bac nhéat ba an cé
hai nghiém phan biét thi n6 sé cé vé sé nghiém.
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G DUNG CUA HE PHUdNG TRINH

BAC NHAT BA AN

Thuat ngir Kién thire, ki ndng
* Ham cung e Van dung hé phuwong trinh bac nhét ba an vao giai moét

% A s6 bai toan vat li, hoa hoc va sinh hoc.
* Ham cau

* Van dung hé phuong trinh bac nhét ba an dé giai quyét maot

» Canbang cung - cau
gcung s6 van dé thuc tién cude séng.

Hé phuwong trinh bac nhat ba an dwoc van dung dé giai quyét rat nhiéu bai toan khac nhau.
Trong bai nay ta sé& gap mét sé vi du van dung nhu vay trong céc linh vurc vét li, hoa hoc, sinh
hoc, kinh té hoc, ... Chung ta cling sé duoc lam quen voi mét sé dang toan giai bang cach lap
hé phwong trinh bac nhat ba an.

1. GIAI MOT SO BAI TOAN VAT Li, HOA HOC VA SINH HOC
UNG DUNG TRONG SINH HOC

Trong sinh hoc cé nhiéu bai toan dan dén viéc giai hé phwong trinh bac nhat nhiéu an. Duéi
day gici thiéu hai vi du don gian trong nganh chan nudi va nganh sinh thai.

Bai toan san xuét ga giéng. Trong trang trai
san xuat ga giéng, viéc lya chon fi 1€ gitra
ga tréng va ga mai rat quan trong. Néu qua
nhiéu ga tréng thi khéng hiéu qua kinh té,
néu it ga tréng quéa thi anh hudng d@én hiéu
quéa san xuat ga gidng. Cac nghién ctu chi
ra rang fi 1& gitra ga tréng va ga mai dé san
xuéat ga giéng hiéu qua nhéat 1a 1:10,5. M6t
dan ga trwdng thanh cé téng sé 3 000 con,
trong d6 fi 1€ gitra ga tréng va ga mai la 5:3.
Can chuyén bao nhiéu ga tréng cho muc "
dich nuéi lay thit dé hiéu qua cao nhéat? Trang trai san xuét ga giéng

D 1oL Goi x, y, z 1an lwot 1a sé ga tréng, sb ga mai, sb ga tréng can chuyén sang muc dich

nudi lay thit trong dan ga.
a) Diéu kién cua x, y va z la gi?

b) T gia thiét clia bai toan, hay tim ba phuwong trinh bac nhéat rang budc x, y va z, tr @6
c6 mét hé phuong trinh bac nhat ba an.

c) Giai hé phuong trinh béac nhét thu duwoc. T d6 dwa ra cau tra 1di cho bai toan.




P Vi du 1. Mét khu rivng ngép man co dién tich la 1 ha. Bang ki

Pé giai bai toan bang cach |ap hé phwong trinh, ta tién hanh theo ba buéc sau:

4 3

Bwoce 1. Lap hé phuong trinh:
— Chon an va dat diéu kién cho an;

— Biéu dién cac dai lwong chua biét theo cac an va
cac dai lwong da biét;

— Lap cac phwong trinh biéu thi méi quan hé gilra cac
dai lwong.

Buwdc 2. Giai hé phuong trinh noi trén.

Budc 3. Kiém tra xem trong cac nghiém ctia hé phuwong

trinh, nghiém nao thich hop véi bai toan va két luan.

L »

thuat vién tham, ngudi ta ude lugng sinh khéi trén mét dat cla
rieng nay la 87,2 tan/ha. Nguoi ta @ém duoc trong cac 6 tiéu
chuan 100 m* c6 téng sb 161 cay, trong d6 sbé cay ban bang
15% téng sb cady mam va cay dudc. Khéi luong trung binh clia
mét cay ban la 10 kg, cay dudc la 5 kg va cdy mam la 1 kg. Hay
tinh sinh khéi clia tirng |o0ai trén 1 ha rieng.

Giai

Péi: 87,2 tAn = 87 200 kg; 1 ha = 10 000 m?.

Goi X, ¥, z theo thir tu la sb cay béan, cay dudc va cay mam
trong 1 ha rirng ngap man nai trén.

100 m? c6 tdng sb 161 cay nén 10 000 m? c6 sb cay la

10000

161- =16 100.

Dodé x + y+z=16 100.
Sé cay ban bang 15% téng s cay ndm va cay dwéc nén ta co

15
x_m(y+z) hay 20x -3y -3z=0.

Khéi lwong trung binh cay ban 1a 10 kg, cay dudc la 5kg va
cay mam la 1 kg nén ta co

10x + By + z = 87 200.
Vay theo bai ra ta c6 hé phwong trinh

X+ y+ z=16100
20x-3y-3z=0
10x +5y+ z=87200.

Viéc giai nhiéu bai toan
trong thuc tién dan dén
phai dat an va giai hé
phwong trinh. Cach lam
nhuw vay goi la giai bai toan
bang cach lap hé phuong
trinh.

Ring ngdp man

Sinh khdi (con goi la sinh
khéi loai) la téng trong
lwong cta sinh vat séng
trong sinh quyén hodc sb
lwong sinh vat séng trén
mot don vi dién tich.

(Theo Sinh hoc 12, Nha xuét

ban Gigo duc Viét Nam,
2017)

Dung may tinh cam tay giai hé ta dwoc x = 2 100, y = 13 050, z = 950.

Vay sinh khéi ban 1a 10x = 21 000 kg/ha = 21 tén/ha; sinh khéi dudc la 5y = 65 250 kg/ha
= 62,25 tan/ha; va sinh khéi mam la z = 950 kg/ha = 0,95 tan/ha.
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UNG DUNG TRONG HOA HOC

Ung dung don gian nhéat clia hé phuong trinh bac nhét trong mén Hoa hoc |a dé can bang
phuong trinh phan trng hoa hoc. Cac hé phuong trinh trong trudng hop nay thuéng cé vé
s6 nghiém va nguwdi ta thwdng chon nghiém nguyen duwong nho nhét. Dau tién ta xét phan
trng gitra khi hydrogen tac dung vai oxygen & nhiét @6 cao dé tao thanh nudc.

> > - z ta
'3 Vi du 2. Can bang phuong trinh phan tng hoa hoc H, + O, — H,O.
Giai
Gia sl x, y, z la ba s6 nguyén dwong thoa man can bang phan tng
tO
xH, + yO, — zH,0.
Vi s6 nguyén tir hydrogen va oxygen & hai vé phai bang nhau nén ta cé hé
{2x =2z
S X' =z=2V.
2y =z
Vé mat toan hoc, hé nay cé vo sb nghiém, tuy nhién ngudi ta thuéng chon bé nghiém nguyén
dwong nhd nhét. Cu thé chon y= 1 ta dwgc x = z = 2. Tir d6 ta duoc phwong trinh can bang
tO
2H, + 0, — 2H,0.
Ta xét mét phan rng nira rat quan trong trong hoa sinh 1a phan tng quang hop, tirc 1a qua
trinh thu nhan va chuyén hoa nang lvong anh sang mét tréi ctia thue vat tao ra hop chéat hiu
co (glucose) lam ngudn thirc &n cho hau hét sinh vat trén Trai Dat.

7® Vi du 3. Can bang phuong trinh phan ¢ng quang hop (duwéi
diéu kién anh sang va chat diép luc):

CO, +H,0 - C,H,0, +0,.
Giai
Giastr x, y, z, t 1a bén sé nguyén duong thoa mén can bang
phan trng
XCO, + yH,0 > zCH,,0, + 1O,

Nuac,

Vi s6 nguyén tir carbon, hydrogen va oxygen & hai vé phai chétkhoang
bang nhau nén ta cé hé

ﬁzsf Quang hop la qua trinh

Xx=6z t t thu nhan va chuyén hoa
2y =12z gV g néng luong anh sang mit
. t troi cua thuc vat, tao va
oX. ¥ _plio motsoylkhuan dé taora

t t hop chat hitu co (dwong

glucose) phuc vu ban than
pat x=Xy-Y 7z_ % ta dwoc hé phuong trinh bac nhat ~ SN9 nhu 1am nguon thire

t t an cho hau hét cac sinh

ba &n vat trén Trai Dat.
X =62 X=6Z=0 (Theo SGK Sinh hoc 11,
Y =6Z hay {Y-6Z=0 Nha xuat ban Giao duc

2X+Y=6Z+2 2X+Y-6Z2=2. Viét Nam, 2017)



Dung may tinh cam tay giai hé sau cung, tadugc X =1Y =1 2= % T daysuyrax=y=t=62z.
Chon z = 1ta dugc x = y = t= 6. Tlr d6 ta duoc phwong trinh can bang
anh sang
6CO, + 6H,0 —>» C,H 0O, + 60,.
UNG DUNG TRONG VAT Li

Nhiéu bai toan tinh dién tré, cwdng d6 dong dién trong Dién hoc; tinh van téc, gia téc trong
Co hoc ciling dan dén giai hé phwong trinh bac nhét.

'» Vi du 4. (Bai toan tinh cwong dé dong dién) Cho doan mach I, [ 1
nhu Hinh 1.1. Biét R=25Q,R=36Q R =45Qvahigudién T R
thé gitra hai dau doan mach U= 60 V. Gai /, la cuong d6 dong 'R LL
dién cia mach chinh, I2 va Islé cuong dé dong dién mach ré. R,
Tinh [, 1 val,

Giai U
Tl so @6 mach dién, ta thay /, I, va I, 1a nghiém cla hé Hinh 1.1
phuong trinh
L- L- 1,=0 == =0
Rl +R,l, =U hay {25I, +36l, =60
R, -R,, =0 36/, — 451, = 0.
: B N e 4 20 ; 16
Dung may tinh cam tay giai hé, ta duoc I, =— A, ,=— Ava [,=— A
g may y d . ¢h=3 2557 s5 57

$ Luyén tip 1. Can bang phuwong trinh phan ing hoa hoc dét chay octane trong oxygen
CH;s; +O, —» CO, + H,O.

2. GIAI BAl TOAN CAN BANG CUNG - CAU

Céc nha kinh t& hoc da chi ra rang, gia ca cia mét mat hang ban trén thj trwéng phu thuéc
vao ba yéu t6 chinh. Thir nhat, phu thudc vao gia tri ciia ban than hang hoa d@6. Thir hai, phu
thudc vao gia tri déng tién. Thir ba, phu thudc vao quan hé cung va cau vé mat hang do.

Trong thi trwéng nhiéu mat hang, gia ca cia mat hang nay cé anh hwéng téi gia ca cla
mat hang khac va gia ca cla hang hoa cé anh hwéng dén lvong cung va lwgng cau cla thi
treéng. Khi phan tich hoat déng cuia thj trwéng hang hoa, cac nha kinh té hoc sl dung ham
cung va ham cau dé biéu thi su phu thudc cta lwong cung va lugng cau vao gia ca hang
hoa. Nguoi ta thwdng phai giai bai toan can bang gitra cung va cau. Bai toan nay thudng
dan dén viéc giai hé phuong trinh bac nhéat nhiéu an.

Pé don gian, ta xét thi trwdng thuc pham gdm ba loai mat hang la thit lon, thit bo va thit ga.
Khi thit lon d@ét, thit bo va thit ga ré thi nguoi tiéu dung cd xu hudng giam mua thit lon, ting
mua thit bo va thit ga.

D uo2. Kihiéu x, y, z1an lwot la gia ctia 1kg thit lon, 1 kg thitbo va 1 kg thit ga, & day x, y, z > 0
va don vj la nghin déng. Ki hiéu:

s



Qs1 la lwong thit lon ma ngudi ban chép thuan ban vai gia x.
Q52 la lwong thit bd ma ngudi ban chap thuén ban voi gia y.
QS3 la lvgng thit ga ma ngudi ban chap thuan ban voi gia z.
QD1 la lvong thit lon ma ngwoi mua chap thuan mua vaoi gia x.
QD2 la lvong thit bd ma ngwdi mua chéap thuan mua vai gia y.
QD3 la lwong thit ga ma ngudi mua chap thuan mua vai gia z.

a) Mtrc gia thit lon x, thit bo y va thit ga z phai thoa man diéu kién gi dé nguwoi ban va
ngudi mua cung hai long, tie 1a mire gia hop li nhat?

b) Viét hé phuong trinh rang budc gitra x, y, z @& ngudi ban va ngwdi mua cung hai long.

\

Trong kinh té hoc ngudi ta goi:
— Cac ham Qs1, Qsz va C?S3 phu thuéc vao ba bién gia x, y, z la ham cung
(supply function);
- Cac ham Q,, Q, va Q, phu thuéc vao ba bién gia x, y, z la ham cau
(demand function);

I

Il

Qg =Q,,
— Héphuong trinh {Q, =Q, goi la hé phwong trinh can bang cung - cau.
st QDs

3 Vi du 5. Cho biét

Ham cung thit lon la Qs1 =-120 + 2x Ham cau thit lon la QD1= 190-3x+y-2z

Ham cung thit bo la Q52= -200 + 2y Ham céu thit bo la QDz= 440 + 2x -y -z

Ham cung thitgala Q. = -210 + 3z Ham céu thit ga la Q, =260-x-2y+4z
3 3

Hay giai hé phuong trinh can bang cung — cau.
Giai
-120+2x=190-3x+y -z
Hé phuwong trinh can bang cung — cau la {200+ 2y =440+ 2x -y -z
-210+3z=260- x—-2y +4z.
5x-y+2z=310
Thu gon ta dwoc hé phuong trinh <2x — 3y — z =-640
X+2y-2z=470.
Dung may tinh cam tay giai hé, ta dugc x = 90, y = 240, z= 100.
Vay gia thit lon 90 nghin dong/kg, thit bo 240 nghin dong/kg va thit ga 100 nghin dong/kg la
gia ban hop li nhat.
Chu y. Trong thuc té, thi treong hang hoa rat phire tap vi c6 nhiéu mat hang. Khi d6, hé
phuong trinh cén bang cung — cau la mét hé phuong trinh nhiéu an, nhiéu phuong trinh va
do d6 rét kho giai. Ngoai ra, gia ca clia hang hoa con phu thudc vao nhiéu yéu tb khac nira,
chir khéng phai chi la quan hé cung - cau.
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3 Luyén tip 2. Xét thi trwong hai san gém ba mat hang la cua, tém va ca. Ki hiéu x, y, z 1an luot

20

la gia 1 kg cua, 1kg tém va 1 kg ca (don vi nghin déng). Ki hiéu Qs1. Q32 va st la lwong
., Q, vaQ, tuong
3 1 2 g o

trng la lwong cua, tdm va ca ma ngu@i mua bang long mua vai gia x, yva z. Cu thé cac ham
nay duwgc cho badi

cua, tém va ca ma ngudi ban bang long ban véi gia x, y va z. Ki hiéu Q,

Qs =-300+x; Q, =1300-3x+4y -2z
Qs, =-450+3y; Q, =1150+2x-5y -z
Qs, =400 +2z; Q, =900 -2x-3y +4z.

Tim murc gia cua, tdm va ca ma nguwoi ban va ngudi mua cung hai long.

BAI TAP

1.7. Cho ham cung va ham cau clia ba mét hang nhu sau:

Qs =-4+x; Q, =70-x-2y -6z

QS2 =-3+y; 002 =76-3x-y -4z

Q;, =—6+3z Q, =70-2x-3y -2z
Hay xac dinh gia can bang cung — cau ctia ba mat hang.
1.8. Em Ha so sanh tudi ctia minh véi chi Mai va anh Nam. Tudi ciia anh Nam gép ba
lan tudi clia em Ha. Cach day bay nam tudi ctia chi Mai bang ntra sé tubi clia anh Nam.
Ba ndm n(ra tubi cia anh Nam bang téng s6 tudi ctia chi Mai va em Ha. Héi tudi clia méi
nguoi la bao nhiéu?
1.9. Bac Viét c6 330 740 nghin déng, bac chia sé tién nay thanh ba phan va dem dau tw
vao ba hinh thirc: Phan thir nhat bac dau tw vao ching khoan véi i thu dwoc 4% mét
nam; phan thir hai bac mua vang thu 18i 5% maét nam va phan thr ba bac gui tiét kiém voi
|4i suat 6% mot nam. Sau mét nam, ké ca gbe va lai bac thu dwoc ba mén tién bang nhau.
Hai tdng s tién ca gbc va lai bac thu dwoc sau mét nam la bao nhiéu?
1.10. M6t tuyén cép treo cé ba loai vé sau day: vé di lén gia 250 nghin déng; vé di xudng
gia 200 nghin ddng va vé hai chiéu gia 400 nghin déng. Mét ngay nha ga cap treo thu
duwoc téng s6 tién la 251 triéu ddng. Tim s6 vé ban ra méi loai, biét rdng nhan vién quan i
cap treo dém duoc 680 lwot nguoi di lén va 520 ot ngudi di xudng.
1.11. Balép 10A, 10B, 10C cla mét truéng trung hoc phd théng gém 128 em cling tham
gia lao déng trong cay. Tinh trung binh, méi em I6p 10A tréng dwoc 3 cay xoan va 4 cay
bach dan; méi em I6p 10B trong dugc 2 cay xoan va 5 cay bach dan; méi em I6p 10C
tréng duoc 6 cay xoan. Ca ba |ép trong duoc tdng cdng 476 cay xoan va 375 cay bach
dan. Hoi méi 16p co bao nhiéu em?
1.12. Can bang phuwong trinh phan ing hoa hoc dét chay methane trong oxygen

CH, + 0, - CO, + H,0.

1.13. Cho doan mach nhw Hinh 1.2. Goi I la cuong d6 dong dién cua mach chinh, L
I,val, la cwong d6 dong dién mach ré. Cho biét R=6Q R=8Q,[=3Aval,=2A.
Tinh dién tré' R, va hiéu dién thé U gitra hai dau doan mach.



2 &

Hinh 1.2

1.14. Méi giai doan phat trién cla thuc vat can phan bon véi fi 1€ N, P, K nhat dinh. Bac
An lam vudn mubn bén phan cho mét cay canh co ti1é N : P : K can bang nhau. Bac An
c6 ba bao phan bon:

Bao1cotileEN:P:Kla12:7:12.
Bao2cotiléeN:P:Kla6:30:25.
Bao3cotileN:P:Kla30: 16 :11.

Hai phai tron ba loai phan bén trén véi i 1€ bao nhiéu dé co hén hop phan bonveifiléN : P : K
la 15 15187

Chu y rang trén méi bao phan nguwéi ta thuweng viét mét ti 1é N : P : K nhét dinh. Chang
han trén bao phan 1 ghifilé N: P: Kla 12 : 7: 12 nghfa la ham Iuong dam N (nito') chiém
12%, 1an P (tic la P,O,) chiém 7% va kali K (ttrc la K,0) chiém 12%, con céc loai khac
chiém 100% — (12% + 7% + 12%) = 69%.

Em co6 biét?

Wassily Leontief (1906 — 1999) la nha kinh té hoc ngudi Mi, géc Nga. Ong d& dong gop
mét s6 li thuyét sau sac cho kinh té hoc, trong @6 mé hinh kinh té Leontief duwa éng dén
Vv6i giai thudng Nobel nam 1973. M6 hinh kinh té
Leontief biéu thi sw phu thudc gitra cac nganh san
xuét trong mét nén kinh té bai mét hé phuong trinh
bac nhat: Xét mét nén kinh t& gdm n nganh san xuat
hang hoa N,, N,, ..., N_. D& san xuat, méi nganh can
tiéu thu hang hoa clia ban than nganh minh va cac
nganh khac clia nén kinh té d6. Gia sir dé san xuét
ramét don vi hang hoa, nganh N; can tiéu thy a, don

vi hang hoa clia nganh N(i, j {1, 2....,n}). Van dé
dat ra la tinh s don vi hang hoa ma méi nganh trén
can san xuat dé sau tiéu thu do san xuat, nganh N

(i e{1 ..., n}) co thé xuat ra ngoai nén kinh té noi

trén b, don vi hang hoa. Wassily Leontief (1906 — 1999)
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Goi X, ....x, twong tng la s6 don vi hang hoa ma cac nganh N,....,N, can san
xuat. Dé san xuét x don vi hang hoa, nganh N céan tleu thu ax don vi hang
hoé clia nganh N. Do @6, sau tiéu thu do san xuat, sé don vi hang hoa nganh

N conlaila x, —a,x, - —a,Xx,.
Sau tiéu thu do san xuét, nganh N con b don vi hang hoa nén ta c6 hé phuong
trinh (v6i n énla x,, ..., x,):

Xy =@y X, — 8 X, =+ — @y, X, = by (1-ay)x —a,X, —---—a,x, =b,

X, —8.X —~8,X, —=—8 X =b -a_ x.—a . XxX,—--+(1-a )x =b_.

Trong truéng hop n = 3, hé trén sé tré thanh hé phuong trinh bac nhat ba an.

Trong Bai 1, em da duwoc hoc phuong phap Gauss dé giai hé ba phwong trinh
bac nhét ba an. Phuong phap Gauss con dwoc ap dung cho hé phwong trinh bac
nhat n an, do d6 hé phuong trinh gan véi mé hinh kinh té Leontief |a hoan toan
c6 thé giai quyét duoc.

(Theo sach Wassily Leontief (1986), Input-output Economics, Oxford University Press).



1.15. Giai cac hé phuong trinh sau:

(Xx+y+2z=6 (2x -2y +2z=6
a)ix+2y+3z=14 b) {3x+2y +5z=7
3x-2y-z=-4 7x+3y-6z=1
(2x+y —6z=1 (6x+2y-72z=6
C){3x+2y-5z=5 d) {2x+3y +2z=7
Ix+4y -17z=T, 9x + 8y -3z =1.

1.16. Tim cac sb thuc A, B va C thoa méan
1 A Bx +C

X+1 x+1 xX¥*-x+1

1.17. Tim parabol y = ax? + bx + ¢ trong méi trueéng hop sau:
a) Parabol di qua ba diém A(2;-1), B(4; 3) va C(-1; 8);

b) Parabol nhan dwong thdng x = g lam truc @éi xing va di qua hai diém M(1; 0), N(5; —4).

1.18. Trong mét phang toa dé, viét phuong trinh dudng trén di qua ba diém A(0; 1), B(2; 3)
va C(4: 1).

1.19. M6t doan xe ché 255 tan gao tiép té cho dong bao viing bi It lut. Boan xe c6 36 chiéc
gom ba loai: xe chd 5 tan, xe chd 7 tan va xe ché 10 tan. Biét rang tong so hai loai xe chd
5 tn va chd 7 tan nhiéu gép ba lan sé xe chd 10 tan. Héi méi loai xe c6 bao nhiéu chiéc?

1.20. Bac An la chu ctra hang kinh doanh ca phé cho nhi*rng ngudi sanh ca phé. Bac
c6 ba loai ca phé néi tiéng cua Viét Nam: Arabica, Robusta va Moka véi gia ban lan
lwot la 320 nghin déng/kg, 280 nghin déng/kg va 260 nghin déng/kg. Bac mudn trén
ba loai ca phé nay dé dwoc mét hdn hop ca phé, sau d6 dong thanh cac goéi 1 kg, ban
v&i gia 300 nghin déng/kg va luong ca phé Moka gap déi luong ca phé Robusta trong
méi géi. Hoi bac can trén ba loai ca phé nay theo ti 1é nao?

1.21. Bac Viét c6 12 ha dét canh tac dé
tréng ba loai cay: ngé, khoai tay va dau
twong. Chi phi tréng 1 ha ngé |a 4 triéu
ddng, 1 ha khoai tay la 3 triéu déng va
1 ha dau tuong la 4,5 triéu déng. Do
nhu céu thi trwdng, bac da tréng khoai
tay trén phan dién tich gap d6i dién tich
tréng ngé. Téng chi phi tréng ba loai
cay trén la 45,25 triéu dong. Hai dién
tich tréng méi loai cay la bao nhiéu?




24

1.22. Can bang phuong trinh phan trng hoa hoc sau

FeS,+ O, — Fe O, + SO,
1.25. Ban Mai c6 ba lo dung dich chtra mét loai acid. Dung dich A chira 10%, dung dich B
chira 30% va dung dich C chira 50% acid. Ban Mai lay tir méi lo mét lwong dung dich va

hoa véi nhau dé cé 50 g hdn hop chira 32% acid nay, va luong dung dich loai C lay nhiéu
gép d6i dung dich loai A. Tinh lwgng dung dich méi loai ban Mai da Iéy.

1.24. Cho doan mach nhu Hinh 1.3. Biét R,=36Q R =45Q,1,=15Ala cuong do dong
dién trong mach chinh va hiéu dién thé gilra hai dau doan mach U= 60 V. Goi [ val,la
cudng d6 dong dién mach ré. Tinh l.LvaR,

R,
. '
|
R, h
ly —
| I R,
@ &
U
Hinh 1.3

1.25. Giai bai toan dan gian sau:
Em di cho phién
Anh glri mét tién
Cam, thanh yén, quyt
Khéng nhiéu thi it
Mua dd mét tram
Cam ba déng mét
Quyt mét déng nam
Thanh yén tuoi tét
Nam déng mét trai.
H&i méi thir mua bao nhiéu tréi, biét mét tién bang 60 déng?

1.26. M6t con ngua gia 204 déng (don vi tién cb). Co ba ngudi mubn mua nhung méi ngudi
khéng du tién mua.

Ngudi thtr nhat néi véi hai ngudi kia: “Méi anh cho téi vay mét nira sé tién ctia minh thi
t6i 4 tién mua ngua’;

Nguoi thir hai néi: “M6i anh cho t6i vay mét phan ba sé tién clia minh, t6i sé mua duoc ngua”;

Ngudi thtr ba lai n6i: “Chi can méi anh cho téi vay mét phan tw sé tién clia minh thi con
nguwa sé la cua toi".

Héi méi ngudi co bao nhiéu tién?



CHUYEN PE 2
PHUONG PHAP

QUY NAP TOAN HOC.

NHI THUC NEWTON

D
3

RN

§; @uﬁg

Chuyén dé nay gidi thiéu phuong phap quy
nap toan hoc (mét phuong phap hiéu qua dé
chitng minh nhi*ng ménh dé toan hoc phu
thuéc sb tu nhién n) va cong thirc nhi thire
Newton trong trwdng hop téng quét, cing
nhu nhirng trng dung phong phu ctia chung.

AR

'PHUONG PHAP QUY NAP

TOANHOC

Thuat ngir Kién thirc, kindng
» Meénh dé toan hoc » M6 ta cac buée chirng minh tinh ding dan cia mét ménh

e Phuong phap quy dé toan hoc bang phuong phap quy nap toan hoc.

nap toan hoc * Chirng minh tinh dung dan ciia mét ménh dé toan hoc
bang phuong phap quy nap toan hoc.

* Van dung phuwong phap quy nap dé giai quyét mét sé van
dé thuc tién.

Trong toan hoc ta thudng phai ching
minh nhitng ménh dé phu thudc vao sé tu
nhién n. Phuwong phap quy nap toan hoc la
mét trong nhirng phuong phap rat hiéu qua
dé chirng minh nhitng ménh dé nhuw vay.

n=1
Budc 1 Budc 2




J mo1. Hay quan sat cac dang thirc sau:

3 uo2. Xét da thirc p(n)=n* —n+ 41.
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1. PHUONG PHAP QUY NAP TOAN HOC

1=1
143=4=2?
1+3+5=9=32
1+3+5+7=16=47
1+3+5+7+9=25=52

C6 nhan xét gi vé cac s6 6 Ve tréi va ¢ vé phai clia cac dang thirc trén? Tl d6 hay du doan
cong thire tinh téng clia n s6 1é dau tién

1+3+5+...+(2n-1).
S6 nguyén té la sb tw
nhién Ién hon 1 chi cé hai

wéc sb la 1 va chinh né.
a) Hay tinh p(1), p(2), p(3), p(4), p(5) va ching to
rang céc két qua nhan dugc deu la sé nguyén to. "
b) Hay dua ra mét dw doan cho p(n) trong trwong hop QQ?
tébng quat. v
= A

Chu y. Khang dinh p(n)la sé nguyén t6 véi moi s6 tw nhién n = 1 la moét khéng dinh sai. M&c
du khéng dinh nay dung véin =1, 2,..., 40, nhung no lai sai khi n= 41. That vay, véi n= 41
ta c6 p(41) = 4121a hop s6 (vi n6 chia hét cho 41).

Nhan xét. Dé khang dinh moét ménh dé toan hoc phu thudc s tw nhién nla dung, ta can phai
chirng minh du da kiém nghiém né véi bao nhiéu gia tri n di nira.

Pé chitng minh tinh ding d@an cla nhing
ménh dé phu thudc vao sé tu nhién ne N*,
ta khong thé thir true tiép voi moi sb tu nhién
n e N*. Tuy nhién, ta cé thé tién hanh nhu sau:

1. Trwéc hét ta kiém tra rang ménh dé la

’ S5 Phuong phap quy nap toan hoc déi khi duoc
dung véi n= 1. S pnap quynap

minh hoa mé phéng gan lién véi tac dung

2. Tachirng minh rang: tir gia thi€t ménh dé tuan ty clta hiéu tng domino: Néu
NGNS LEDIED f=t= 1 SUYIBR0 — Quan domino dau tién bj dé;

cling ding véi n=k+ 1. B y

— Méi quan domino do kéo theo quan

Nhu thé ménh @€ la dung véi moi so tw domino k& tidp bi dd:

nhién ne N*. ) )
thi tat ca cac quan domino sé bj do.

Phuwong phap l1ap luan trén day goi l1a phwong phap quy nap toan hoc (thudng goi tat la
phuong phap quy nap).



( ™
Chtrng minh mét ménh dé toan hoc phu thuéc n e IN*, dang véi moi n e N*, bang phuong
phap quy nap toan hoc, gém hai buéc sau:

Buwde 1. Kiém tra rang ménh dé la dung vai n = 1.

Bude 2. Gia thiét ménh dé dung véi sb tw nhién n= k = 1 (goi la gia thiét quy nap), chirng
minh rang ménh dé dung voi n = k+ 1. Két luan.

P

3 Vi du 1. Chirng minh rang véi moi so tw nhién n > 1, ta c6 Ding phirong phap quy

143484+ T %4 (20T =0% (1) nap dé& ching minh céng
thire thu duoc sau duw

doan & HD1.
Giai

Ta chirng minh bang quy nap theo n.
Budc 1.V6in=1taco 1= 12
Nhuw vay (1) dung cho trwéng hop n= 1.

Budc 2. Gia st (1) dung v6i n = k, tiec la ta co
1+3+5+7+---+(2k-1)= K> 5 Gia thiét quy nap
Ta sé chirng minh rang (1) cling dung véi n = k + 1, nghia la ta sé chirng minh
14+3+5+ 7+ +2k-1)+[2(k+1)-1=(k+1)°.
That vay, ta co
143+5+7+. .+ (k-1 +[2(k+1)-1] =[1+3+5+7+ _+(2k-1)]+(2k+1)
=k? +(2k +1) - Theo gia thiét quy nap
) = k? +2k +1=(k+1)°.

Vay (1) dung véi moi so6 tw nhién n = 1.

3 Luyén tip 1. Chirng minh rang véi moi sb tw nhién n= 1, ta cd
z x 2 z z

Chu y. Néu phai chirtng minh mét ménh dé dung véi moi s6 tw nhién n = p (p la mét so tu

14+2+3+...+n

nhién nao do) thi:
« Budc 1. Kiém tra ménh @é la dung véi n = p.
« Budc 2. Gia thiét ménh dé dung véi sé tw nhién n = k = p va chirng minh ménh dé dung
v6i n=k+ 1. Kétluan.

3 Vi du 2. Chirng minh rang véi moi sé tu nhién n = 2, ta c6 dang thirc

[1—2%](1—3%]...[1—%J="2—;1- (2)

Giai. Ta chirng minh (2) bang quy nap theo n.
1 3 2+1
5 z.: — z 1_ — e e e a . z.: —
Voin=2tacéd 5 5.0 Nhuw vay (2) dung véin= 2.
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« Giaslr (2) dung véin= k(k =2), ticla

)

Ta sé ching minh rang céng thire trén cling dang véi n = k+ 1, nghia la ta sé chirng minh

() (i) 32
22 32 )UK (k+1? ) 2(k+1)

That vay, st dung gia thiét quy nap, ta co

SR (N

=k+1_(_ 1 ):k+1_(k+1)2—1

2k (k+1? ) 2k  (k+1y
_k+1 (k+1-)(k+1+1) k<42
2 (k +1y S 2(k+1)

Vay (2) dung véi moi sb tw nhién n = 2.

P Luyén tip 2. Chirng minh rang v&i moi sé tw nhién n = 2, ta cé dang thirc

a"-b"=(a-b)@a ' +a"*b+...+ab"+b™").

ak+1 _bk+1 - ak+1 cu akb+ akb __bk+1
= a"(a—=Db) + b(a" = b").

2. MOT SO UNG DUNG KHAC CUA PHUONG PHAP QUY NAP TOAN HOC

Trong muc 1 ta da str dung phwong phap quy nap toan hoe dé chirng minh mét sé dang thirc
phu thudc sé tu nhién n. Dwéi day ta xét mét sb (rng dung khac clia phuong phap quy nap.

3 Vi du 2. Ching minh rang véi moi s6 tw nhién n,
n(n +1)(n + 2)luén chia hét cho 3. (3)

Giai
Ta chirng minh (3) bang quy nap theo n.

« Voin=0tac6 0-(0+1)-(0+2)=0:3.
Vay (3) dung voi n = 0.

« Gia st (3) da cho dung véin =k, ticla

k(k +1)(k +2):3,

ta can chirng minh (3) dung véin=k + 1.

Twr gia thiét quy nap ta suy ra k(k +1)(k +2)=3m, v6i mla s tu nhién nao do.
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Khi do ta co

(k+M)(k+2)k+3)=(k+3)k+1)(k+2)=k(k+1)(k+2)+3(k +1)(k +2)
=3m+3(k+1)(k +2)=3[m+ (k+1)(k +2)] : 3.
Vay (3) dung véi moi sé tw nhién n.

Nhan xét. Vi trong hai sb tu nhién lién tiép luén cé mét sé chdn nén tir két qua ctia Vi du 3
suy ra: Tich clia ba sé tw nhién lién tiép luén chia hét cho 6.
® Vi du 4. Chirng minh réng véi moi sé tw nhién n = 3, ta co
2" >2n +1. (4)
Giai
Ta chirng minh béat dang thirc (4) bang quy nap theo n, véin = 3.
« V6in=3tac62°>7=2-3+1.
Vay (4) dung voi n = 3.

« Gia sl (4) dung v6i n= k=3, tlrc la ta co 2% > 2k +1.

Ta can chirng minh (4) dung véi n = k+ 1, tirc la chirng minh 25" > 2(k +1) +1= 2k + 3.
That vay, theo gia thiét quy nap, ta co
21 =2.252.(2k +1) =4k + 2 =2k + 2(k +1)> 2k +3 do k > 3.
Vay bét dang thirc (4) dung véi moi s6 tw nhién n > 3.
9 Vidu5. SUr dung phwong phap quy nap toan hoc, chirng minh rang téng cac goéc trong clia

mot da giac n canh (n=3)la (n - 2)-180°.
Giai. Ta chirng minh khang dinh trén bang quy nap theo n, véi n = 3.

« Vai b= 3, ta c6 téng ba goc clia mét tam giac bang 180° = (3 - 2)-180°.

Vay khang dinh dung voi n = 3.

. Gia str khéng dinh ding v6i n = k > 3, A A,

ta sé chirng minh n6 dung véin = k+ 1. >

Thatvay,xetda giac k+1canh AA,..A A, .,
ndi hai dinh A va A ta duoc da giac Kk

canh AA,..A. Theo gia thiét quy nap,
tdng cac goc clia da giac k canh nay bang A

(k —2)-180°.
Dé thay téng cac goéc cla da giac
AA,..A A, bangtdng cac goc clia da giac

As

Ak-1

AA,.. A, cong véi tong cac goc clia tam giac A, A, A, ticla bang
(k—2)-180°+180° = (k —1)-180° =[(k + 1) — 2] - 180°.
Vay khang dinh dung véi moi da giac n canh, n = 3.
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® Vian dung (Céng thirc 18i kép)

30

Lai sudt gui tiét kiém trong ngan hang thuong duoc tinh theo thé thirc I&i kép theo dinh ki.
Theo thé thirc nay, néu dén ki han ngudi gl khéng rat 14 ra thi tién 1ai dugc tinh vao vén
clia ki ké tiép. Gia str mot ngudi guri sb tién A vai 1ai suét rkhéng déi trong méi ki.

a) Tinh téng s6 tién (ca von 1an 1ai) T, T,, T, ma nguéi d6 nhan duoc sau ki thir 1, sau ki
thir 2 va sau ki tho 3.

b) Dw dodn céng thtrc tinh tong s6 tién (ca von Ian 14i) T_ma ngwoi do thu duoc sau nki.
Hay ching minh céng thire nhan duoc d6 bang quy nap.

BAI TAP

2.1. Str dung phuong phap quy nap toan hoc, chirng minh cac dang thirc sau dung véi
moi s6 tu nhién n > 1.

a)2+4+6+.. . +2n=n(n+1);

n+1)(2n+1)

5 .
2.2. Méi khang dinh sau la dung hay sai? Néu em nghi la né dung, hay chirng minh né.
Néu em nghi la né sai, hay dwa ra mét phan vi du.

b) P +22+3% +...+ nP= 4

a) p(n) = >~ n+ 11 1a s6 nguyén t6 véi moi s6 tu nhién n;

b) n*> nvdéi moi sé tw nhién n = 2.

2.3. Chirng minh rang n*— n + 3 chia hét cho 3 v&i moi s6 tu nhién n = 1.
2.4. Ching minh rang n>- n + 41 1a sé 1é véi moi s6 nguyén duong n.

2.5. Chirng minh rang néu x > —1 thi (1 + x)" = 1+ nx v&i moi s6 tw nhién n.

2,6.Chot6ngSn=-1—+L+...+ L .
1.2 2.3 n(n+1)

a)Tinh S, S, S,

b) Du doan cong thirc tinh tong S_va chiing minh bang quy nap.

2.7. Slr dung phuong phap quy nap toan hoc, chirng minh rang sé dwéng chéo ctia mét

da giac ncanh (n =4)la n(n2— S),

2.2. Ta sé “lap luan” bang quy nap toan hoc dé chi ra rang: “Moi con méo déu cd ciing
mau’. Ta goi P(n) v&i n nguyén duong la ménh de sau: “Moi con méo trong mét dan gém
n con déu co6 cung mau’.

Bude 1. V6i n= 1 thi ménh dé P(1)1a “Moi con méo trong mét dan gém 1 con déu cé cing
mavu’. Hién nhién ménh de nay la dung!

Bude 2. Gia sir P(k) dung voi mét sb6 nguyén duong k nao do. Xét mét dan méo goém
k+ 1con. Goi ching la M,, M,, ..., M, ,. B6 con méo M __ rakhdi dan, ta nhan duoc
mét dan meéo gém kconla M,, M,, ..., M, . Theo gia thiét quy nap, cac con méo cé6



cung mau. Bay gio, thay vi bé con méo M . ta bd con méo M, dé cd dan méo gém k con
la M,, M,, ..., M,_ . Van theo gia thiét quy nap thi cac con méo M,, M,, ..., M, ,co
cting mau. Cudi cung, dwa con méo M, trd lai dan dé co dan méo ban dau. Theo céc lap

luén trén: cac conmeo M,, M,, ..., M, cécung mauvacacconmeo M,, M,, ..., M, ,
c6 cung mau. T d6 suy ra tat ca cac con méo M,, M,, ..., M, , déu coé cung mau.
Vay, theo nguyen li quy nap thi P( ) dung véi moi sé nguyén duong n. Néi riéng, néu
goi N la sé méo hién tai trén Trai Dét thi viéc P(N) dung cho thay tat ca cac con méo (trén
Trai Pat) déu cd cung mau!

Tat nhién la ta cé thé tim duoc cac con méo khac mau nhau! Theo em thi “1ap luan” trén
day sai & cho nao?

Em c6 biét?

* Phwong phap lap luéan bang quy nap khéng phai la mét phat minh clia mét ca
nhan tai mét thoi diém cb dinh nao. Nguéi ta cho rang cac nha toan hoc Hy Lap
da biét téi nguyeén li quy nap, nhwng khéng that su ré rang.

« Lap luan bang quy nap lan dau tién xuat hién maét cach twdng minh trong cuén
sach Arithmeticorum Libri Duo nam 1575 cua nha toan hoc va thién van hoc
nguoi Y Francesco Maurolico (1494 — 1575).

« Nha toan hoc nguéi Anh John Wallis (1616 — 1703) dugc coi la ngudi dau tién
str dung thuat ngtr quy nap.
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) 0 imicnon

Thudt ngir Kién thire, ki nang
e Tam giac Pascal * Xac dinh cac hé sb trong khai trién nhi thirc Newton
. Hésd théng qua tam giac Pascal.

« Nhj thire Newton . Khai trién nhi ttju’c !\lemrton (Aa + b)t‘ béxng cach str dung tam
giac Pascal hoac str dung cong thire to hop.

+ Xacdinh hé sb ctia x*trong khai trién (ax+ b)" thanh da thirc.

Quan sat cac khai trién nhj thirc Newton sau:

(a+b)° =1 1

(a+b) =1a +1b ol 1

(a+b)* =1a* +2ab + 1b* i 2 1

(a+ b)® =1a°® + 3a*b + 3ab® + 1b° 1 3 3 1
(a+b)* =1a* + 4a°b + 6a°b* + 4ab® + 1b* 1 4 6 4 1

(a+b)’ =1a° +5a'b+10a’b? +10a%b® +5ab* +1° 1 5 10 10 5 1

Cac hé sé trong khai trién cla (a + b)" tao thanh tam giac nhu & hinh trén. C6 thé xac dinh
dwoc mot hang béat ki clia tam giac nay va do dé tinh duoc cac hé sb hay khéng?

| 1. TAM GIAC PASCAL
2 wo1. Khai trién (a + b)", n € {1; 2; 3; 4; 5}
Trong Bai 25 SGK Toan 10 (b6 sach Két néi tri thikc véi cude séng), ta da biét:
(a+b) =a+b
(a+b)* =a® +2ab +b*
(a+b)® =a° +3a’b + 3ab* + b°
(a+b)* =a* +4a°b + 6a’b? + 4ab® + b*
(a+b) =a° +5a’b +10ab? +10a%b® + 5ab* + b°
V6i n e {1; 2; 3; 4; 5}, trong khai trién ctia méi nhi thirc (a + by
a) Co bao nhiéu sb hang?
b) Téng s6 mii clia a va b trong méi sb hang béng bao nhiéu?

c) Sé mi cua a va b thay ddi thé nao khi chuyén tir sé hang nay dén sé hang tiép theo,
tinh tlr tréi sang phai?




' ™

Trong khai trién cla (a+ by’ (V6i n=1,2, 3, 4, 5).
1. C6 n+ 1sb hang, sé hang dau tién 1a a" va sé hang cudi cung la b".
2. Téng sé mil clia a va b trong méi sb hang déu bang n.

3. Sémii clia a giam 1 don vi va s mi cla btang 1 don vi khi chuyén tir s6 hang nay
dén sb hang tiép theo, tinh tr trai sang phai.

“ 7

Tl nhi*ng quan sat nay ta cé thé dy doan, chang han:
(a+b)’=a"+2a°b+7a'h* +2a° 0% +2a%b* + 2ab® + b°,
O day déu “?" dé chi cac hé sé chuwa biét. Dé hoan thanh khai trién, ta can xac dinh cac hé
sé nay.
2 uo2. Tam giac Pascal

Viét cac hé sb clia khai trién (a+ b)" voi mét sé gia tri dau tién clia n, trong bang tam giac sau
day, goi la tam giac Pascal

(a+b)’ 1

(a+b) 11

(a+ by 24 5 1+1=2
(a+b) 1 368 s 1423

(a+b)* 1 4, By 4, 1 —1+3=43+3=6
(a+bY 1 5 10 10 5 1

Hang dau quy wdc goi la hang 0. Hang n (ng véi cac hé sé trong khai trién nhi thirc (a + b)".

\

Trong tam giac Pascal:

Moi s (khac 1) déu |a téng clia hai sb & ngay phia trén no.

Tl tinh chat nay ta cé thé tim béat ki hang nao clia tam giac Pascal tir hang & ngay phia trén
nd. Chang han ta co thé tim hang 6 tir hang 5 nhu sau:

(a+b)’ 1 5 10 10 5 1
N YN YN N KN Y

(a+b)° 1 6 15 20 15 6 1 —»1+5=6,5+10=15,10+10=20

\LJ
E Tim cac hang 7 va 8 cua tam giac Pascal.

9 Vi du 1. St dung tam giac Pascal viét khai trién clia (a+ by
Giai
Khai trién cua (a + b)° co dang
(a+b)® =a"+2a°b+2a'h* +2a°b° +2a°h" +Pab®+b°,
Cac hé sb trong khai trién nay la cac hé s6 & hang 6 clia tam giac Pascal. Do d6 ta c6 ngay
(a+b)’* =a° +6a’b +15a*b® + 20a°b> + 15a°b* + 6ab’ + b°.
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3 Vi du 2. S&r dung tam giac Pascal viét khai trién cla (3 - 2x)°.
Giai
Ta viét khai trién cla (a+ b)’ réi sau d6 thay a = 3, b = —2x vao khai trién nhan duoc.
Duwa vao hang 5 clia tam giac Pascal, ta co
(a+b) =a° +5a*b+10a°b? +10a’b® + 5ab* + b°.
Véia=3, b=-2x taduoc
(B=2%P =35 +5:3(-2%)+10: BH-0%P +10- 250+ 5 H-=2%)* +(-2%)°
=243 -810x +1080x* - 720x° + 240x* - 32x°.

$ Luyén tip 1. a) S dung tam giac Pascal viét khai trién cla (a + b)'.
b) St dung tam giac Pascal viét khai trién ctia (2x — 1)*.
Dudi day ta sé xay dung céng thirc cho phép xac dinh truc tiép hé sé béat ki trong khai trién
(a+ b).
» uo3. Tinh chét cua cac sé C'
a) Quan sat ba dong dau, hoan thanh tiép hai déng cudi theo mau:
(a+b) =a+b=Cla+Cb
(a+ b)Y =a*+2ab+b* =Cla’ + Cjab + C2b*
(@a+b)’ =a’ +3a’b+3ab’ + b = Cia’ + Cja’b + Ciab® + C3b’
(a+b) =a* +4a°b+6a’b* +4ab’+ b’ =...
(a+ b)Y =a° +5a*b+10a°bh® +108°b” + 5ab* + b° =...
Nhan xét rang cac hé sé khai trién clia hai s6 hang cach déu sé hang dau va sé hang
cudi luén bang nhau. Hay so sanh, chéng han, C; va C;, C? va C. Tur d6 hay du
doan hé thirc gitta C va CI* (0 <k <n).

b) Dwa vao két qua clia HD3a, ta cé thé viét nhiing hang dau cltia tam giac Pascal dudi dang:

(a+b) o

(a+b) ¢ G

(@ + by e ¢ ¢

(a+ by cc ¢ ¢ ¢
(a+b)* G ¢, G (55 (63}
(a+b) e ¢ & & ¢

TW tinh chéat clia tam giac Pascal, hdy so sanh C? + C! va C}, C? +C} va Cl,... Tur d6
hay dw doan hé thirc gitta C: ] +C% , va Ck.
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Tinh chét clia cac sé C*:

« Ck =C"* (0 <k <n) (Tinh chét déi xirng).

« Ci'+Ck, =Cf (1<k <n) (Hé thirc Pascal).

S

A1 -
B Hay chirng minh cac céng thirc trén bang cach str dung céng thirc tinh sb céc té hop.

2. CONG THUC NHI THUC NEWTON

J w04, Quan sat khai trién nhi thire clia (a+ by’ vGi n € {1; 2; 3; 4; 5} & HD3, hay du doan céng
thirc khai trién trong truéng hop téng quat.

[ (a+b)' =Cla" +Cla"'b+ .. +C''ab™" +C'b". (1) J

Chtrng minh
Ta chirng minh (1) bang quy nap theo n.

« Khin=1,tacd

(a+b)' =a+b=Cla+Cb.

Vay céng thtrc (1) dung khi n= 1.

« V6i gia thiét (1) 1a dung véi n= m, tic la ta cd

(@+b)"=Cla" +C'a"'b+...+C"'ab™" +C"b".
Ta sé chirng minh rang (1) cling ddng khi n=m+ 1, ttec la

(a-+bF" =6l 4™ £+ CL a7b+...+ CFab® + G, 2)

m+1 m+1

That vay, ta co

(a + b)m+1

(a+b)"(@a+b)

(coa™ +Cra™'b+...+Cha™ b +..+Cp'ab™ " + Cob™ ) (a+b)

= (C,(:,a'" Gl b w6 a D .. +0T leb” vu C,'n"b"’)a B

+ (C,‘,’,a”' +Cla™'b+..+Cka™*b* +...+C""ab™ " + C,’;’bm) b

=Cpa™" +(C +C2)a"b+...+(Ck +Ci)a™ b + .. +(Cp +Cn')ab™ + Cb™ "

Vi C® =1=C?

m+1?

Cr=1=C"!,C} +Ct"'=C¥ ,néntaco (2).

Vay céng thirc nhj thirc Newton la dung véi véi moi sé nguyén duong n.

Chiiy. Sé hang thtr (k + 1) trong khai trién clia (a + b)* thanh dang (1) 1a T, =Cka"*pk.
3 Vi du 3. Viét khai trién nhj thirc Newton (a + b)°.

Giai

Ta co

(a+b)® =C%° +Cla’h + C2a*h? + Ca’b® + Cla?b* + Clab® + CEb°
=a° +6a’b +15a*b? + 20ab® + 15a°b* + 6ab® + b°.
Nhw vay, ta tim lai dwoc két qua clia Vi du 1, nhung bang phwong phéap khac.
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Chay. Vi C§ =C.™™ (0 < k < 6) nén ta chi can tinh C_,C
ra G2 G3.CP.

1,CZ,C; vadung tinh chat nay dé suy
$ vi du 4. Khai trién biéu thire (3x - 2)*.
Giai
Theo céng thirc nhi thirc Newton, ta co
(3x-2)* =C2(3x)* + C}(3x)*(-2) + C2(3x)*(-2)* + C}(3x)(-2)* + C; (-2)*
=81x* —216x® +216x* —96x +16.
$ Luyén tip 2. Khai trién (x - 2y)°.

S6 hang chura x* trong khai trién clia (ax + b)" la C"*(ax)b™* hay C “a“b™*x" .
Do d6, hé sb cla x*trong khai trién cla (ax + b)* la C” *a*b"* .

P Vi du 5. Tim hé sb cla x* trong khai trién cla (x + 2)'°.

Giai. S6 hang chtra x* trong khai trién clia (x + 2)'°la CJJ *x*2'°*,

Sé hang chira x* tng v&i k= 4, tic la s6 hang C%x*2° hay 13 440x*.

Vay hé sb clia x*trong khai trién ctia (x + 2)'°la 13 440.
9 Luyén tdp 3. Tim hé sé clia x’ trong khai trién thanh da thire ctia (2 — 3x)™.
3 Vi du 6. Tim sb nguyén duong n thoa man
C23"+Cl3% +...+C" '3+ C" =64.

Giai. Nhan thay vé trai ciia dang thirc trén co chira cac luy thira clia 3 nén ap dung khai trién
nhi thirc Newton cho (x + 3)" ta duoc

(x+3)'=C23" +C3"'x +...+C™"3x"" + C x".
Cho x = 1 ta duoc
4" =(1+3) =C°3" +C!3™ +...+C"3+C" =64 =4°
Vay sb nguyén duong can tim la n= 3.

¥ Vin dung (Sé céc tap con cua tap hop cé n phan t)
a) Viét khai trién nhij thirc Newton clia (1 + x)".
b) Cho x = 1 trong khai trién & cau a), viét dang thirc nhan duoc. Giai thich ¥ nghia clia

dang thirc nay voi luu y réng C,, (0< k < n) chinh la s6 tap con gém k phéan tir cla
mét tap hop co n phan tir.

c) Tuong tw, cho x = —1 trong khai trién & céu a), viét dang thirc nhan dwoc. Giai thich
nghia clia dang thirc nay.
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BAI TAP
2.9. Slr dung tam giac Pascal, viét khai trién:
a) (x-1)’; b) (2x-3y)".
2.10. Viét khai trién theo nhj thirc Newton:
a) (x+y)5 b) (1-2x)".

11. Tim hé sé cua x2 trong khai trién clia (2x + 3)'.
2.12. Biét hé sb cla x? trong khai trién ctia (1 - 3x)"1a 90. Tim n.

2.13. Tir khai trién biéu thirc (3x — 5)* thanh da thire, héy tinh téng cac hé sé clia da thirc
nhan duoc.

2.14. Tim hé sb cuia x° trong khai trién thanh da thirc clia biéu thirc
x(1-2x)° + x*(1+ 3x)"°.
2.15. Tinh téng sau day:
Ci= 76!

2021 2021

4 22c2 _ 23 C3 U 22021c2021

2021 2021 2021

2.16. Tim s6 tu nhién n thoa méan

C) +C..+C, +xC, £2°°
2.17. Tim sb nguyén duong n sao cho

C’+2C! +4C% +...+2"C" = 243.

)100 100

2.18. Biétrang (2+ x)'® =a, + a,x + a,x*> +...+ a,,x'". Vai gia trinao clia k (0 < k <100)

thi a_lon nhat?

Em cé biét?

« Tam giac Pascal dugc dat tén theo nha toan hoc
nguoi Phap Blaise Pascal. Ong la nguoi cé cong
I6n trong viéc m& ra hai linh viec méi trong toan
hoc la Hinh hoc xa anh va Li thuyét xac suat.
That ra tam giac Pascal da duoc nghién ctru tir
nhiéu thé ki trvéc @6 bdi cac nha toan hoc An D6,
Ba Tuw, Trung Hoa, Buc, Y.

+ Nhi thtrc Newton dugc dat tén theo nha bac hoc
nguoi Anh Isaac Newton. Ong dugc biét den nhuw
mot trong nhitng nha toan hoc vi dai nhat ciia moi
thoi dai, déng thoi la mét trong nhitng nha khoa
hoc c6 anh hudng nhat trong lich st khoa hoc.
Thét ra cong thirc noi toi duoc biét dén tir trudc.
Newton la ngudi cé céng mé réng céng thirc cho
trwong hop n la sé thuc!

Isaac Newton (1643 -1727)
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BAI TAP CUOI CHUYEN BE 2

2.19. Chirng minh rang véi moi sé tw nhién n > 1, ta co
2.2'+3.-2244-2°+ ... +(n+1)-2"=n. 2™,

1 1 1
L. g
13 35 (2n-1)2n+1)
a)Tinh S, S, S,.
b) Dy doan céng thirc tinh téng S_va chiing minh né bang quy nap.
2.21. Chirng minh rang véi moi s tu nhién n, ta cé 10> + 1 chia hét cho 11.

2.20. Pat S, =

2.22. Chirng minh rang véi moi sé tw nhién n > 2, ta c6

5">3"+4".
2.23. a) Khai trién (1 + x)'°. b) So sanh (1,1)"° va 2.
2.24. Tim hé sé cla x° trong khai trién thanh da thirc clia
(2x- 81

2.25. Khai trién da thirc (1+ 2x)* thanh dang
8, +8,X + 8, X7+ . A+ aX2,
Tim hé s6 a, I6n nhat.
2.26. Chtrng minh rang
Cy +C2 +Cy +..+C =C} +C3 +C5 +...+CZ.
Ap dung: Tim s6 nguyén duong n thoa mén
C;, +C +...+ CI'"'= 2048,
2.27. Tim gia tri 16n nhét trong cac gia tri
el ¢, ... C.

Ap dung: Tim hé sé 16n nhét cla khai trién (a + b)", biét rang téng cac hé sb clia khai trién
bang 4 096.

2.28. Tim sb hang co6 gia tri I&n nhat cla khai trién (p+ gy véip>0,g>0 p+q=1.




CHUYEN ?E 3
BA DUONG CONIC

VA UNG DUNG

S —

Ta d4 biét dinh nghfa va phuong trinh chinh tac
ctia ba dwdng conic. Chuyén dé nay sé dua em
t&i nhitng hiéu biét sau hon vé cac yéu té dac
trung, hinh dang va mat sd trng dung cha ba
dudng dé.

Thuat ngir Kién thirc, kindng
«  Dinh, d6 dai truc «  Xac dinh cac yéu té ddc trung cua elip (ellipse) khi biét
« Puong chuan, phwong trinh chinh tac.

tam sai + Giai quyét mét s6 van dé thue tién gan voi elip.
* Ban kinh qua tiéu

* Hinh chit nhat co s&

M&i hanh tinh trong hé Mat Tréi chuyén déng
theo moét quy dao hinh elip nhan tam Mat
Troi la mot tiéu diém. Khoang cach 16n nhéat
va nhé nhat tir Trai Dat dén tam Mat Troi
twong trng khoang 152-10° km va 147-10° km
(theo nssdc.gsfc.nasa.gov). Liéu co lap duoc
phuong trinh chinh téc cla elip 1a quy dao cla
Trai Dat?




1. HINH DANG CUA ELIP

2 2

2 Bo1. Cho elip c6 phuwong trinh chinh tac —+% 1.(H.3.1).
a
a) Tim toa d6 cac giao diém cua elip voi cac g‘b
2

truc toa dé.

b) Hay giai thich vi sao, néu diém M(x y,) thude
elip thi cac diém cé toa d6 (x (X, yo) (=X ¥o):

| F F.l
(-X,; -Y,) cting thudc elip. i} L 2 YA,

: -8, ,-¢ O c, /2
c) Vai diem M(x y,) thudc elip, hay so sanh I I
OMP véi @ b _—— |-

Hinh 3.1

Cho elip cé phuong trinh chinh téc —+% =1. Khi do
a
» Elip c6 hai truc d@éi xing la Ox, Oy va tam d@éi xung la géc toa d6 O.
« Cac diém A,(-a;0), A(a: 0), B,(0; -b), B,(0; b) duoc goi la cac dinh.
« Caéc doan thang A, A, B, B, tuwong ing duoc goi la truc lon, truc nho.
» D6 dai truc I6n, truc nho twong tng la 2a va 2b.
* b<OM< avoi Mthudc elip.

» Hinh chi¥ nhéat véi bon dinh P(-a; b), Q(-a; -b), R(a; -b), S(a; b) goi la hinh chi
nhat co sé cua elip.

2 2

» Vidu1. Choelip >— +X_ =1, Tinh d6 dai cac truc vt

100 25 B,
va toa d6 cac dinh cla elip do.
Giai o
Cac truc lon, truc nho cua elip twong tng (H.3.2) ¢ A A X
d6 dai 2a= 2100 =20 va 2b= 2425 =10.
Do do, elip c6 cac dinh la A (-10; 0), A(10; 0), B,
B,(0; -5), B,(0; 5). ‘

Hinh 3.2

3 Luyén tip 1. Viét phuong trinh chinh tac cla elip voi d6 dai truc 16n bang 10 va tiéu cu
bang 6.

2 Vidu 2. Cho €elip ¢6 phuong trinh chinh tac —+ Z—z 1. Chirng minh rang, cac diém thudc elip
va khac dinh déu nam trong hinh chii nhat co s&, con bdn dinh clia elip la trung diém clia cac
canh ctia hinh ch* nhat do.
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Giai

YO

Goi M(x; y,) la mét diém thudc elip. Do ;-+ 7 =1nénx’ <a’ y2<b® vanéu x? = a®thi

Y,=0, néu y: = b*thi x,=0.Vayhoac-a<x <a -b<y <bhoaccap (x; y,) la méttrong
bdn cap (-a; 0), (a; 0), (0; -b), (0; b). Tir d6, ta cé diéu phai chirng minh.

Ya

)
N

1

><'u

Hinh 3.3

Chuay
Khi ti s6 2 cang nhé (cang gan vé 0), thi hinh chi* nhat co sé& cang “det” va elip cang “gay".
a

Khi ti s6 g cang 16n (cang gan t6i 1), thi hinh chi nhéat co s& cang gan véi hinh vuéng va

elip cang “béo” (cang gan duéng tron) (H.3.4).

C__SKETN(ITRITY

ol

A
\_/

oo
N N

Hinh 3.4

» Luyén tip 2. (Phép co dudng tron). Cho dwdng tron co6 phuong trinh x* + y2 a’vasb k
(O < k< 1). V6i méi diém M(x ¥,) thudc duong tron, goi H(x; 0) la hinh chiéu vuéng goc
clia M1én truc Ox va N la dlem thuéc doan MH sao cho HN = kHM (H.3.5).

a) Tinh toa dé cua N theo X, yo;
b) Chirng minh rang khi diém M thay ddi trén dwdng tron thi N thay déi trén elip co

2 2

phuwong trinh chinh tac X—+ Y __1.

a  (kay
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Chuy M
Ngu’di tandi: Phép co vé truc hoanh hé sb k bién duéng tron %%

2 2 H 2
x?+ y?= a? thanh elip cé phwong trinh L A ~=1. : >

Hinh 3.5

2. BAN KiNH QUA TIEU, TAM SAI VA PUONG CHUAN
) 1o2. Cho elip c6 hai tiéu diém F (-c; 0), F,(c; 0) va d6 dai truc I6n bang 2a va diém M(x; y).

a) Tinh MF; - MF?
b) Khi diém Mthucc elip (MF, + MF, = 2a), tinh MF, - MF,, MF,, MF,

2 2
Cho elip c¢é phuong trinh chinh tac %+§=1, VvGi céc tiéu diém F,(-c; 0), F(c; 0)

(v6i ¢ =vJa> —b? ). V6i didm M(x; y) thudc elip, ta c6 MF, = a+ %x, MF, = a —gx.
Cac doan thang MF,, MF, duogc goi la ban kinh qua tiéu cla M.

o

¥ Vi du 3. Cho €lip c6 phuwong trinh chinh tac —+ %3 =1. Tim céac diém trén elip dé khoang céach

tir Giém d6 dén tiéu diém F, twong tng dat gia tri nhé nhét, Ién nhat.

Giai. Elip co nira tiéu cy la ¢ :m. V&i méi diém M(x,; y,) thudc elip, ta cé ban kinh
qua tiéu clia M trng Vvoi tiéu diém F, la MF, = a+§x0. Mat khac M(x; y,) thudc elip nén
—a<x <a. Dodo, a-c<MF :a+§xo <a+c. Honnta, MF,=a-c< x;=-a, y =0va

MF =a+c< x,=a y =0.Vay MF, nho nhat khi diém M trung dinh A [(=a; 0)va MF_Ién
nhéat khi diém M trung dlnh Afa; 0) cua elip.

Chuy Ban kinh qua tiéu cé d6 dai

Tuong tw Vi du 3, khoang cach tur M dén tiéu diém Flanho Ién nhat bang nira téng cua

nhéat khi M tring dinh A (a; 0) va 16n nhét khi Mtring Ginh 99 dai truc lon va tiéu cu,
A 0 va c6 doé dai nhé nhat bang

[(=a: 0). ntra hiéu ctia d6 dai truc lon
va tiéu cu.

2 2
J Luyén tdp 3. Cho elip ;—6+%=1, diém M thay dbi trén elip. Hoi khoang céach tir M t6i

mét tiéu diém cla elip 1&n nhat bang bao nhiéu, nhé nhat bang bao nhiéu?
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3 vin dung 1. VV6i théng tin dwoc duara trong tinh huéng mé dau, lap phwong trinh chinh tac clia
elip quy dao clia Trai Dat, v6i 1 don vi do trén mét phang toa do tng véi 10° km trén thuc té.

2

y S s 5 X
3 uoz. Cho elip cé phuong trinh chinh tac —?_ e 1, véi cac tieu dieém F (-c; 0), F(c; 0), &
2

1 a

day c=+a*-b? (H.3.6). Xét cac duong thang Ayl x=-2 va Ayt x=—.

C (o4
V&i diém M(x; y) thudc elip, tinh cac fi sb MF, o _ME theoavac
d(M, A,) d(M, A,
Vi
ul ———'—"ﬁ*-—M L
gy, |
_a F, OJ a X
e - =
A, A,
Hinh 36
y

Cho elip cé phuong trinh chinh tac
e=NaP=h ).

Khi diém M(x; y) thay déi trén elip, ta luén co

1, voi cac tiéu diém F (-c; 0), F(c; 0) (voi

—2_

MF,
d(M, A,)

MF, i x :
= = ekhdng doi, trong do
aM, &) : &

c S e
« e=— duoc goi la tam sai cua elip.
a

a ..
X=-= Va A,
e

. A

a 11 W | 2 . - .
s : x== duoc goi la cac duong chuan twong tng voi F, va F,
e

cua elip.

Chuy
« Tam sai e cla elip 1a mét sé duwong nhé hon 1.

e D06 dai cac ban kinh qua tiéu clia diém M(x; y) thudc elip con duoc viét duéi dang
MF, = a + ex, MF, = a - ex.

2 2

X . ¥
Vidu4a.Choelip —+Z==
P vidu o elip TRET
Giai

Tacoa?=64, b*=39.Suyra a=8, b=+/39 va c =+Ja’ - b* =5.

1. Tim tam sai, tiéu diém va cac dudng chuan cla elip.

64 . . . 2 s e 4 64

(rng Vvoi tiéu diém FlaA: x= 5 va dudng chuan trng vai tiéu diém F,la A,: x Mo
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2 2

3 Luyén tip 4. Cho elip cé phurong trinh chinh tic % + % ~1. Tim tam sai va cac duong chun

cla elip. Tinh cac ban kinh qua tiéu ctia diém M thudc elip va co hoanh d6 bang —2.

’ 2 2 2
Nhan xét. Trong phwong trinh chinh tac cla elip, vi tam sai e:EZaT'zb: J1—(£J
A a a

nén: -

« e cang nho (cang gan vé 0) thi g cang |én va do do elip cang “béo” (cang gan dudng
tron);

« ecang |én (cang gan téi 1) thi — cang nhd va do d6 elip cang “det” (H.3.7).

Hinh 3.7

P Van dung 2. M&t Trang chuyén déng theo mét quy dao hinh elip nhan tam Trai Dat la mét
tiéu diém. Cac khoang cach I&n nhat va nho nhéat tl cac vi tri clia Mat Tréng dén tam Trai
Pét twong trng la 400 000 km va 363 000 km (theo nssde.gsfc.nasa.gov). Tim tam sai clia
quy dao elip.

BAI TAP
3.1. Cho elip X—z +y—2:1.
12 4
a) Xac dinh céac dinh va dé dai cac truc cla elip.
b) Xac dinh tam sai va cac dudng chuan cla elip.
c) Tinh céc ban kinh qua tiéu ctia diém M thudc elip, biét diém M c6 hoanh d6 bang -3.
3.2. Viét phuwong trinh chinh téc cla elip trong méi trudng hop sau:
a) D6 dai truc 16n bang 8, tiéu cw bang 6;

N

b) D6 dai truc Ién bang 8 va tam sai bang -

2 2
3.3. Cho elip %H’?:m

a) Qua tiéu diém clia elip vé duang thang vuéng goc voi truc Ox, cét elip tai hai diém Ava B.
Tinh d6 dai doan thang AB.

b) Tim diém M trén elip sao cho MF, = 2MF, v6i F, va F, la hai tiéu diém cla elip (hoanh
d6 clia F, &m).

b



3.4. Buong tron phu clta hinh elip la dudng tron cé dudng kinh la truc nho cla elip
(H.3.8). Do do, duong tron phu la duwdng tron |dn nhat co thé nam bén trong mét hinh
2 2

elip. Tim phuwong trinh dwéng tron phu cla elip %+ % = 1va chirng minh rang, néu diém

M(x; y,) thudc elip thi diém N[—Z— xO;yoj thudc dudng tron phu.

Hinh 3.8

3.5. V6i tam sai khoang 0,244, quy dao elip clia sao Diém Vuong “det” hon so véi quy
dao clia tam hanh tinh trong hé Mat Troi (xem Em cé biét? & cudi bai). Nira do dai truc
Ién clia elip quy dao la khoang 590 635-10° km. Tim khoang cach gan nhat va khoang
cach xa nhét gitra sao Diém Vuong va tam Mét Troi (tiéu diém cla quy dao) (theo nssdc.
gsfc.nasa.gov).

3.6. M6t phong thi tham co tran vom elip voi hai tiéu diém & d6 cao 1,6 m (so voi mat
san) va cach nhau 16 m. Binh ctia mai vom cao 7,6 m (H.3.9). H6i am thanh thi tham tlr
mat tiéu diém thi sau bao nhiéu giay dén dugc tiéu diém kia? Biét van toc am thanh la
343,2m/s va lam tron dap so t&i 4 chir sO sau dau phay.

76 m

I
I
I
I
16m I
¥

Hinh 3.9

Em c6 biét?

- Dua vao tinh chét quang hoc cla elip, nguoi ta da thiét ké cac phong thi tham
(whispering gallery), voi mai vom elip hoac cac burc twong elip dé hai nguoi
ding & hai tiéu diém, du khéng gan nhau, van co thé thi tham dwoc véi nhau.
Chang han, trong phong thi tham hinh elip tai Bao tang khoa hoc va céng nghiép
Chicago, Hoa Ky, hai ngudi drng ¢ hai tiéu diém cua elip (trwdc cac tam kinh
elip) cach nhau khoang 13 m van co thé néi chuyén thi tham VvGi nhau, vi khi gap
tam kinh va céac blrc twong, am thanh déa phan xa va héi tu vé vi tri noi nguoi
nghe dirng.

45



46

Mé&c du cac hanh tinh trong hé Mat Tréi chuyén déng theo cac quy dao elip
(H.3.10a) nhan tam Mat Tréi la mét tiéu diém, nhung véi cac tam sai rat nhé, nén
cac quy dao nay rat gan véi dwdng tron. Tam sai clia quy dao tam hanh tinh quen
thuéc trong hé Mat Troi nhw sau: Kim tinh: e = 0,007; Mdc tinh: e = 0,049; Thuy
tinh: e = 0,205; Tho tinh: e = 0,055; Hoa tinh: e = 0,094; Trai Pat. e = 0,017; Hai
Vuong tinh: e = 0,011; Thién Vwong tinh: e = 0,046 (theo nssdc.gsfc.nasa.gov).

Ngoai dinh luat vé quy dao elip cta cac hanh tinh trong hé Mat Troi, Kepler
con c6 cac dinh luat néi tieng va quan trong sau day vé chuyén déng clia cac
hanh tinh:

» Trong qua trinh chuyen déng quanh Mat Troi, ban kinh qua tiéu cta hanh tinh
tng voéi tiéu diém tai tam Mat Troi quet nén nhieng hinh c6 dién tich bang
nhau trong nhirng khoang théi gian bang nhau (H.3.10b).

» Binh phwong chu ki quy dao (thoi gian di hét mét vong quy dao) clia mét hanh
tinh ti 1& vé&i lap phuwong nira d6 dai truc Ién cua elip quy dao.

Sau Kepler khoang tam thap ki, Newton da chi ra rang, cac dinh luat vé

chuyén déng va Binh luat van vat hap dan clia 6ng kéo theo ba dinh luat noi

trén cla Kepler.



HYPEBOL

Thuat ngir Kién thirc, ki ndng
* Pinh, d6 dai truc « Xac dinh cac yéu té dac trung cia dwong hypebol

; T (hyperbola) khi biét phuong trinh chinh tic cta né.
e Puwong chuan, tam sai ) - ) - )
« Ban kinh qua tiéu e Giai quyét moét sd van dé thuc tién gan voi duong

hypebol.

¢ Hinh chir nhat co s&

Sao chéi Borisov (2I/Borisov) chuyén déng
theo quy dao hypebol véi tam sai khoang
3,3567 (theo: minor.planetcenter.net), chi
di vao hé Mat Troi mét lan, khoéng quay lai
(H.3.11). Chi véi théng tin tam sai, may tinh
da coé thé vé dugc hinh anh thu nhd cla
hypebol quy dao. Vay tdm sai cla hypebol

& gi? Ta s& cung tim hiéu trong bai hoc nay. o s p o TS T s nody

30/8/2019 boi nha thién van hoc nghiép du Gen-
nady Borisov.

1. HINH DANG CUA HYPEBOL
2 2
3 wo1. Trong mat phéng toa d@o, cho hypebol cé phuwong trinh chinh tac %—Z—z =1.
a) Hay giai thich vi sao néu diém M(x ; y,) thuéc hypebol thi cac diém co toa d6 (x; -,).
(—xo; yo), (—xo; —yo) cling thuéc hypebol (H.3.12).

b) Tim toa d cac giao diém cua hypebol voi truc hoanh. Hypebol cé cét truc tung hay
khéng? Vi sao?

c) V&i diém M(x,: y,) thuéc hypebol, hay so sanh |x | voi a.

Vi

-
-

Hinh 3.12




X2

a’
« Hypebol c6 hai truc déi xtrng 1a Ox va Oy, va c6 tam déi xing la géc toa do O.

2
Cho hypebol c6 phuong trinh chinh tac —{7 =1. Khi dé

« Truc Ox (chtra hai tiéu diém) cat hypebol tai hai diém A (-a; 0), A (a; 0) va duoc goi
la truc thure.

« Hai diém A (-a;0), A(a; 0) duoc goi la hai dinh.
« Truc d6i xirng Oy khéng cat hypebol va duoc goi la truc ao.
» 2a, 2btuong trng duoc goi la dé dai truc thuc, truc ao.

« Trong hai nhanh clia hypebol, mét nhanh chira cac diém déu cé hoanh @6 x = a
(nhanh chira dinh A.(a; 0)), nhanh con lai chtra cac diém déu c6 hoanh d6 x < -a
(nhénh chira dinh A (-a; 0)).

« Hinh chi* nhéat véi bén dinh cé toa dé la (-a; b), (-a; -b), (a; -b), (a; b) dugc goila
hinh chi nhat co so.

« Hai dudng thang chira hai duwong chéo clia hinh chit nhat co s& dwoc goi la hai

duwong tiém céan, va cé phuong trinh 1a y = —gx va y= gx.

%

Chu v. Trong hypebol néi trén, nhanh chira dinh A (a; 0) la nhanh gbém cac diém M thoa man
MF, — MF,= 2a, nhanh chtra dinh A (-a; 0) la nhanh gbm cac diém M thoa man MF,—- MF.=2a

(V6i F (-¢; 0), F(c; 0) la cac tiéu diém, c =va® + b?).
" ¥yt
Vi du 1. Cho hypebol — —=—=1.
D Vidy ypebal —-— g
a) Tim d6 dai cac fruc, toa d6 cac dinh.

b) Tim cac dwdong tiém can.
Giai
Tu phuong trinh clia hypebol, tacé a?= 9, b’= 16, nghialaa= 3, b= 4.
a) Hypebol c6 dé dai truc thuc la 2a = 6, d6 dai truc ao la 2b = 8, va hai dinh la A1(—3; 0),
A[3; 0).
b) Hypebol cé hai duong tiém canla y = —%x vays= %x.

Chiiv. Hai dudng tiém can khéng cat hypebol. Hon nira khi mét diém thay déi trén hypebol
thi cang xa géc toa d6, khoang céch tir né téi mét trong hai dwdng tiém can cang gan bang 0
(diéu nay giai thich cho viéc dung tir ‘tiém can”).
» Luyén t3p 1. Cho hypebol X — Y- -1
uyén .Cho ebol —-=—=1.
s YPEROl 527 36
a) Tim tiéu cu va dé dai cac truc.

b) Tim céc dinh va cac dwong tiém can.
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2. BAN KiNH QUA TIEU, TAM SAI VA BUGONG CHUAN
) uo2. Cho diém M(x,; y,) thuéc hypebol c¢ hai tiéu diém F(-c; 0), Fc; 0), 46 dai truc thuc
bang 2a.
a) Tinh MF? - MF? .
b) Gia sir M(x,; y,) thuéc nhanh chira dinh A (a; 0), tire 1a, MF, - MF = 2a.
Tinh MF, + MF,, MF,, MF,,
c) Gia str M(x; ¥,) thudc nhanh chira dinh A (-a; 0), tcla, MF, - MF = 2a.
Tinh MF, + MF,, MF,, MF,

s 3
2 2

Cho hypebol cé phuong trinh chinh tac % —% =1 VGi cac tiéu diém F(-c; 0), F(c; O

(Vi ¢ = Ja? + b? ). V&i diém M(x; y) thuéc hypebol, ta cé

MF1=a+£x, MF, = a-<x
a a

Céc doan thang MF,, MF, dugc goi la ban kinh qua tiéu cla diém M.

7

\1J
H Hiéu dd dai hai ban kinh qua tiéu ctia mét diém thudc hypebol co méi quan hé gi voi do
dai truc thuc?
Chi y. M&c du céng thire @6 dai ban kinh qua tiéu néi trén cé chira déu gia tri tuyét ddi,
nhung tir 6, em ciing c6 thé dé dang suy luan nguoc tré lai céng thirc ban kinh qua tiéu
rng voi titng nhanh hypebol ma em dé dat duoc trong HD2:

e Néu M(x; y) thuéc nhanh chira dinh A,(a; 0)

c
a+—xX|
a

——a+Zx (d&Y

G I
=a+—x va MF, =
a

: c .
thi x>a=a+—x>0 nén MF, =
a

a

C
a——Xx
a

rang c > a).

e Néu M(x; y) thuéc nhanh chira dinh A (-a;0)

3 C o S 3 C C A
thi x<-a=a+—x<0 (déyrangc>a)nén MF, =la+—x =—[a+—xj va
a a a
c c
MF, =la-—x|=a-—x.
a a
2 2

3 Vi du 2. Cho hypebol %—%zt Tinh d6 dai hai ban kinh qua tiéu cia mét diém M thude

hypebol va cé hoanh dé bang -10.

Giai

Tacoa®=4; b>=21.Suyra a=2, b=21, va c=+/a? + b* =5. Do d6, hypebol c6 hai tiéu
diém la F(-5; 0), F(5; 0). Diém M thudc hypebol va cé hoanh d6 X,=-10nén

o

MF, = =23 va MF,=la-=x, =27.
a

5
2+>.(-10
+2(~10)

a+cx
— X,
a

5
:‘2-5.(-10)
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3 Luyén tip 2. Cho hypebol c6 d6 dai truc thuc bang 6, d6 dai truc o bang 6+3. Tinh d6

dai hai ban kinh qua tiéu ciia mét diém M thuéc hypebol va c6 hoanh dé bang 9.

2

2
3 Vi du 3. Cho hypebol ¢ phwong trinh chinh tac x_2 = % =1. Tim diém M1rén hypebol dé khoang
a

cach tir M dén tiéu diém F (c; 0) nho nhat (H.3.13).
Giai.
\V6i méi diém M(x; ¥,) thudc hypebol, ta cé ban kinh qua tiéu

clia M (rng véi tiéu diém F,la MF, =

a CX
=N
a

- Néu M(x,; y,) thuéc nhanh chtra dinh Ala; 0)thix =a

= (o 2 0 I8 p
nén a-—x, <0 (déyrang c > a). Do do,
a

Hinh 3.13

é c
=—Xy—82—a-a=Cc-a.

a-Sx
Yla a

MF, =|a =

Dau dang thire xay rakhi x, = a, tirc Ia, khi M(x; ¥,) tring dinh A (a; 0).

~ Néu M(x; y,) thudc nhanh chira dinh A (-a; 0) thi x, <-anén
a—gx0 Za—f‘(—a)=a+c. Suy ra
a a

MF, = 2a+c.

aCx
aO

Vay diém M(x; y,) thudc hypebol cé khoang céach téi tiéu diém F|c; 0) nho nhat khi M trung
dinh A (a; 0), va khi 6, khoang cach bang ¢ - a.

Chuy. Tuong tw Vi du 3, khoang céch tir diém M thude hypebol dén tiéu diém F (-c; 0) nho
nhéatkhi Mtrung dinh A (-a; 0) va khi d6, khoang cach bang ¢ - a.

2 2 -
3 Luyén tip 3. Cho hypebol X__ Y _4 véi hai tiéu diém
1 3

3 o3, Cho hypebol cé phuong trinh chinh téc X—Z— b7 -
a

50

F(-2;0), F(2; 0). Piém M nao thudc hypebol ma co d6 ST e
dai ban kinh tiéu MF, nhé nhét? Tinh khoang cach tr 2 F7% 458 t;‘i“ =
diém d6 t6i cac tieu diém. % D Phel m=nd il

hiéu ctia do dai tiéu cw va

2 truc thue.

y?
e

Vvoi cac tiéu diem F (-c; 0), F,(c; 0). Xet cac duong thang
2

2
A x=-2- va A, x=2- (H3.14). V&i diém M(x; y)
C (o]

MF,__ . _MF,
M, A)  dM,A,)

thuéc hypebol, tinh céc ti s theo

avac.



2 2

Cho hypebol cé phwong trinh chinh tac a_ i 1 voi
cac tiéu diém F.(-c; 0), F(c; 0).
Khi diém M(x; y) thay ddi trén hypeboal, ta cd

~

MF, MF,

= e khéng ddi, trong d6
d(M, A,)

d(M

A)
g duwgc goi la tam sai clia hypebol.

o A . :

a.s a o ;
(- X=——va A,: x=— dugc goi la cac duong
e

e
chuan twong tng Vvoi F.(-c: 0) va F(c; 0) clia
hypebol.

., »

Chuy
e Tam sai e cla hypebol la mét sé I6n hon 1.
o D0 dai cac ban kinh qua tiéu clia diém M(x; y) thuéc hypebol con dwoc viét dudi dang
MF, =|a +ex|, MF, =|a-ex|.
2 y2

® Vi du 4. Tim tam sai va cac dudng chuén ctia hypebol g—4 ~17 4.
Giai

Ta c6 a’= 64, b>= 17. Suyra a= 8, b=+17 va c =a® + b> = 9. Do d6, hypebol c6 tam sai la

64 . 64

e= va cac duong chuanla A, : x = i6 (&rng vai tiéu diém F(-9:0)) va A,: x S

mIO
G)ICO

(ng voi tieu diem F(9; 0)).

$ vidus. Trong méat phang toa dé Oxy, hypebol (H) cé phuong trinh chinh tac, di qua diém
A(4; 0) va co tam sai e = 3. Tim phuwong trinh cua (H).

Giai. Phuong trinh chinh tac ctia hypebol c6 dang

2

Xty
—2—F21.
Vi hypebol di qua diém A(4; 0) nén ta cd
2
-;—?-%_1z>a =16=>a=4.

Theo céng thirc tinh tam sai ta co
5
e:;=3:>c=3a:3-4:12.
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Do d6 b’= ¢~ a°= 12°- 4°= 128.
2 2

Vay phuong trinh chinh tic clia hypebol I ;‘—6 _Y

128

® Luyén tip 4. Trong mat phang toa dé Oxy, hypebol (H) cé phuwong trinh chinh tac, cé tam

sai e = 2 va m6t duéng chuan la x = 8. Lap phwong trinh chinh téc cta (H).

3 Vi du 6. Giai thich vi sao ta cé thé dung hinh vé mét hypebol (H) béat ki vai tam sai e = 3,3567

nhu la mét hinh anh thu nhé ctia hypebol chira quy dao ctia sao chéi Borisov ma ta da gap
& dau bai hoc.

Giai

Gia st hinh (H) cé d6 dai truc thuc bang 2a mét, tiéu cu bang 2c mét, va hypebol chira
quy dao clia sao chéi Borisov cé d6 dai truc thuc bang 2a mét, tiéu cu bang 2¢' mét. Ta co,

%: 3,3567 = :_ Vay, néu dat k — %: % thi (H) 1a ban vé thu nhé clia hypebol chira sao

chdi Borisov, voitilé 1: k.
Nhan xét. Qua Vi du 6 ta thay, tam sai clia hypebol (tong tw cla elip) quyét dinh hinh dang
cla hypebol (elip).

9 vian dung. M6t sao chdi di qua hé Mét Tréi theo quy dao Sao choi

52

la mét nhanh hypebol nhan tam Mat Troi la mét tiéu
diém, khoang cach gan nhat tir sao chdi nay dén tam Mt Troi
Mat Troi la 3-10% km va tam sai cla quy dao hypebol
la 3,6 (H.3.15). Hay lap phuong trinh chinh tac cla
hypebol chira quy dao, véi 1 don vi do trén mat phang

toa d6 trng voi 10° km trén thuc té.
Hinh 3.15

BAI TAP
2 2
3.7. Trong mat phang toa o, cho hypebol cé6 phuong trinh chinh tac % - yT =1. Xac dinh

toa d6 cac dinh, d6 dai cac truc, tam sai va phuong trinh cac dudng chuén clia hypebol.

2 2

3.8. Trong mét phéng toa d8, cho hypebol c6 phuwong trinh chinh téc % - y7 =1. Tinh ban

kinh qua tiéu ctia mét diém M thudc hypebol va cé hoanh dé bang 12.

3.9. Trong mat phéng toa do, hypebol (H) c6 phwong trinh chinh tac. Lap phuong trinh
chinh tac cla (H) trong mai trwéng hop sau:

a) (H) co nlra truc thuc bang 4, tiéu cw bang 10;

b) (H) cé tiéu cu bing 24/13, mét duong tiém canla y = %x;

¢) (H) co tam sai e =+/5, va di qua diém (+10; 6).
3.10. Mét hypebol ma dd dai truc thuc béng dé dai truc ao dugc goi la hypebol vuéng. Tim
tam sai va phuong trinh hai dwong tiém can clia hypebol vuéng.

3.11. Ching minh rang tich cac khoang cach tir mét diém bat ki thudc hypebol dén hai
dudng tiém can cla no la mét s6 khéng dai.



3.12. Bn tram phat tin hiéu vo tuyén co vi
tri A, B, C, Dtheo thir tw d6 thang hang
va cach déu véi khoang cach 200 km
(H.3.16). Tai mét thoi diém, bdn tram cung
phat tin hiéu v&i van téc 292 000 km/s.
M6t tau thuy nhan dugc tin hiéu tir tram C
trwéc 0,0005 s so vai tin hiéu tir tram B va
nhan duoc tin hiéu tir tram D sém 0,001 s
so V@i tin hiéu tir tram A.

a) Tinh hiéu cac khoang cach tur tau dén
cactram B, C.

sl
y‘ s
»
- /’] A
-/
Sl
- 7 !
T | \
- ! \
P - », 4 { \
il - 2 d O ‘l \\ _)_(
A(-300; 0) B(-100: 0)| C(100;0) D(300; 0)
Hinh 3.16

b) Tinh hiéu cac khoang cach tir tau dén céc tram A, D.

c) Chon hé truc toa dé Oxy nhu trong Hinh 3.16 (1 don vi trén mat phéng toa d6 ung voi
100 km trén thuc té). Hay lap phuong trinh chinh téc cla hai hypebol di qua vi tri M clia
tau. T d6, tinh toa d6 clia M (cac sé duoc lam tron dén hang don vi).

d) Tinh cac khoang cach tur tau dén cac tram B, C (dap sé duwoc lam tron dén hang don

vi, tinh theo don vi km).
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PARABOL

Thuat ngir Kién thirc, ki ndng
e Parabol * Xac dinh duogc cac yéu t6 déc trung cua duong parabol
e DPinh. tiéu diém (parabola) khi biét phuong trinh chinh tac ctia no.
dwong chuan, ban «  Giai quyét duoc mot sb van dé thuc tién gan véi duong
kinh qua tiéu parabol.

» Tham sbé tiéu

Hinh anh parabol xuét hién trong nhiéu céng trinh
kién tric dep. Bac Vinh tham quan mét céng trinh
kién truc cé cong hinh parabol v&i phuong trinh
chinh tic y?= 48x (theo don vi mét). Céng réng
192 m. Bac dy dinh lam mét mé hinh thu nho ctia
nd vai ti 1€ 1:100. Liéu ta co thé gitp bac Vinh Iap
phuong trinh chinh tac cho parabol (ng véi mé
hinh d6, theo don vi mét?

1. HiNH DANG CUA PARABOL

3 o1, Cho parabol c6 phwong trinh chinh tac
Y2 = 2px (H.3.18).

a) Néu diém M(x; y,) thuc parabol thi diém N(x,; -y,) 6

thudc parabol hay khéng?

b) Tlr phuong trinh chinh tac cta parabol, cé thé rut ra
diéu gi vé hoanh d6 clia nhirng diém thudc parabol?

— —
BT

Hinh 3.17. C4u Tyne & Anh véi thiét ké co
cung parabol

P
5

Hinh 3.18

Cho parabol cé phuong trinh chinh tac y? = 2px (p > 0). Khi dé:
+ Parabol c6 mét truc déi xirng la Ox (di qua tiéu diém va vudng géc véi dwdng chuén).
« Giao diém O(0; 0) clia parabol va truc déi xirng dwoc goi la dinh cla parabol.

« Tham sé tiéu p gép d6i khoang cach gitra dinh O(0; 0) va tiéu diém F(g; 0).
« Trong phuong trinh chinh tac, cac diém thudc parabol déu c6 hoanh @6 khéng am.




3 Vi du 1. Lap phuong trinh chinh tac clia parabol cé khoang cach tir dinh t6i tiéu diém bang 3.
Giai
Phwong trinh chinh téc clia parabol c6 dang y?= 2px, p > 0.

=3=pi=6

N[

Khoang cach gitra tiéu diém F(g; 0) va dinh O(0; 0)la 3 nén
Vay parabol c6 phuong trinh chinh tac 1a y?= 12x.

P Luyén tip 1. Trong mat phang toa dé Oxy, parabol (P) c6 phwong trinh chinh tac va di qua
diém A(6; 6). Tim tham sb tiéu va phuong trinh dwéng chuan cla (P).

2. BAN KiNH QUA TIEU, TAM SAI VA DPUONG CHUAN

3 uo2. Cho parabol co phuong trinh chinh tac y2= 2px (H.3.19).
a) Néu toa d6 tiéu diém F va phwong trinh dudng chuéan
A cla parabol.
b) Cho diém M(x y,) thuc parabol. Hay so sanh MF voi
d(M; A), tw @0, tinh MF theo x_ va y,.

ko

Hinh 3.19

Cho parabol cé phwong trinh chinh téac y2 = 2px, p > 0. Khi d6:

« Parabol cé tiéu diém F(g; 0) va dudng chuadn A: x= —%;

« V6i diém M(x; y) thudc parabol, doan thang MF duoc goi la ban kinh qua tiéu cla
M va co d6 dai MF=X+§.

- V6i moi diém M(x.y) thuéc parabol, ti s __MF
tam sai bang 1. ’

luén bang 1. Ta néi parabol cé

- S S

3 Vi du 2. Cho parabol cé phuong trinh y? = 4x.
a) Tim toa dd tiéu diém va phuong trinh dwéng chuan clia parabol.
b) Tinh ban kinh qua tiéu ctia diém M thuéc parabol va cé hoanh d6 bang 3.
Giai
a) Tir phwong trinh chinh téc cla parabol, tacé 2p =4 < p= 2.
Vay parabol c6 tiéu diém la F(1; 0) va duéng chuan la x = —1.
b) Theo cong thirc ban kinh qua tiéutacé MF=3+ 1= 4.

) ] luygn tap 2. Cho parabol cé phuong trinh y? = 8x. Tim toa dé tiéu diém va phuong trinh dudng
chuan clia parabol. Tinh ban kinh qua tiéu ctia diém M thudc parabol biét diém M c6 tung o6
bang 4.

2 Vi du 3. Chung minh rang trong cac diém thudc parabol thi dinh parabol cé khoang cach téi tiéu
diém nho nhat va khoang cach dé bang mét nira tham sé tiéu.

Giai
Gia st parabol cé phwong trinh chinh téc 1a y* = 2px, p > 0. V6i diém M(x; y,) bat ki thudc
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parabol, ta cé x,=> 0. Do d6, theo cdng thirc ban kinh qua tiéu, ta c6 MF=xo+§2%.

Dau dang thirc xay ra khi va chi khi x,= 0 (va do d6 y, = 0), tirc 1a M trung v6i dinh O(0; 0)
clia parabol. Tir d6, ta nhan duoc diéu phai chirng minh.

P Luyén tip 3. M6t sao chéi chuyén dong theo quy dao parabol nhan tam Mét Troi lam tiéu diém.
Khoang cach ngan nhét tr sao chéi dén tam Mat Tréi la 10° km. Lap phuong trinh chinh tac
clia quy dao theo don vi kilémét. Hoi khi sao chéi ndm trén dwdng vuéng goc vai truc déi
x(rng clia quy dao tai tam Mat Tréi, thi khoang céch tir sao chéi dén tam Mét Troi la bao nhiéu
kilbmét?

3 vin dung. Theo céc budc sau, hay giai quyét van dé da duoc néu ra & phan mé dau bai hoc.

a) Tim chiéu cao clia céng ma bac Vinh da tham quan;

b) Tim chiéu cao va chiéu réng clia mé hinh thu nhé ma béac Vinh dy dinh lam;
c) Tim phuong trinh chinh tc ctia mé hinh d6, theo don vi mét;
)

d) Néu tai tiéu diém ctia mé hinh, bac Vinh treo mét ngoi sao thi ngéi sao d6 & d6 cao bao
nhiéu mét so véi mat dat?

BAI TAP
3.13. Cho parabol co phu’ong’trinh ¥ = 12x. Tim tiéu diém va duc‘yng chuan cla parabol.
Tinh ban kinh qua tiéu cta diem M thuéc parabol va cé hoanh dé bang 5.
3.14. Trong mat phang toa d6 Oxy, parabol (P) c6 phwrong trinh chinh tac va di qua diém
M(3; 3J§). Tim ban kinh qua tiéu cla diém M va khoang cach tir tiéu diém toi dudng

chuan cua (P). T
3.15. Xét den co6 bat dz'%y dang parabol |
voi kich thudc dwoc thé hién trén Hinh \
3.20. Day téc bong dén duoc dat & vi tri tiéu |
diém. Tinh khoang cach tir day toc t6i dinh « 30 cm
bat day.

A=
\
€06m

3.16. Anten Vé tinh parabol & Hinh 3.21 Hinh 3.20
c6 dau thu dat tai tiéu diém, dwong kinh
miéng anten la 240 cm, khoang céach tlr vj
tri @at dau thu toi miéng anten 1a 130 cm.
Tinh khoang cach tir vi tri dat dau thu téi
dinh anten.
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SU THONG NHAT

GIUA BA PUGNG CONIC

Thuat ngir Kién thire, ki ndng
* Puwong conic » Nhan biét duwong conic nhw |a giao ctia mét phang voi
mat non.

* Puong chuan,
tam sai e Giai quyét mot so van dé thuc tién gan voi ba dwong conic.

Khi bay v&i van téc Ién hon van téc am thanh,
may bay sé tao ra mét lan séng am thanh
hinh nén (nén Mach) va gay tiéng 6n manh,
goi 1a tiéng né siéu thanh. Khi may bay bay
qua, nhitng nguwdi trén mat dat chiu tiéng én _
manh cung luc, ¢6 vi tri cing nam trén mot
nhanh hypebol. Dé giai thich diéu nay ta can |
tim hiéu vé giao ciia mét mat phang va maét
mat non.

o
\ b

Ngoai nén Mach, khi bay voi téc db siéu 4m, may bay
con tao ra non hoi nuoc ma ta co thé quan sat duroc.

1. GIAO CUA MAT PHANG VOI MAT NON TRON XOAY

Céac duong conic duwgc phat hién va nghién ctru tr hon
2 000 n@m truéc. Menaechmus (khoang 380 — 320, TCN)
dwoc cho la nguéi dau tién nghién clru cac conic khi xét
giao clia mat phang véi mét nén tron xoay (dé y rang trong
tiéng Anh, tlr cone ¢ nghia 1a mét nén). Nghién ciru cong
phu nhéat trong théi ki Hy Lap cb dai vé ba dwdng conic
duwgc thuc hién bdi Apollonius khoang (262 - 190, TCN) qua
bd sach gém tam cubn. Ong la ngwdi dwa ra cac tir elip,
parabol, hypebol va thay vi cdt mat nén don (H.3.22) nhu
Menaechmus, Apollonius d& cat nén déi (H.3.23).

W
O L O O

Dudng tron Elip Parabol Hypebol

Hinh 3.22

Hinh 3.23
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Giao clia m6t méat nén trén xoay (H.3.23) véi mét mat phang khéng di qua dinh la mét
duwdng tron hoac duong conic.

Khi mét may bay c6 van téc I6n hon van téc am thanh bay qua, tai mét thdi diém, non
am thanh Mach giao v&i mat dat (coi nhu phang) theo mét dudng tron hay mét duong
conic. Chu y rang, trén thuc té, tiéng nd siéu thanh cé thé gay pha huy vung trén mat dat
ma may bay bay qua. Do d6, ngudi ta c6 quy dinh vé viung duoc phép hoat déng cla
loai may bay nay.

Chu v. Véi kién thire hinh hoc khéng gian
trong chuong trinh 16p 11, ta sé co thé bién
luén chi tiét hon vé giao clia mat phang Voi

mat nén, déng thoi thdy duoc su tham gia o

S ) . . B L\
cua tam sai trong trng trudng hop. Chang =
han, néu may bay bay song song véi mat dat & o 3 fie o\
thi tai méi thoi diém, giao clia nén Mach va GFY g Y
mét dat la mét nhanh cta hypebol (H.3.24).
Twong tw, anh sang phat ra tir dén ban cé Hinh 3.24

thé tao ra trén twdng mét vung sang duoc
gi6éi han bdi mét nhanh hypebol (H.3.25).

Trai nghiém. Dung dén pin dé tao thanh
vung sang hinh tron hoac hinh conic trén
mat phang.

Hinh 3.25

2. XAC DINH DUOGNG CONIC THEO TAM SAI VA DPUONG CHUAN

Ta dé biét, khi mét diém thay dbi trén mét elip, hypebol hodc parabol thi ti s6 khoang cach tur
no téi tiéu diém va dudng chuan twong (ng khéng ddi va luén bang tam sai (H.3.26).

Hinh 3.26



diém M thoa man = e la m6t dudng conic cé tam sai e nhan F la mét tiéu diém

va A la duwong chuan rng voi tiéu diém d6. Hon nira,
« Néu 0 < e< 1thi conicla duéng elip;

« Néu e = 1 thi conic la dwdng parabol;

« Néu e > 1 thi conic la dwéng hypebol.

3 Vi du 1. Lap phuong trinh duéng conic, biét tam sai bang 2, mét tiéu diém A4; 0) va duong
chuén twong tng A: x — 1 =0.

Giai. Biém M(x; y) thudc duwdng conic khi va chi khi

MF
M) = 2<:>\/(x—4)2 +y? = 2|x—1|

& (x—4) +y? =4(x —1)?
& 3x% —y? =12

2 2
«© ¥ g
4 12
. . . LaoXE e
Vay duwdng conic c6 phuwong trinh la — - 1 =1

P Luyén tdp 1. Lap phuong trinh dwéng conic biét tam sai bang % mot tiéu diém F(-2; 0)

va duong chuan twong trng A: X +%= 0.

» Vin dung 2. Hay cho biét quy dao clia tirng vat thé trong bang sau day la parabol, elip hay

hypebol.

Tén Tam sai cua quy dao Ngay phat hién
Sao chéi Halley 0,967 TCN
Sao chéi Hale-Bopp 0,995 23/07/1995
Sao chéi Hyakutake 0,999 31/01/1996
Sao chéi C/1980E1 1,058 11/02/1980
Oumuamua 1,201 19/10/2017

(Theo nssdc.gsfc.nasa. gov va astronomy.com)

Sao chéi Halley cé chu ki khoang 75 — 76 nam, quan sat dugc tir Trai Dat.

Cho sbé duong e, diém F va dwdng thang A khéng di qua F. Khi d6, tap hop nhirng
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BAI TAP

3.17. Viét phuong trinh cac duong chuén clia cac dudng conic sau:

X2 y2 X2 yZ
a) —+—=1 b) ——=——=1; ¢)y:==8x,
) 25" 16 )92 )Y
& o Xt y? ‘ 2 2
3.18. Chohaielip (E,): —+=—=1va (E,): —+=—=
P(E): 2576 (E2)* 700 52

a) Tim mdi quan hé gitra hai tam sai clia cac elip do.
b) Chirng minh rang véi méi diém M thudc elip (E,) thi trung diém N cla doan thang OM
thudc elip (E,).
3.19. Viét phuong trinh clia duwéng conic co tam sai bang 1, tiéu diém A2; 0) va dudng
chudnla A: x+2=0.
3.20. Quy dao chuyén dong clia sao chéi Halley la mét elip, nhan tam Mat Tréi 1a mot
tiéu diém, co tam sai bang 0,967.
a) Giai thich vi sao ta cé thé’coi béat ki hinh vé& elip nao véi tam sai bang 0,967 la hinh anh
thu nho clia quy dao sao chéi Halley.
b) Biét khoang cach gan nhat tir sao chdi Halley dén tam Mat Troi la khoang 88-10° km,
tinh khoang cach xa nhat (theo nssdc.gsfc.nasa.gov).
Em cé biét?
Sao chdi la mét thién thé gém khi dong bang, da va bui. Méc du chi rong tir vai dam
dén hang chuc dam, nhung khi di vao gan Mat Troi, sao choi néng lén va phun ra khi,
bui v&i dau phat sang coé thé réng hon ca mét hanh tinh va duéi co6 thé kéo dai hang
triéu dam.

(Theo solarsystem.nasa.gov)
Sao chéi rat quan trong ddi vaéi cac nha khoa hoc vi ching 1a nhiing thién thé nguyén
thuy con sét lai tr qua trinh hinh thanh hé Mat Troi.
Dai vai nhitng sao chdi c6 quy dao parabol hay hypebol chung ta chi dugc thdy chung
moét lan, sau d6 chung di khéi hé Mat Troi va khéng bao gio quay lai.

Dua vao cac Binh luat ciia Newton vé chuyén dong nguoita co thé rut ra méi quan hé
sau gitra quy dao, van téc tai dinh quy dao clia sao choi:

Quy dao elip: /— <v< FGM

QuYy dao parabol: v =

Quy dao hypebol: v > ZeM

ey
ey

Trong @6, v (m/s) la van téc tai dinh quy dao clia
sao chdi, p (m) la khoang cach tir tam Mat Troi ,
(tiéu diém cla quy dao) téi dinh (gan tam Mat D0/ voi nhitng vé tinh duoc phong tir
Troi) clia quy deo, G = 6,67408-10°" m%kg's? Trél Bétta clng co dieu tuong by ve
(héng Sé hép dén), M = 1,989'1030 kg (khél Iuo’ng moi quan hé gitra van téc va quy dao.
Mat Troi).



BAI TAP CUOI CHUYEN BE 3

3.21. Cho conic (S) c6 tam sai e = 2, mét tiéu diém F(-2; 5) va duéng chuan twong ting
Voi tiéu diém do la A: x + y— 1= 0. Chirng minh rang, diém M(x; y) thudc dudng conic (S)
khi va chi khi x>+ y?+ 4xy — 8x + 6y — 27 = 0 (duwoc goi la phwong trinh cta (S), tuy vay
khéng phai la phuong trinh chinh téc). Héi (S) la duéng gi trong ba dudng conic?

3.22. \iét phuong trinh dwéng conic co tam sai e = i, mot tiéu diém F(-1; 0) va dudng

J2

chuan twong tng 1a A: x + y + 1= 0. Cho biét conic d6 la duéng gi?
3.23. Chirng minh rang @4 thj cia ham sb y = ax? + bx + ¢ (a #0) la mét parabol c6 tiéu

diém la F(—i;ﬂJ va duéng chuan la y = —1+—A, trong d6 A = b*- 4ac.

2a 4a 4a
3.24. Cho hai parabol cé phuong trinh y?= 2px va y = ax*> + bx + ¢ (a = 0). Chtng minh
rang néu hai parabol @6 cat nhau tai bén diém phan biét thi bén diém d6 cung ndm trén

duong tron (C): x? +y2+(£—2p]x—ly +EW o
a a: [

2 2
3.25. Cho elip c6 phuong trinh ;—5 + % =1. Viét phwong trinh dwdng thang di qua diém

M(2; 1) va cét elip tai hai diém A, B sao cho MA = MB.

3.26. Mt tau v try ndm trong mét quy y
dao tron va & dd cao 148 km so voi bé

mat Trai Dat (H.3.27). Sau khi dat duoc

van tbc can thiét dé thoat khai luc hap dan

cla Trai Déat, tau v tru sé di theo quy dao

parabol véi tam Trai Dét la tiéu diém; diém

khai dau cla quy dao nay la dinh parabol

quy dao.

a) Viét phuong trinh chinh tac clia parabol
quy dao (1 don vi do trén mat phang toa
d6 (rng voi 1 km trén thuc té, 1ay ban kinh
Tréi Dat la 6 371 km).

b) Giai thich vi sao, ké tir khi di vao quy
dao parabol, cang ngay, tau vl tru cang
cach xa Trai Dét.

>

Hinh 3.27
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BANG TRA CUU THUAT NGU

B Bankinh qua tiéu (déi véi elip) 42

Ban kinh qua tiéu (d6i véi hypebol)
49

Ban kinh qua tiéu (d6i voi parabol)
55

Conic 57

Binh (cla elip) 40

Binh (cta hypebol) 48

Binh (clia parabol) 54

Puéng chuan cua elip 43

Puong chuan cutia hypebol 51
Puwdng chuan cua parabol 55

B¢ dai truc ao (cua hypebol) 48

D6 dai truc 16n (cla elip) 40

D6 dai truc nho (cla elip) 40

D6 dai truc thuc (ctia hypebol) 48
Hinh chir nhat co s& (cla elip) 41
Hinh ch( nhat co s& (cua hypebol)
48

Hé phuong trinh bac nhatba an 6
Hé phwong trinh dang hinh thang 10
Hé phuong trinh dang tam giac 7
Hé sb (trong khai trién nhj thirc
Newton) 32

Ménh dé phu thudc sbé tu nhién n 25
Nghiém ’cﬂa hé phuong trinh bac
nhat ba an 6

Nghiém clia phwong trinh béc nhat
baan6

Nhi thirc Newton 35

Phuong phap Gauss 8

Phuong phap quy nap toan hoc 27
Phuwong trinh bac nhét ba an 6

Tam giac Pascal 33

Tam dbi xtng cla elip 40

Tam ddi xtng clia hypebol 48

Tam sai (cua dwong conic) 59

Tam sai (cua elip) 43

Tam sai (cta hypebol) 51

Tiém céan (cua hypebol) 48

Truc d6i xtrng (cla elip) 40

Truc d@6i xtrng (clia hypebol) 48
Truc d6i xtrng (clia parabol) 54

Truc I6n (cua elip) 40

Truc nho (cla elip) 40

Truc ao (cta hypebol) 48

Truc thuc (cta hypebol) 48



BANG GIAlI THICH THUAT NGU

Thuat ngtr

Giai thich

Pudng conic

Tap hop cac diém clia méat phang cé ti s6 khoang cach tir né
t&i mot diém cé dinh Fva mét duwong thdng ¢b dinh A (khéng
di qua F) bang mét hang sb e. Diém cb dinh Fgoilatiéu diém,
dwong thang cb dinh A goi la dwong chuan trng véi tiéu diém
Fva hang sb e goi la tam sai cuia conic.

Hé phwong trinh bac nhat ba an

Hé gém mét sé phuong trinh bac nhat ba an x, y, z ma ta phai
tim nghiém chung ctia ching. M&i nghiém chung do goi la mét
nghiém clia hé phuong trinh bac nhét ba an da cho.

Phuong phap Gauss

Phuong phap giai hé phuong trinh bac nhat nhiéu an bang
cach bién déi twong duwong hé da cho vé mét hé dang tam
giac hoac hé dang hinh thang.

Phuwong phap quy nap toan hoc

Mét phuong phap chirng minh toan hoc thuong dung dé
chtrng minh tinh dung dan clia cac ménh dé toan hoc phu
thudc vao sé tw nhién n.

Phuwong trinh bac nhat ba an

Phwong trinh bac nhéat ba an x, y, z la phuong trinh cé dang
ax + by + cz = d, trong d6 cac hé sb a, b, ¢ khéng déng thoi
bang 0.

Tam giac Pascal

Bang tam gidc ma hang thir n gdm cac hé sé trong khai trién
nhi thirc Newton cuia (a + b)".
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Nha xudt bdn Gido duc Vigt Nam xin trdn trong cdm on
cdc tde gid c6 tdc phdm, tw ligu dwpc st dung, trich din
trong cudn sdck nay.

Chiu trach nhiém xuét ban:
Chu tich Hai déng Thanh vién NGUYEN BUC THAI
Téng Giam déc HOANG LE BACH

Chiju trach nhiém néi dung:
Téng bién tap PHAM VINH THAI

Bién tap noi dung: HOANG VIET — DANG THI MINH THU

Bién tap mi thuat: NGUYEN BICH LA

Thiét ké sach: TRAN ANH MINH

Trinh bay bia: NGUYEN BICH LA

Minh hoa: BUI VIET DUY

Stra ban in: NGUYEN NGOQC TU

Ché ban: CONG TY €O PHAN MI THUAT VA TRUYEN THONG

Ban quyén thudc Nha xuéat ban Giao duc Viét Nam.

Tat ca cac phan cla ndi dung cubn sach nay déu khéng duoc sao chép, luu trir,
chuyén thé duéi bat ki hinh thirc nao khi chua cé s cho phép bang van ban cla
Nha xuét ban Giao duc Viét Nam.
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HUAN CHUONG HO CHI MINH

BO SACH GIAO KHOA LGP 10 - KET NOI TRI THU'C VGI CUOC SONG

1. Ngif van 10, tap mot

2. Ngit van 10, tap hai

3. Chuyén déhoctap Ngirvan 10

4.Toén 10, tap mot

5. Toan 10, tap hai

6. Chuyén déhoctap Toan 10

7. Lichsir 10

8. Chuyén déhoctap Lich sir 10

9.9iali 10

10. Chuyén dé hoctapiali 10

11.Gido ducKinh t& va Phap luat 10

12. Chuyén dé hoc tap Gido duc Kinh té va Phap luat 10
13.Vatli 10

14. Chuyén dé hoctap Vat 1i 10

15.Hod hoc 10

16. Chuyén dé hoc tap Hoa hoc 10

17.Sinh hoc 10

18. Chuyén dé hoctap Sinh hoc 10

19.Cong nghé 10 - Thiét ké va Cong nghé

20. Chuyén dé hoc tap Cong nghé 10 - Thiét kéva Cong nghé
21.(Céng nghé 10 - Cong nghé trong trot

22.Chuyén dé hoc tap Cong nghé 10 - Cong nghé trong trot

23.Tin hoc 10

24. Chuyén dé hoc tap Tin hoc 10 - Dinh huéng Tin hociing dung
25. Chuyén dé hoc tap Tin hoc 10 - Binh huéng Khoa hoc may tinh
26. Mi thudt 10 - Thiét ké mi thuat da phwrong tién
27. Mithuat 10 - Thiét ké 46 hoa

28. Mithuat 10 - Thiét ké thi trang

29. Mi thuét 10 - Thiét ké mi thuét san khau, dién anh
30. Mithudt 10 - Li ludn va lich st mi thuat

31. i thuat 10 - Biéu khic

32. Mi thuat 10 - Kién triic

33. Mithudt 10 - Hi hoa

34. Mithuat 10 — B4 hoa (tranh in)

35. Mithuat 10 - Thiét ké cong nghiép

36. Chuyén dé hoc tap Mithuat 10

37. Amnhac 10

38. Chuyén déhoctap Am nhac 10

39. Hoat dong trai nghiém, hudng nghiép 10

40.Gido duc thé chat 10 -Bong chuyén

41.Gido ducthé chit 10 - Béng dé

42.Gido ducthé chat 10 -Caulong

43.Gido ducthé chat 10--Bong rd

44. Gido duc qudc phong vaan ninh 10

45. Tiéng Anh 10 — Global Success — Sach hocsinh

Céc don vi dau méi phat hanh

e MiénBic:  CTCP Dau tuva Phat trién Giao duc Ha Noi

CTCP Sach va Thiét bi Gido duc mién Bac

e Mién Trung: CTCP Dau tu va Phat trién Gido duc Da Néng
CTCP Sach va Thiét bi Gido duc mién Trung

e Mién Nam: CTCP Dau tuva Phat trién Gido duc Phuong Nam
CTCP Sach va Thiét bi Gido duc mién Nam

e CltuLong:  CTCP Sach va Thiét bi Gido duc Clru Long
Sach dién tur: http://hanhtrangso.nxbgd.vn

Kich hoat dé mé hoc liéu dién tir: Cao I6p nha trén tem
dé nhan ma s6. Truy cap http://hanhtrangso.nxbgd.vn
va nhap ma s tai biéu tugng chia khoa.




