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PHẦN I: ĐẶT VẤN ĐỀ 

1. Lý do chọn đề tài 

Bài toán tìm giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn nhất của hàm số nói riêng và bất 

đẳng thức nói chung là một trong những chủ đề quan trọng và hấp dẫn trong 

chương trình giảng dạy và học bộ môn toán ở trường phổ thông. Trong các đề 

thi môn toán của các kì thi đại học, cao đẳng, tôt nghiệp và thi học sinh giỏi các 

cấp những năm gần đây các bài toán liên qua đến giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ 

nhất của hàm số thường xuyên có mặt và thường là câu hỏi khó của đề thi. 

           Để tìm giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn nhất của hàm số hay của biểu thức có 

nhiếu phương pháp như: Sử dụng bất đẳng thức cô si, bất đẳng thức Bunhia; 

phương pháp lượng giác hóa; phương pháp miền giá trị; phương pháp đồ thị và 

hình học; phương pháp chiều biến thiên…. Nhưng tôi thấy trong những năm gần 

đây, trong các đề thi việc sử dụng đạo hàm để tìm giá trị lớn nhất,giá trị nhỏ nhất 

thường xuyên được sử dụng, chính vì vậy trong quá trình giảng dạy của mình tôi 

muốn hình thành cho học sinh có tư duy và kỹ năng sử lí các bài toán này dựa 

vào đạo hàm.Nên tôi xin trình bày sáng kiến kinh nghiệm: “Phát triển tư duy 

và kỹ năng của học sinh qua bài toán tìm giá trị lớn nhât, giá trị nhỏ nhất 

dựa vào đạo hàm”.    

2. Mục đích nghiên cứu: 

Khi tìm giá trị lớn nhất,giá trị nhỏ nhất của biểu thức có nhiền ẩn tôi 

nhận thấy: 

 Học sinh sợ, bỏ qua, không hứng thú. 

 Lúng túng, thụ động, không biết xử lí từ đâu. 

         Vậy vấn đề đặt ra là: 

 Cần giúp cho học sinh hệ thống và ghi nhớ đầy đủ các kiến thức liên 

quan : đạo hàm và các bất đẳng thức cô si, bunhiacôpxki 

 Giúp học sinh hình thành và phát triển tư duy linh hoạt, sáng tạo trong 

các bài toán liên quan. 

3. Nhiệm vụ nghiên cứu: 

Nhiệm vụ nghiên cứu của SKKN bao gồm: 

+ Phát triển năng lực cho học sinh nhận dạng và giải các bài toán về tìm giá 

trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số lớp 12 dựa vào đạo hàm.  

+ Hệ thống kiến thức thật đơn giản, dễ hiểu, dễ nhớ. Có cách giải nhanh, để 

học sinh có thể giải quyết bài toán.  
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+ Chia sẻ với đồng nghiệp kinh nghiệm để rèn luyện kĩ năng giải bài tập về 

tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số cho học sinh lớp 12 ở trường 

THPT Hợp Thanh. 

4. Đối tượng phạm vi nghiên cứu: 

Để giải quyết vấn đề đó tôi đề xuất ý tưởng sau: 

 Cần cho học sinh tự hệ thống lại kiến thức trọng tâm sau mỗi buổi học 

từ đó khắc sâu được kiến thức. 

 Từ các bài toán cụ thể, dẫn dắt học sinh tự đúc kết ra các kinh nghiệm 

giải toán qua đó tự tìm ra thuật giải cho các lớp bài toán khác nhau. 

 Cho học sinh thấy được mối liên hệ của kiến thức đang học với thực 

tiễn cuộc sống. 

 Học sinh các lớp 12A2, 12A5, 12A6 năm học 2023-2024 trường 

THPT Hợp Thanh.  

5. Phương pháp nghiên cứu 

 Xuất pháp từ các bài toán cụ thể, cho học sinh nhìn rõ vấn đề và tìm ra 

phương pháp giải cụ thể cho các bài toán có sử dụng đạo hàm. 

 Đúc kết ra thuật toán của các lớp bài toán khác nhau có sử dụng đạo 

hàm. 

 Thực nghiệm sử dụng đạo hàm trong các bài toán tìm giá trị lớn nhất 

và nhỏ nhất của hàm số. 
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PHẦN II: GIẢI QUYẾT VẤN ĐỀ 

1. Cơ sở lý thuyết 

Dạy học giải bài tập là hoạt động trí tuệ của người thầy nhằm điều khiển học 

trò tự giải được bài toán. Chẳng hạn, chúng ta thực hiện quy trình bốn bước của 

Pôlya để giải một bài toán gồm : 

- Bước 1 : Tìm hiểu nội dung bài toán  

- Bước 2 : Xây dựng thuật giải 

- Bước 3 : Thực hiện thuật giải 

- Bước 4 : Kiểm tra, nghiên cứu lời giải 

Trong từng đơn vị kiến thức cụ thể, chúng ta đưa ra cách dạy phù hợp. Chẳng 

hạn, khi dạy giải một bài toán liên quan đến tìm giá trị lớn nhất giá trị nhỏ nhất 

của hàm số chúng ta có thể thực hiện theo các bước sau : 

- Bước 1 : Đọc kỹ đề, xác định dạng tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất.                     

- Bước 2 : Xây dựng phương pháp giải. 

- Bước 3 : Thực hiện giải bài toán theo dạng phù hợp.   

        Ở trong sáng kiến này, tôi xin nêu qua một số bài toán cụ thể để hướng 

dẫn các em học sinh giải thành thạo bài toán tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ 

nhất của hàm số dựa vào đạo hàm. 

2. Nội dung kiến thức cần nhớ 

Hệ thống các kiến thức cơ bản: 

 Bất đẳng thức cô si :  

Cho hai số không âm,ta có :      
2

a b
ab


  . Dấu bằng xảy ra khi a = b. 

 

Tổng quát: Cho n số không âm a1, a2, …, an. Ta có: 

       1 2
1 2

....
...n n

n

a a a
a a a

n

  
  .Dấu bằng xảy ra khi a1 = a2 = …= an. 

 Bất đẳng thức Bunhia_ Côpski:  

Cho hai cặp số ( a; b) và ( c ; d ), ta có:    

                      
22 2 2 2a b c d ac bd      

Dấu bằng xảy ra :  
a b

c d
   
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 Khái niệm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất : 

  Cho hàm số y = f (x) xác định trên tập D. 

 Số M được gọi là giá trị lớn nhất của hàm số y = f(x) trên D nếu : 

             ( )f x M x D     và tồn tại x0 0: ( )D f x M  . 

Kí hiệu :     max ( )
D

M f x   

 Số m được gọi là giá trị nhỏ nhất của hàm số y = f(x) trên D nếu : 

             ( )f x m x D     và tồn tại x0 0: ( )D f x m  . 

 Kí hiệu :  m = min ( )
D

f x   

 

3. Phân dạng và phương pháp tìm giá trị lớn nhât, giá trị nhỏ nhất dựa vào 

đạo hàm”.    

  

 3.1. Bài toán 1 : Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số y = f(x) 

trên D.  
          Đây là cách sử dụng trực tiếp chiều biến thiên của hàm số để tìm giá trị 

lớn nhất và giá trị nhỏ nhất, các bài toán này thường gặp trong các đề thi tốt 

nghiệp, đại học và cao đẳng các khối D, B. 

          Để tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số y = f(x) trên D: 

          Bước 1:  Lập bảng biến thiên của hàm số trên D :  

 Tính y’ và tìm các điểm tới hạn 

 Tính giới hạn vô cực và giới hạn tại vô cực (nếu có). 

          Bước 2:  So sánh giá trị của hàm số tại các điểm đặc biệt ( thông thường 

là các điểm cực đại, cực tiểu, các điểm không tồn tịa đạo hàm ....).Từ phép so 

sánh ấy để tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất phải tìm. 

Ví dụ 1 : ( Đại học khối D năm 2011 ) 

   Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số : 

                      
22 3 3

1

x x
y

x

 



      trên  0;2   

 

Giải:    Ta có :      

                        
 

2

2

2 4
'

1

0
' 0

2

x x
y

x

x
y

x







  

 

  

 

Bảng biến thiên :       
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    Vậy :   

                                 

 

0;2

0;2

17
(2)

3

(0) 3

max

min

y

y

y

y

 

 

  

Chú ý :  Đối với bài toán tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 

  y = f(x) liên tục trên đoạn  ;a b  ta còn có thể áp dụng phương pháp sau 

đây : 

 Bước 1:  Tìm các điếm x1, x2, ....xn  trên  ;a b  tại đó f’(x) = 0 hoặc f’(x) không 

xác định. 

 Bước 2:   Tính f(a), f( x1), f(x2), ….., f(xn). 

 Bước 3:  Tìm số lớn nhất M và số nhỏ nhất m trong các số trên và kết luận: 

              
   ; ;

,max min
a b a b

M my y   

   Các bài toán trên thực sự rất đơn giản, học sinh không cần hiểu bản chất 

của bài toán vẫn tìm được kết quả của bài toán. Ta có thể làm như sau : 

Ta có 
 

2
'

2

'

2 4

1

0
0

2

x x
y

x

x
y

x







  

 

  

Trong đó nghiệm thỏa mãn trên đoạn [0 ; 2]  là x= 0 

Ta có  0 3y   và  
17

2
3

y    

Vậy 
 

 
0;2

min 0 3y y   và 
 

 
0;2

17
max y 2

3
y    

Ví dụ 2: (Đại học khối D năm 2010 ) 

Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số :  

2 24 21 3 10y x x x x          trên miền xác định của nó. 

Ta thấy bài toán này khác so với ví dụ 1 là bài toán chưa cho ta biết tìm giá trị 

nhỏ nhất của hàm số trên tập nào, nên bước đầu tiên ta phải chỉ ra tập xác định 

của hàm số. 

Giải 

t -   o                  2 +  

y’    +    

Y 

   
 

 17

3
   

 3      
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Tập xác định của hàm số D= [-2 ;5]  

Ta có : 

                     

   2 2

2 2

4 2 3 10 3 2 4 21
'

2. 4 21. 3 10

1
' 0

3

x x x x x x
y

x x x x

y x

        


     

  

   

Bảng biến thiên : 

 

 

 Vậy               
 2;5

1
( ) 2
3

min yy


      

Ví dụ 3:  Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số : 

                                   
4

4

1

x
y

x



  

Ta thấy :  Trong ví dụ này khó hơn ví dụ 2, vì tập xác định của hàm số là tập R, 

như vậy khi lập bảng biến thiên học sinh phải có kiến thức về giới hạn vô cực. 

Giáo viên nhắc lại kiến thức cơ bản về giới hạn vô cực: 

         Cho hàm số 
( )

( )

f x
y

g x
   với f(x) và g(x) là các đa thức. 

 Nếu bậc f(x) > bậc g(x) :  lim , lim
x x

y y
 

  kết quả bằng vô cực. 

 Nếu bậc f(x) = bậc g(x) : lim lim
x x

a
y y

b 

    với a,b lần lượt là hệ số của x 

có số mũ cao nhất trong các đa thức f(x) và g(x). 

 Nếu bậc f(x) < bậc g(x) :   lim lim 0
x x

y y
 

    

Giải :      Tập xác định: R 

 Giới hạn :    

                   lim lim 0
x x

y y
 

                  

  Ta có :  

                                
 

 

4

2
4

4 1 3
'

1

x
y

x





  

x -  -2  
1

3
  5 +  

y’   - 0 +   

y 
       

   2      
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4

4

1

3
' 0

1

3

x

y

x




 


 


   

Bảng biến thiên : 

                                

x 
-    - 

4

1

3
   

4

1

3
  +   

y’  + 0 - 0 +  

y 
0    4 27    

     - 4 27      0 

 

Vậy    4

4

1
max 27

3
y y

 
  

 
 và  4

4

1
min 27

3
y y

 
    

 
  

Ví dụ 4:   Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số trên khoảng ( 0 ; 1 ) 

                        
2 1

1
y

x x
 


  

Giải :        Xét hàm số   
2 1

1
y

x x
 


  trên khoảng ( 0 ; 1) 

  Ta có :   

                                         
 

2 2

2 1
'

1

1 2
' 0

1 2

y
xx

x
y

x

 


   
  

  

  

Giới hạn :                    
0 1

lim lim
x x

y y
  

     

Bảng biến thiên :   

 

                         

x -  0  -1+ 2    1 +  

g'(x)   - 0 +   

g(x) 
 -     +    

   3+2 2     

Vậy       
 

 
0;1

min y 1 2 3 2 2y      

Ví dụ 5: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số : 

                                 
2

cos 1

cos cos 1

x
y

x x




 
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Ta thấy : Đối với hàm số trên nếu ta tính đao hàm đối với hàm số lượng giác thì 

lập bảng biến thiên rất khó khăn, nên ở đây ta kết hợp với việc đặt ẩn phụ để đưa 

về các ví dụ trên. 

Giải :      

Đặt    t = cosx,           1t  . Hàm số trở thành : 

             
2

1

1

t
y

t t




 
           với  1;1t    

Ta có :    

                                    
 

2

2
2

2
'

1

0
' 0

2

t t
y

t t

t
y

t

 


 


  

 

  

Bảng biến thiên : 

x -    -2 -1  0  1 +  

y’   + 0 -   

y 

   1    

 

0 

 

 

 2

3
 

 

Vậy   max y = 1 đạt được khi t = 0 cos 0 2 ,
2

x x k k Z


         

         min y = 0 đạt được khi t = - 1 cos 1 2 ,x x k k Z          

Chú ý : Việc đi tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của các hàm số trên có rất 

nhiều ứng dụng trong khi giải phương trình, bất phương trình, hệ phương trình 

có tham số, xuất hiện rất nhiều trong các đề thi đại học những năm gần đây, như 

sau :  

        Tìm m để phương trình sau có nghiệm : 

              2 2 4 2 21 1 2 2 1 1 1m x x x x x            

Giải: 

Đặt      t = 2 21 1 , 0 2x x t      

              4 22 1 2x t    . Phương trình trở thành : 

                                 m( t + 2) = 2 – t2 – t ,    với  t 0; 2 
 

  

                             
2 2

2

t t
m

t

  
 


  

Xét hàm số :    
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 

2

2

2

2
( ) , 0; 2

2

4
'( ) 0 0; 2

2

t t
f t t

t

t t
f t t

t

  
  
 

 
    
 

  

Bảng biến thiên : 

x -  0    2   +  

f'(x)    -    

f(x) 
 1      

     2 -1  

  

 
0; 2

min 2 2 1y f
 
 

        và   
0; 2

max 0 1y f
 
 

   

Khi đó : Phương trình có nghiệm   2 1 1m     

Như vậy, trong bài toán 1 công việc tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của 

hàm số y = f(x) trên tâp D không khó khăn nhiều với học sinh. Học sinh đã vượt 

qua mức độ tư duy và kỹ năng tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 

hay biểu thức có một ẩn. Hoc sinh gặp bài toán tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ 

nhất của biểu thức có nhiều ẩn thì học sinh phải làm như thế nào ? 

 

3.2. Bài toán 2: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức có 

nhiều ẩn 
Đây là bài toán khó nhất trong các đề thi đại học,cao đẳng những năm gần đây 

và cũng như các đề thi học sinh giỏi các cấp. Bài toán này có nhiều phương pháp 

giải quyết, nêu sử dụng phương pháp chiều biến thiên ( sử dụng đạo hàm ) thì 

học sinh phải làm được : 

 Bước 1: Biến đổi, đánh giá ( sử dụng các bất dẳng thức cơ bản ) để 

đưa biểu thức có nhiều ẩn về biểu thức có một ẩn. 

 Bước 2: Tìm điều kiện đầy đủ của ẩn số. 

 Bước 3: Quay lại bài toán 1 ( xét hàm số trên một tập nào đó ). 

Ví dụ 6:   Cho hai số x, y thỏa mãn : 0, 0, 1x y x y    . Tìm giá trị lớn nhất và 

giá trị nhỏ nhất của biểu thức :  

                               
1 1

x y
P

y x
 

 
  

Ta thấy : Biểu thức P có hai ẩn x, y  ta phải biến đổi P chỉ chứa một ẩn xy như 

sau : 
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   

  

 
2

1 1

1 1

1 1

2 1

1

2 2

2

x y
P

y x

x x y y

x y

x y xy

xy x y

xy

xy

 
 

  


 

  


  






         

Vấn đề tiếp theo là ta phải tìm điều kiện của xy như thế nào ? 

 vì 0, 0 0x y xy       

 Ta có :       

                      

1
1 2

4

1
0

4

x y xy xy

xy

    

  

 

Bài toán trở thành: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số:  

                  
2 2 1

( ) , 0;
2 4

t
f t t

t

  
    

    

 Ta có :      
 

2

6 1
'( ) 0 0;

42
f t t

t

 
     

 
                                    

Bảng biến thiên: 

  

 

 

 

 

Vậy 

    
1

0;
4

1 2 2
min ( ) min

4 3 3
f t f P

 
 
 

 
    

 
 đạt được khi 

1
1

1
2

4

x y

x y
xy

 


  




  

 

     
1

0;
4

max ( ) 0 1 max 1f t f P
 
 
 

      đạt được khi  

0

11

0 1

0

x

yx y

xy x

y

 


    




 

Chú ý : Khi gặp bài toán tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhât của biểu thức P 

có nhiều ẩn mà sử dụng đạo hàm học sinh thương gặp khó khăn : 

 Biến đổi, đánh giá biểu thức P có nhiều ẩn về biểu thức có một ẩn. 

t 
-  0  

 
 1

4
 +  

f'(t)    -    

f(t) 

 1      

 
 

 
 

 2

3
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 Tìm điều kiện đầy đủ của ẩn.( Học sinh hay mắc sai lầm và khó khăn ở 

công việc này) 

 Xét dấu đạo hàm. 

Ví dụ 7 : Cho x>0, y>0, z>0 và x+y+x 
3

2
 . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức : 

P = 
1 1 1

x y x
x y z

      

Giải : 

Ta có 
1 1 1 1 1 1 9

( )( )x y z P
x y z x y z x y z

        
 

 

9
P x y z

x y z
    

 
 

Đặt  
3

, 0
2

t x y z t       

Xét hàm số: f(t) = 
9

t
t

  với 
3

0
2

t   

                     f'(t) = 
2

9
1 0

t
  với 

3
0

2
t   

Bảng biến thiên : 

t  0  3

2
  

f’(t)   -   

f(t) 

     

   15

2
  

                 

15 3
( ) , 0;

2 2

15

2

f t t

P

 
    

 

 

  

Vậy   
15

min
2

P    đạt được khi 
3

1
2

2

x y z
x y z

x y z


  

   
  

  

 

Ví dụ 8: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức : 

                            
4 4 2 2

4 4 2 2

x y x y x y
P

y x y x y x
                   Với x, y khác 0. 

Giải:                

          Đặt :                    , 2
x y

t t
y x

     

      Khi đó :     
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 

2 2
2

2 2

4 4
2

2

4 4

2

2 2

x y
t

y x

x y
t

y x

  

   

  

Biểu thức P trở thành :      

                          
   

2
2 2

4 2

2 2 2

5 4

P t t t

t t t

     

   

  

 Xét hàm số :    4 25 4 2f t t t t t      

Ta có:  

                         
 

 

3

2

' 4 10 1

'' 12 10 0 2

f t t t

f t t t

  

    
 

Suy ra f’(t) đồng biến trên    ; 2 2;     

Khi đó : 

   2 ' ' 2 13 0t f t f      suy ra f(t) đồng biến trên  2;  

   2 ' ' 2 11 0t f t f        suy ra f(t) nghịch biến trên  ; 2   

Bảng biến thiên : 

 

 => min f(x) = -2 

 Vậy min P = -2 đạt được với t = -2  2
x y

y x
    

                 0x y    

Chú ý : Bài toán trên có một khó khăn đó là xét dấu f’(x). Việc đi tìm điều kiện 

của ẩn đối với bài này không khó khăn lắm với x, y 0 . Trong các ví dụ 6, 7, 8 

học sinh có thể dự đoán được kết quả của bài toán về giá trị lớn nhất hoặc giá trị 

nhỏ nhất đạt được khi ẩn bẳng nhau. Với các bài toán này đôi khi ta có thể sử 

dụng bất đẳng thức để tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất như ví dụ 7 :  

          Ta có T 
9

x y z
x y z

   
 

9 27 9 15
3

4( ) 4( ) 2 2
x y z

x y z x y z
       

   
 

      Nhưng với những bài tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất đạt được khi các 

ẩn nhận những giá trị khác nhau thì phương pháp đạo hàm cực kì hiệu quả. 

x -  -2  2        +  

f’(x)          -    + 

f(x) 

+             +  

 -2  2  
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         Ta sẽ mở rộng bài toán nếu thay đổi điều kiện của x, y như sau : 

         Cho x, y thỏa mãn : 1 x z   và 3 4y  . Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ 

nhất :              P = 
4 4 2 2

4 4 2 2

x y x y x y

y x y x y x

 
     

 
 

Giải : 

Đặt        t = 
x y

y x
  

Với        1 2x  , 3 4y   
1 2

4 3

x

y
    

Xét hàm số :    f(u) = u + 
1

u
 với 

1 2

4 3
u   

                        f’(u) = 1 - 
2

1

u
 < 0 

1 2
,

4 3
u

 
  

 
 

Bảng biến thiên : 

y  1

4
  2

3
  

f’(x)   -   

f(x) 

 17

4
    

   13

6
  

   
13 17

6 4
t   

              

 Bài toán trên trở thành bài toán tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của 

 F(t) = 5 25 4t t t    với 
13 17

6 4
t   

 F’(t) = 3 2 13 17
4 10 1 4 ( 4) 6 1 0 ,

6 4
t t t t t t

 
         

 
 

Bảng biến thiên : 

t  13

6
  17

4
  

F’(t)   +   

F(t) 

   4249

16
  

 1083

54
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Vậy  min F(t) =  
1083

54
 min P = 

108

54
  đạt được khi 

                                              

17

4
113

1 2
46

3 4

x y

y x
x

t x
y

y


 

 
     

  



 

                  max F(t) = 
4249

16
 max P = 

4249

16
đạt được khi : 

                                                

13

6
217

1 2
34

3 4

x y

y x
x

t x
y

y


 

 
     

  



 

Ví dụ 9:  ( Đề thi đại học khối B năm 2011 ) 

   Cho hai số a, b thỏa mãn:   2( a2 + b2 ) + ab = ( a + b )( ab + 2). Tìm giá trị 

nhỏ nhất của biểu thức:  

                         
3 3 2 2

3 3 2 2
4 9

a b a b
P

b a b a

   
      

   
  

Hướng dẫn:    

  Đặt:                t
a b

b a
    

Khó khăn trong bài này: Ta phải biến đổi xuất hiện t từ giả thiết và đánh giá t 

dựa vào giả thiết để tìm điều kiện của t. 

Ta có:        :   2( a2 + b2 ) + ab = ( a + b )( ab + 2) 

                   

   2 2 2 22 2

1 1
2 2 2

a b ab a b ab a b

a b
a b

b a a b

     

   
         

   

       

  Ta có:      

                  

 
1 1 1 1

2 2 2 2 2 4

2 1 2 2 4

5

2

a b
a b a b

a b a b b a

a b a b

b a b a

a b

b a

     
             

     

   
        

   

  

 

Bài toán trở thành : Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số :                 

                             
   3 2

3 2

( ) 4 3 9 2

5
4 9 12 18

2

f t t t t

t t t t

   

     
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Ta có :                 2 5
'( ) 6 2 3 2 0

2
f t t t t        

                            
5

;
2

5 23
( )
2 4

min ( ) ff t
 


 

     

                             
23

min
4

P        đạt được khi                                     

                               

25

125

1 12 1
2

2

aa b

bb a
t

a
a b

a b b

 
                  

  

Ví dụ 10 : ( Đề thi học sinh giỏi cấp tỉnh Thanh Hóa năm 2010_ 2012 ) 

   Cho các số a, b, c thỏa mãn :    
2 2 2 6

3

a b c

ab bc ca

   


   
 . Tìm giá trị nhỏ nhất của 

biểu thức:              P = a6 + b6 + c6. 

Giải: 

  Ta có:   ( a + b + c )2 =a2 + b2 + c2 + 2(ab + bc +ca ) = 0 

        a + b + c = 0 

     b + c = - a 

Mà   ab + bc + ca = 6          a( b + c ) + bc = - 3  

                                            bc  = a2 – 3  

Và    a2 + b2 + c2 = 6           b2 + c2 = 6 – a2  

Ta thấy:    

                           

 

 

2 2 2

2 2

2

2

0 2

6 2 3

4

0 4

b c b c bc

a a

a

a

    

   

 

  

  

Khi đó: 

                                  
   

     

6 6 6

2
6 2 2 2 2 2 2

2 2
6 2 2 2

6 4 2

3

6 6 3 3

3 18 27 54

P a b c

a b c b c b c

a a a a

a a a

  

     
  

      
  

   

  

Đặt    a2 = t   (  0 4t   ) 

Bài toán trở thành: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số: 

                          3 2( ) 3 18 27 54 0;4f t t t t t         

Ta có:   
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2'( ) 9 36 27

1
'( ) 0

3

f t t t

t
f t

t

  


  



 

Bảng biến thiên:  

                    

x -  0 1  3 4 +  

f'(x)            + 0 - 0     +  

f(x) 
  66   66  

 54   54   

max ( ) 66 axP = 66f t m      đạt được khi  bộ số ( a; b; c ) là hoán vị của các bộ 

số ( 2; 1; 1) hoặc ( 2; -1; -1 ) hoặc ( -2; 1; 1) hoặc ( -2; -1; -1). 

Ví dụ 11:(Đại học khối A năm 2011) 

Cho x, y, z là ba số thực thuộc đoạn [1;4] và ;x y y z  . Tìm giá trị nhỏ nhất 

của biểu thức: 
2 3

x y z
P

x y y z z x
  

  
  

Hướng dẫn:  

Khó khăn của bài này là biểu thức P có 3 ẩn x, y, z  ta  sử  dụng bất đẳng thức 

phụ để đánh giá đưa biểu thức P về biểu thức có một ẩn. Dựa vào bất đẳng thức 

phụ: 

Xét 0, 0, 1a b ab    ta có: 

   
1 1 2

1 1 1a b ab
 

  
  

Giải:  

Ta có: 
2 3

x y z
P

x y y z z x
  

  
  

                        
1 1 1

2 3 1 1
y z x

x y z

  

  

  

 

          Ta có:  
1 1 2

1 1 1
z x x

y z y

 

  

  

               
1 2

2 3 1

P
y x

x y

  

 

  

Đặt 
x

t
y

  do x y  với  , 1;4 1 4
x

x y
y

      
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Suy ra 1 2t    

    
2

2

2

1 2 2

3 1 2 3 1
2

t
P P

t t t

t

     
  



  

Xét hàm số:    
2

2

2
1 2

2 3 1

t
f t t

t t
   

 
  

Ta có:  
   

   

   

3

2 2 2 22 2

2. 4 3 3 2 1 96 2
' 0

12 3 2 3 . 1

t t t tt
f t

tt t t

         
  

  

Bảng biến thiên: 

t -  1    2 +  

f'(t)    -    

f(t) 

       

 
 

 
 

 34

33
   

             

                     
34

2
33

f t f     

                   
34

33
P      

                    
34

min
33

P   đạt được khi: 

 

2

4
. 2

1

2
, , 1;4

x

y
x

x y
y

x y
z

x y z





  

  
  





  

Chú ý: Trong ví dụ 11 thì biến đổi biểu thức P thành biểu thức có một ẩn dựa 

vào sử dụng bất đẳng thức phujta có thể làm theo cách sau đây có vẻ tự nhiên 

hơn, đó là sự kết hợp giữa bài toán 1 và bài toán 2 như sau:  

   Coi P như là một hàm số của z, xét hàm số ẩn z: 

       1;
2 3

x y z
P P z z x

x y y z z x
    

  
  

Ta có  
   

  
   

2

2 2 2 2
'

.

x y z xyy x
P z

y z z x y z z x

 
   

   
  

 Với    
6

1;
5 5

y y z
x y P z z x

y y z z y
       

 
  

 Với  ' 0x y P z z xy       

Bảng biến thiên: 



18 

 

z -  1  xy    x +  

P’(z)   - 0 +   

P(z) 
       

       

 

    
2 3

xyx y
P z P xy

x y y xy xy x
    

  
 

                  
2 3

y yx
P z

x y x y x y
   

  
 

                   
1 2

2 3 1

P z
y x

x y

  

 

  

 Khi đó ta quay lại ví dụ 11  

                                                             

4. Kết quả và ứng dụng 

4.1. Tiến hành thử nghiệm 

- Tiến hành dạy tiết tự chọn tiết 3: bài tập giá trị lớn nhất giá trị nhỏ nhất 

của hàm số. 

- Để tiến hành thực nghiệm đạt kết quả tôi đã chọn 1 lớp thực nghiệm và 

một lớp đối chứng, tôi căn cứ vào các tiêu chí sau: 

Học lực hiện tại của học sinh hai lớp 

Điều kiện cơ sở vật chất là như nhau 

Sĩ số của hai lớp 

Trình độ giảng dạy của giáo viên 

Cụ thể khi tiến hành thử nghiệm tôi đã chọn lớp 12A2 (sĩ số 38), 12A6 (sĩ số 39) 

dạy thực nghiệm và lớp 12A5 (sĩ số 38) không thực nghiệm làm lớp đối chứng. 

Việc lựa chọn các lớp trên là hoàn toàn phù hợp với tiêu chí đặt ra,. 

 - Trong đợt thử nghiệm, tôi đã tiến hành thu thập kết quả của học sinh các 

lớp thử nghiệm và đối chứng trước khi tiến hành giảng dạy thử nghiệm.  

- Sau khi dạy thử nghiệm kết thúc, tôi ra đề kiểm tra chung để kiểm tra kết 

quả học tập của các em học sinh trong các lớp nhằm mục đích: Xác định trình độ 

tiếp nhận kiến thức của các em sau khi được thử nghiệm, so sánh kết quả của 

các lớp đối chứng và thử nghiệm. 

Kết quả khảo sát qua 2 bài tập như sau : 

Câu 1.  (Đề Minh Họa 2020 Lần 1) Giá trị lớn nhất của hàm số 
4 2( ) 12 1f x x x     trên đoạn  1;2 bằng: 
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A. 1. B. 37 . C. 33 . D. 12 . 

Câu 2.  (Đề Tham Khảo 2020 Lần 2) Giá trị nhỏ nhất của hàm số 

  4 210 2f x x x    trên đoạn  1;2  bằng 

A. 2 . B. 23 . C. 22 . D. 7 . 

Câu 3.  (Mã 101 - 2020 Lần 1) Giá trị nhỏ nhất của hàm số   3 24f x x x   

trên đoạn  2;19  bằng 

A. 32 2 . B. 40 . C. 32 2 . D. 45 . 

Câu 4.  (Mã 104 2017) Tìm giá trị nhỏ nhất m  của hàm số 2 2
y x

x
   trên đoạn 

1
;2

2

 
 
 

. 

A. 5m   B. 3m   C. 
17

4
m   D. 10m   

Câu 5.  (Chuyên Bắc Ninh 2018) Tìm tập giá trị của hàm số 1 9y x x     

A.  1;  9T  . B. 2 2;  4T  
 

. C.  1;  9T  .  D. 0;  2 2T  
 

. 

Câu 6.  (Đề Tham Khảo 2018) Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị của tham số 

thực m sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 3 3y x x m    trên đoạn  0;2  

bằng 3. Số phần tử của S là 

A. 0 B. 6 C. 1 D. 2 

Kết qủa : Khi chưa áp dụng đối với lớp 12A5 và áp dụng với lớp 12A2, 12A6, 

tôi đựơc kết quả như sau: 

 Số HS làm bài Số HS đạt yêu cầu Đạt tỷ lệ % 

Lớp 12A2 38 34 89,7 

Lớp 12A6 39 34 87,2 

Lớp 12A5 38 26 68,4 

Kết qủa chưa được như mong đợi, nhưng điều đó nói lên học sinh đã làm tốt khi 

gặp những bài toán tìm giá trị lớn nhất giá trị nhỏ nhất của hàm số dựa vào đạo 

hàm. 

4.2. Kết luận chung về thử nghiệm 

a. Hiệu quả của thử nghiệm 

 Căn cứ vào kết quả kiểm tra và theo dõi trong các tiết dạy của các lớp tôi 

có các nhận xét sau: 
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 Sau thử nghiệm kết quả của các lớp thử nghiệm và đối chứng đều có sự 

thay đổi. Bài làm của lớp thử nghiệm phần trăm giỏi tăng lên 18%, tỉ lệ học sinh 

trung bình chiếm 8% không có học sinh yếu , số lượng học sinh khá và giỏi đã 

tăng. 

 Kết quả của lớp đối chứng sau thử nghiệm thì tỉ lệ học sinh giỏi tăng lên 5 

em chiếm 10% tỉ lệ học sinh khá tăng lên 6% còn số lượng học sinh trung bình 

giảm đi. Không có điểm yếu. 

 Qua kết quả này cho thấy , học sinh phát huy được khả năng tiềm ẩn của 

mình, học sinh học tập tự tin hơn, mạnh dạn hơn, không khí lớp học sôi nổi hơn. 

 Tóm lại việc hướng dẫn học sinh giải các bài toán tìm giá trị lớn nhất giá 

trị nhỏ nhất của hàm số dựa vào đạo hàm cho học sinh lớp 12 THPT là hoàn 

toàn có khả năng góp phần nâng cao chất lượng dạy học, giúp học sinh học tập 

một cách chủ động, tích cực, tự chiếm lĩnh tri thức, tự xây dựng tri thức cho bản 

thân, phát huy được năng lực tạo được niềm tin, sự hứng thú trong quá trình học 

toán. 

b. Hạn chế của thử nghiệm. 

 - Do thời gian tiến hành thử nghiệm không dài nên không thể khẳng định 

được hiệu quả một cách chính xác hoàn toàn. 

 - Việc thử nghiệm không được thí điểm với quy mô lớn, chỉ thực hiện trên 

bốn lớp nên các tỉ lệ trên không thể khẳng định là chính xác.  

c. Khả năng vận dụng sáng kiến “Phát triển tư duy và kỹ năng của học sinh 

qua bài toán tìm giá trị lớn nhât, giá trị nhỏ nhất dựa vào đạo hàm”.    

Như trong phần đặt vấn đề đã nêu, sáng kiến “Phát triển tư duy và kỹ 

năng của học sinh qua bài toán tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất dựa vào 

đạo hàm”.    

Với tinh thần đó, trong quá trình soạn, dạy dạng toán này tôi thực hiện 

theo cách phân dạng và định hướng cách giải cho từng dạng từ dễ đến khó, 

thông qua các ví dụ được chọn lọc. Khi tiến hành các giải pháp này tại lớp 

12A2, 12A5, 12A6 tôi nhận thấy: 

- Học sinh tỏ ra hứng thú hơn khi giải toán, bởi các bài tìm giá trị lớn nhất 

giá trị nhỏ nhất mà các em còn lúng túng, mơ hồ đã được trình bày một cách 

tường minh, dễ hiểu. 

- Giờ dạy tránh được tính đơn điệu, nhàm chán theo một lối mòn lâu nay. 

- Học sinh có nhiều thay đổi tích cực về phương pháp học tập và tư duy 

giải toán. 
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PHẦN III:  KẾT LUẬN VÀ KHUYẾN NGHỊ 

1. Kết luận 

Qua thời gian thực tế giảng dạy, tôi nhận thấy khi chưa đưa chuyên đề vào 

giảng dạy, học sinh chỉ có thể giải quyết những bài tập ở dạng cơ bản và thường 

gặp lúng túng khi giải các bài toán tìm giá trị lớn nhất giá trị nhỏ nhất dựa vào 

đạo hàm. Sau khi học chuyên đề học sinh đã có thể làm tốt các bài tập khó, các 

em hứng thú và say mê hơn trong học tập. Qua khảo sát kết quả học tập của các 

em tăng lên rõ rệt. 

2. Khuyến nghị 

a) Để học sinh có kết quả cao trong học tập giáo viên cần nghiên cứu, tìm 

tòi, phân loại và xây dựng được các phương pháp giải toán sao cho học sinh dễ 

hiểu và cách giải ngắn nhất. 

b) Giáo viên tăng cường kiểm tra, sửa chữa sai sót cho học sinh, đồng thời 

động viên các em khi các em tiến bộ. 

c) Giáo viên hướng dẫn cách tự đọc sách của học sinh, động viên tìm tòi 

các phương pháp hay, ngắn gọn. 

d) Tôi thấy chuyên đề này thực sự hiệu quả với đa số các em học sinh 

khối 12 trong trường, vì vậy nhà trường, tổ chuyên môn cần tạo điều kiện để 

chuyên đề này được triển khai ở tất cả các lớp 12 trong năm học tới. 

Trên đây là một vài kinh nghiệm nhỏ trong quá trình thực hiện việc đổi 

mới phương pháp dạy học, đề tài không tránh khỏi những hạn chế. 

Rất mong sự đóng góp quý báu của bạn bè, đồng nghiệp.  

 Tôi xin chân thành cảm ơn ! 

Hà Nội ngày 23 tháng 02  năm 2024 

Người viết SKKN 

 

Đặng Thị Nhung 
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TÀI LIỆU THAM KHẢO 

1. Sách giáo khoa: Đại số và giải tích 12. 

2. Sách bài tập: Đại số và giải tích 12. 

          3. Một số tài liệu tham khảo từ trang web: Violet.vn ; www.nguoithay.vn,     

                                   www.moon.vn  và  www.diendantoanhoc.net . 

 

 

http://www.nguoithay.vn/
http://www.moon.vn/
http://www.diendantoanhoc.net/

