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/ 4Bm 56 LUTNG GIAC VA

PHUONG TRINH LUTNG GIAC

Nhiéu hién tuong tun hoan don gian trong thuc té dugc mé
ta béi nhiing ham s§ lugng gidc. Chuong nay cung cap nhing
kién thuc co ban vé cac ham s6 lugng giéc va céch gidi cac
phuong trinh lugng giac don gian. -

Khi hoc chuong nay hoc sinh can chil y tinh chat tudn
hoan clia cac ham s6 lugng gidc va phuong phap st dung
dudng tron lugng giac dé tim nghiém cla cac phuong trinh
lugng giac co ban. Ngoai ra, hoc sinh cén ren luyén ki
nang bién déi lugng giac va ki nang gidi cac dang phuong
trinh lugng gidc dugc quy dinh trong chuong trinh.

HAM sO0 LUONG GHKIC VA PHUONG TRINH LUDNG GIAC
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CAC HAM s6 LUONG GIAC

Cic ham s6 luong gidc thudng dugc ding d€ mo t3 nhimg hién tuong thay d6i

mot céch tudn hoan hay gip trong thyc tién, khoa hoc va ki thuat. Trong bai

ndy, ta tim hiéu c4c ham s6 lugng gidc y = sinx, y = cosx, y = tanx, y = cotx.
1. Cac hamsdy=sinxvay = cosx

[H1] 7rén hinh 1.1, hay chi ra céc doan thing co

do dai dai s6 béng sinx, bdng cosx. Tinh vsinf-;—,, | , B
cos(—%); Cos2T. | \ ‘
: truc cosin
a) Pinh nghia ' . YO 0 >

Quy tic dit twong tmg méi s6

thuc x véi sin cia géc luong
- gidc ¢6 s6 do radian bing x

duge goi 12 ham s6 sin, ki hiéu
‘]1a y =sinx. ,

Quy tic dat twong (ng m61 s6 thuc x véi cosin clia goc lugng

gidc c6 s6 do radian bang x dugc goi 12 ham s cosin, ki hi¢u 1a
y = COS X.

Hinh 1.1

Tap x4c dinh ca cichAm s6 y =sinx, y = cosx 1a R. Do d6 c4c ham s6 sin

va cosin duoc viét 1a
sin:R—->R cos:R—->R
x +— sinx X > COSX.
Nhdn xét

Ham s6 y =sinx la mot hdm 56'lé vi sin(-x) = —sin x véi moi x thudc R

@ ‘Tai sao cé thé khdng dinh ham sé' y=cosx l& mot ham s& chén ?

b) Tinh chét tudn hoan cia cicham s6 y = sinx va y = cosx
Ta d biét, véi mbi s6 nguyén k, s6 k2x thod mén
sin(x + k21t) =sinx véi in X.
4 | .
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Nguoc lai, ¢6 thé ching minh ring s6 T sao cho
- sinx+T)= sinx v6i moi x

phéi c6 dang T = k27, k 12 mot s6 nguyén. |

R& rang, trong céc s6 dang k2% (k € Z), s6 duong nho nhét 1a 27

Vay d6i v6i ham s6 y = sinx,s6T = 27 12 s6 duong nho nhét thod man

sin(x + T') = sinx v6i moi x.

Ham s6 y = cosx ciing c6 tinh ch4t twong tu.
-Ta n61 hai hami s6 d6 12 nhitng ham s6 tudn hoan véi chu ki 21t

Tir tinh chét tudn hoan vdi chu ki.2n, ta thdy khi biét gi4 tri cdc hém s6
y=sinx vay=cosx trén mdt doan c6 do dai 21r,(chang han doan [0 ; 2n] hay
doan [ ; =) thi ta tinh dugc gié tri ciia ching tai moi x. (Cu m@i khi bién s6
dugc eong thém 2n thi gid tri clia cac ham s6 d6 lai trd vé nhu cii ; diéu nay
g1a1 thich tir "tudn hoan").

¢) Su bién thién va d6 thi cia ham sé y = sinx

Do ham s6 y = sinx 12 ham s6 tudn hoan vé6i chu ki 27 nén ta chi cin khdo sit
ham s6 d6 trén mot doan c6 do dai 2w, ching han trén doan [-= ; ).
e Chiéu bién thién (xem cic hinh 1.2, 1.3, 1.4)

-Chox= (OA 'OM) tang tit — de'n T, tic 1a cho M chay trén du'b’ng tron luong
gidc theo chiéu duwong mot vong xuflt phét tir A’ va quan sit sy thay déi cha

dlém K (K 14 hinh chiéu cha M trén truc sm OK = sinx), ta thdy :

- Kh1 x tang tit - dén —-2— thi diém M chay trén dudng tron lu'o’hg giac

theo chiéu duong tir A’ dén B’ va diém K chay doc truc sin tir O dén B'. Do dé6
OK, tifc 1a sinx, glém tir 0 dén -1 (h. 1 2)

Hinh 12 : Hinh13
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— Khi x tang tir -125 dén g thi diém M chay trén dudng tron hrgng gidc

theo chiéu duong tir B’ dén B va diém K chay doc truc s1n tir B’ dén B. Do d6
OK, titc 1a sinx, tang tir -1 dén 1 (h. 1.3).

— Khi x tang tir —2— dén n thi diém M chay y s
o . T_-dig
trén dudng tron lugng gidc theo chiéu ‘*/ Iy
: 1
duong tir B dén A' va diém K chay doc truc v N .
A’ ‘ (4] A

sintr B dén 0. Do d6 OK tic la sin x,
giam tir 1 dén 0 (h. 1.4).

Vay ta c6 bang bién thlén cha ham s6 B’

y =sinx trén doan [-= ; 7] nhu sau : Hinh 1.4
n n
x - -5 0 5 n
2 2

; - ; 1
 y=sinx 0\ O/ \O'

o Do thi .
"~ Khi v& d6 thi ctia ham s6 y = sinx trén doan [-7n ; ], ta nén dé ¥ ring :
"Ham s6 y = sinx 12 mot ham s6 1€, do d6 d6 thi cia né nhan géc toa do
- 1am tam d6i xdng. Vi vay, ddu tién ta v& d6 thi cia ham s6 y = sinxtrén
doan [0 ; =]. |

Trén doan [0 ; n] dé thi cia him s6 y = sinx (h 1.5) di qua c4c diém cé toa
d6 (x ; y) trong bang sau :

x |o = = 'z x 2 3 s
6 4 3 2 3 5 6
ye=snx| 0 4 2 B ;. B N2 1o,
2 72 2 2 2 2
(=0,71) (=0,87) (=0,87) (=0,71)
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Phén d6 thi cia ham s6 y = sinx trén doan [0 ; ] cing véi hinh d6i xing clia
né qua g6c O 1ap thanh d6 thi ctia ham s6 y = sinx trén doan [-m; =] (b.1.6).
~ Tinh ti€n phan d6 thi vira v& sang trdi, sang phai nhitng doan c6 d¢ dai 2,
47, 6m,... thi dugc toan bo d6 thi ham s6 y = sinx. D6 thi do duogc goi 1a mot
duong hinh sin (h. 1.6). :

s

N

Hinh 1.6

Nhdn xét

1) Khi x thay d6i, ham s6 y = sin x nhan moi gi tri thu6c doan [ 1;1]). Tanéi
tdp gid tri cia ham s6 y = sinx 1a doan [ 1;1]. '

2) Ham s6 y = sinx déng bién trén khoang ( 55 2) Tir d6, do tinh chat

tudn hoan véi chu ki 2n, ham s6 y=sinx déng bién trén mébi khoang

‘ (—5+k21r 2+k2n) keZ.

¢

@ Héi khdng dinh sau day c6 dung khéng ? Vi sao ?

Ham s6 y =sinx nghich bién trén khodng (5 : 22—) va ngh/ch bién trén méi khoéng .

3n
(5"‘1(275 s 7+k27t),< k Ez.



d) Su bién thién va d6 thi ciia ham s6 y = cos x .

Ta c6 thé ti€n hanh khao sit su bién thien va v& d6 thi clia ham s6 y = cosx
tuong ty nhu d4 1am d&i v6i ham s6 y = sinx trén day. Tuy nhién, ta nhan thdy
cosx = sin.(x. + %) v6i moi x, nén bing c4ch tinh tién d6 thi hAm s6 y = sinx

r
‘ 2
duoc goi 12 mot duonmg hinh sin) (h. 1.7).

sang tr4i mot doan c6 d6 dai —, ta dugc d6 thi ham s6 y = cosx (n6 cﬁng

Hinh 1.7
Can ct vao d6 thi cha ham s6 y = cosx, ta 1ap dugc bang bién thién cha
ham s6 d6 trén doan [-x ; n:

X ',_ﬂ 0 n

/1\

-1 \ -1

Y =C0oSX

Hay kiém nghiém lai bng bién thién trén bdng céch quan sét chuyén déng
“cla diém H trén tryc cosin, trong @6 H Ia hinh chiéu cda diém M trén tryc cbsin, khi
diém M chay trén dudng tron lugng giac theo chiéu duong mot vong xuét phat tur
diém A’ (h. 1.8). |

|B
Nhdn xét
1) Khi x thay d6i, hdim s6 y = cosx nhan
moi gid tri thugc doan [-1 ; 1]. Ta n6i tdp - H o .
gidmichahams6y=cosx ladoan [-1-;1). A\ Lk A
. 1 .
2) Do ham s6 y = cosx 12 ham s6 chdn nén 4
dé thi cha ham s6 y = cosx nhan truc tung M 7
1am tryc d6i xing. I
Hinh 1.8



3) Ham s6 y = cosx d6ng bién trén khodng (- ; 0). T d6-do-tinh chat
tudn hoan véi chu ki 2r, hdm s6 y = cosx déng bién trén méi khoang
(-r+k2n ; k2n), ke Z. 4

IF'I__5-| Héi khdng dinh sau day c6 dung khong ? Visao ? |

Ham sé' y = cosx nghich bién trén khodng (0 ; =) va nghich bién trén méi khodng
k2n;m+k2n), k € Z.

GHINHO
Ham s6 y =sinx C 'Ham s6y=cosx
—C6 tap xdc dinh AR ; | —C6 tap xéc dinh 1a R ;
-Cotapgidtrila-1;1]; ~Cétapgidtrila-1;1];
-Lahams61é; —La ham s6 chdn ;
— L2 ham s6 tudn hoan vé6i chu | — La ham s6 tudn hoan véi chu
ki 2m ; | Ki2n ;
— Ddng bién trén mdi khoang  # — Déng bién trén mdi khoang
(—-gfk2n;-§-+k2n) (- + k2 ; k2m)
S va nghich bién trén méi khoang
va nghich bién trén mdi khoang :
1 In K2rn;n+k2n), ke Z;
—+k2n;—+k2n |, ke Z; ,
2 2
— C6 d6 thi 12 mot dudng hinh sin. | — C6 d6 thi 1 mot dudng hinh sin.

2. Cachamsdy=tanxvay=cotx
a) Pinh nghla

e V6i méi s6 thyc x ma cosx # 0, tic léx;t 5 +kn (k e Z),taxacdmhduoc
sinx
~ s@thuc tanx = . bat9, = IR\{2 + knlk e Z}

sin x
cos X

Quy téc dat twong ting mbi s6 x € D; v6i s6 thyc tanx =

dugc goi 12 ham s6 tang, ki hi¢u 1a y = tanx.
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Vay ham s6 y =tanx cé tdp xdc dinh ] 4
5 truc cotang  |B ‘ A\
9D, ; ta viét 2 .y
, ' * T
tan:9; > R ‘
, o g ‘
X — tanx. A’ /O 4
e V6i mbi s6 thuc x ma sinx = 0, titc 12 %
) B S
x # kn (k € Z), ta xac dinh duoc s6 thuc 8.
. ~
. cos x ‘ '
cotx = ——. PatD, =R\ { knlk € Z}. Hinh 1.9
: sin x
; T L cos x
Quy tic dit twong img méi s6 x € D, véi s6 thue cotx = —

duogc goi 12 ham s6 cotang, ki hiéu Ia y = cot x.
Vay ham s6 y = cot x c6 tap x4c dinh 12 D, ; ta.viét
cot: D, >R

X > cotx. o

Trén hinh 1.9 ta c6 (OA, OM) =x, tanx = AT , cotx = BS.
Nhdn xét '
1) Ham s6 y = tanx 12 mot ham 56" ¢ vi néu x € D, thi ~x ¢ D, va
tan(—x) = —tanx.
2) Ham s6 y = cotx ciing 1a mOt ham 56’ l¢ vi n€u x € 9D, thi —X € D, va
cot(—x) = —cotx.
b) Tinh chat tuan hoan
C6 thé ching minh ring T = 7 12 s6 duong nho nhét thoa mén

tan(x + T) = tanx v6i moix e SDI,
va T = n ciing 13 s6 duong nhé nhat thdé‘mﬁri |

cot(x + T) = cotx véimoix € D,.

Tanéi cdc ham s6'y =tanx vay = cotx’ a nhﬁ'ng ham s tudn hodan véi chu ki .

L3



" ¢) Su bién thién va dé thi ciia ham s6 y = tan x
Do tinh chat tudn hoan véi chu ki © cia ham s6 y = tanx, ta chi c4n khdo sét
su bién thien va v& dé thi ctia n6 trén khoang (—g— ; —gj < D,, réi tinh tién

phdn d6 thi vira v& sang trdi, sang phéi cdc doan c6 dO dai m, 2m, 3m,... thi
duoc toan bo d6 thi ciia ham s6 y = tanx.

e Chiéu bién thién (h. 1.10) :

. Khi cho x = (OA, OM) tang tix —g dén g |

(khong ké —g va g) thi di€m M chay trén

dudng tron lugng gidc theo chiéu duong , 1X* 4
tir B’ dén B (khong ké B’ va B). Khi d6 A
diém T thuoc truc tang Ar sao cho L —NC*
AT . = tanx chay doc theo At su6t tir dudi : B T
1én trén, néntanx tdng tix —co dén 4+ (qua ‘ ‘ T
gid tri 0 khi x = 0). - Hinh 1.10

Tai sao c6 th€ khdng dinh ham s6 y = tanx déng bién trén mdi khodng
T 'R )

Xin: T ?

( 2+kn,2+kn),keZ.

e D6 thi : D6 thi clia ham s6 y = tanx ¢6 dang nhu & hinh 1:11.

Y
- n i
_3=n I 0 i 3n| x
- 2 2 2 2
Hinh 1.11

1
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Nhdn xét .
1) Khi x thay d6i, ham s6 y = tanx nhan m01 glé tri thuc Ta n6i tdp gid tri

cha ham s6 y=tanx 1aR,

2) Viham s6 y = tanx 12 ham s6 1€ nén d6 thi cia né nhan géc toa do 1am tam
d6i xing.

3) Ham s6 y = tan x khOngxécdinhtai x=-;‘-+kn (k € Z). V6i mbi k € Z,

dudng thing vudéng géc véi truc hoanh, di qua diém (g

duong tiém cdn cha d6 thi ham s6 y = tanx. ('.I‘ix: "tiém can" c6 nghia 12 ngay

+ km; 0) goi 13 mot

cang gin. Chéng han néi dudng thing x = g 12 mot dudng tiém can cia do thi

ham s6 y = tanx nhim dién ta tinh ch4t : diém M trén dé thl ¢6 hoanh d6 cang

5 tthcangganduongthang x -—-)

d) Su bién thién va d6 thi cia hamsé y = cotxv | |

Ham s6 y = cotx xéc dinh trén @, = R\ {kx | k € Z} 12 mot ham s6 tudn hoan
v6i chu Ki . Ta c6 thé khao sét sy bién thién va vé& d6 thi cia né tuong ty nhu
da 1am d6i v6i ham s6 y = tanx.

P4 thi clia ham s6'y = cotx c6 dang nhu hinh 1.12. N6 nhan méi duong thing

vudng géc v6i truc hoanh, di qua diém (kn ; 0), k € Z 1am mot dudng tiém cin.
‘ Y

-R

Ny

Hinh 1.12



GHI NHO

Ham s6 y =tanx

Ham s6 y = cotx

- C6 tap x4c dinh 12
9}=R\{§+kn|kez} ;
_CotspgidtilaR;
-Lahams61¢é;

- LA ham s6 tuin hoan véichukin ;
- Déng bién trén mdi khodng

n T -
(-E+kn,5+kn),ke Z;

- C6 d6 thi nhan mdi dudng
thing x= =+ kn (k€ Z) lam

2
mot dudng tiém can.

- C6 tap xic dinh 1a

D, =R\ {kn |k e Z};

|-coupgisrinR;

-Lahams61¢é;
-Léhéms(ituanhoanvmchukln
- Nghich bién trén méi khoang
(kn;m+kn), ke Z,

+ C6 d6 thi nhan méi dudng
thing x = kn (k € Z) 1am mot

dudng tiém cén.

3. Vé khai niém ham sé tuan hoan

Cic ham s6 y = sinx, y = cos x 1a nhiing ham s6 tudn hoan véi chu ki 2m ; cac
ham s6 y = tanx, y = cotx 1 nhitng ham s& tudn hoan véi chuki =

Mot cdch téng quit :

Ham s6 y = f(x) xdc dinh trén tap hop D duoc goi 12 ham s&
tuﬁn hoan n€ucé6s6T # 0 sao cho v6i moi x € Dtacod
x+TeD,x-Te 9vhj(x+T) ).

Ne'u c6 56 T duong nh nhéit thoa mén céc diéu kién trén thi ham
s6 d6 duge goi 12 mot ham s6 tudn hoan véi chu ki 7.

Vi du. Cic ham s6 y = 2sin2x (46

thi & hinh 1.13), ham s6 y = sin%

(46 thj & hinh 1.14), va ham s6 c6
46 thi & hinh 1.15 1a nhimg ham s6
tudn hoan.

-Hinh 1.13

13
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Hinh 1.14 ‘ Hinh'1.15

Cau héi va baitap
Tim t4p x4c dinh ciia méi ham s6 sau :

a)y=B-snx; b)y=l—19$—x;

S x

, fl—sinx. R R AR
Q)y= m y ' d)y—tan(2x+3).

Xét tinh chén - 1& ctia m&i ham s6 sau :

a) y = -2sinx ; b)'y =3sinx -2 ;

S c)y=sinx —cosx ; d)y—s1nxcoszx+tanx

14

. Tim gia tri 16n nhét va gid tri nho nhat clia mbi ham s sau :

a)y=2cos(x + -g) +3‘; b)y= \/1 —sin(x2) -1;

c)y= 4s1n«/—

Cho céc ham <6 flx) = sinx, g(x) = cosx, h(x) = tanx va cidc khoang
3 T N 3ln 33=m - 4527 _ 601

ne(nF) e (3 5o () e (- )

Hoi ham s6 no trong ba ham s6 d6 déng bién trén khodng J; ? Trén khodng J, 7

Trén khoang J3 ? Trén khodng J, ? (Trd 16 bﬁng céch lap bang).

Trong cic khing dinh sau, khing dinh nao dung ? Khang dmh nao sai ? Giai
thich vi sao. -

a) Tréen mbi khodng ma ham sO y = sinx déng bién thi ham so Yy = COSXx
nghich bién.



6.

b) Trén méi khoang ma ham s6 y = sin’x doéng bién thi ham s6 y= cos’x
nghich bién.

Cho ham s6 y = f{x) = 2sin 2x.

a) Chiing minh ring v6i s6 nguyén k tuy ¢, luén cé fx + kx) = f(x) véi moi x.
b) Lap bang bién thién clia ham s6 y = 2sin 2x trén doan [ R ;]

¢) V& d6 thi clia ham s6 y = 2sin 2x.

Bai doc thém

DAO DONG DIEU HOA

Nhiéu hién tugng tu nhién thay d6i c6 tmh chat tuan hoan (Iap di 13p lai sau khodng
thdi gian xac dinh) nhu :

— Chuyén déng clia cac hanh tinh trong hé mét trdi,

— Chuyén ddng cla gudng nuéc quay,

— Chuyén déng clia qua lac déng hé,

~ Su bién thién clia cuong d6 dong dién xoay chiéu,..

Hién tugng tuan hoan don gian nhé"t 12 dao dbng diéu hoa dugc md ta b6| ham sé
y = Asin(ax + @) + B,

trong d6 A, B, a)vé a 1a nhitng héng s8 ; A va wkhac 0. D6 1a ham s8 tuan hoan véi

chu ki — 2m

clia ham s8 y = Asinax béing cach tinh tién thich hop (theo vecto -%7 r3i theo

; |A] goi la bién d6. D6 thi clia né 1a mét dudng hinh sin ¢b du‘cc tir 46 thi

vectd BJ , tifc 12 tinh tién theo vecto’ —%Z’ +B}).

Vi dy. Mot gubng nudc cd ban kinh 2,5m, cb truc quay & cach mat nudc 2m, quay
déu mai phat mdt vong (h. 1.16). Goi y (mét) 1a "khoang cach” tir mat nude dén mot
chiéc gau clia gudng nudc & thdi diém x (phat) (quy udc ring y > 0 khi gdu & bén

15



trén mét nudc va y < 0 khi géu é’{dudi nudc). Biét rang sau khi khdi déng % phut thi
chiéc géu d6 & dinh cao nhét cﬁéﬁ‘igdéng nudc. Tir cac diéu dé ta suy ra

y=2+25 sin[2ﬂ:(x. - —i—):l .

D4 thi clia ham s8 nay cé dang nhu & hinh 1.17.

4,5;

_—0,5
Hinh 1.16 Hinh 1.17
Luyén th

7. Xeéttinh chin - I cia mbi ham 56 sau : |

é)y:cos(x—%) ; ) b)y=tan|x| 3 é)y\:tgnx—sian.
8. Cho c?ic ham s6 sau : |

a)y¥—sin2x;» ' b)y=3tan2x+l;

¢c)y=sinxcosx ; d) y =sinxcosx + ——2-3-c032x.

Chiing minh ring mi ham s6 y = f{x} 46 déu c6 tinh chdt :
fx + ki) = fix) v6i k € Z, x thudc tp xéc dinh cita ham s6 £
16

L)



9;

10.

11.

12.

. Xét ham s6 y=flx)= cos = -

Cho ham s6 y= j(}c) = Asin(azx + @) (A, @ va a 12 nhimg hing s6 ; A va @
khéc 0). Chung minh ring véi mbi s6 nguyén k, ta ¢6 f (x + k. —) j( )
v6i moi x. ‘ ,

Chting minh ring moi giao diém ciia dudng thing x4c dinh béi phuong trinh
y= % v6i d6 thi clia ham s6 y =sinx déu céch goc toa\d@ mot khoang nho
hon V10.

Tir d6 thi cha ham s6 y = sinx, hady suy ra dé th1 clia céc ham s6 sau va vé d6
thi cia cdc ham s6 d6 : ‘

‘a)y——sinx ; b)y=|sinx| ; o) y= sinlx'l

a) Tu d6 thi ham s6 y = cosx, hdy suy ra dé thi clia cdc ham sO sau va vé
d6 thi cha cdc ham s6 d6 : ‘

y=cosx +2; y=cos().c—§).

b) Hoi m&i ham s6 d6 c6 phéi 1a ham s6 tudn hoan khong ?

2

a) Chiing minh réng v6i méi s6 nguyén &, fix + k4n) = f(x) véi moi x.

b) Lap bang bién thién ctia ham s6 y = cos -;— trén doan [-27 ; 2=w].

¢) V& d6 thi ctia cdc ham s6 y = cosx va y = cos % trong éflng mot hé toa do
vudng géc Oxy | |

d) Trong mat phéng toa do Oxy, xét phep blén hinh F bi€n mol dlém x5y
thanh diém (x' ; y') sao cho x' = 2x vd y' = y. Chiing minh ring F bién d6 thi

clia hdm s6 y = cosx thanh d6 thi cilaham sy = cos«;E :

2A DS&GT - 11 . . - ‘ 17
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AM THANH

Am thanh dugc tao nén bdi sy thay d8i ap suét clia méi trudng vat chét (chat khi,
chét I6ng, chét rin) mot cach tudn hoan theo thdi gian (dao déng tudin hoan) va dugc
lan truy@n trong mdi trudng d6 (s6ng 4m thanh).

Néu dao déng tudin hoan &y c6 chu ki T (do béng don vi thai glan la gidy) thi l 90|

la tén s6 clia dao ddng (tc la s6 chu ki trong mdt gidy) ; don vi cla tan s Ié Héc
(Hertz) viét tét 1a Hz. Am thanh tai ngudi nghe dugc 1a dao déng c6 tdn s6 trong
khodng tir 17-20 Hz d&n 20 000 Hz. Dao déng c6 tan s6 cao hon 20 000 Hz dugc goi
14 siéu am. -
Trong 4m nhac (nght?-f,l thuat phéi hgp cac am thanh) ngudi ta thudng ding nhimg nét
nhac dé ghi nhimg am c¢6 tan s& xac dinh. Tan s8 dao dong cang I&n thi &m cang
cao. Khi tang tdn s8 mét 4m 1én gdp d6i thi ta ndi cao dd clia &m d6 duge tang thém
mét quang tam. Ngudi ta thudng chia quang tam dé thanh 12 quéng bang nhau, médi
quéng goi la-mét ban cung dé do chénh léch cao d6 giita cac 4m (xem Sach gigo
khoa "Am nhac va mi thuat" I&p 7). V&i hai am cach nhau mét ban cung, ti s6 céc tan

s8 clia chung béng %2 : véi hai &m céch nhau mét cung (tdc 1a hai ban cung), ti s6

T eAC trs6-cha-chiing QM%)2 = 42 . & khudng nhac dusi day cb ghi cac nét

18

nhac clla mét "am giai" (quang tam) cling khodng cach cao do gilta hai am (mg véi
hai nét k& nhau. Am /a clia &m giai d6 c6 tdn s6 440 Hz (do d6, chang han &m si ké

86 c6 tan s6 4402 Hz).
la si . do

g a6 ré mi fa \ |
1 1 1
1 1 ! 3
] 1 . a4
1 - P it - Pl 1}
‘3'\_)\/ Vﬁmﬁg 1cung 1cung 1bdncung

-

1cung 1cung 1 bén cun

Trong &m nhac, ngoai cac am riéng 1é con cb hgp am
(két hogp cac am thanh). Nha toan hoc Phap Phu-ri-é
(Fourier) da chimg minh rdng mdt ham s8 tuan hoan vdi
chu ki T ¢6 thé phén tich thanh "t8ng" cia mét hing s6
véi nhitng ham s6 tudn hoan c6 d3 thi 1a nhimg duding

hinh sin \)éi chu ki 1 (n 1a s6 nguyén du‘ong) Diéu

Joseph Fourier
(1768 - 1830) am séc.

d6 giap ta hidu sau hon vé hop am, hoa am, &m béi va

28 DS&GT - 1



1.

Mot vé tinh nhdn tao bay quanh Trdi

§ 2 PHUONG TRINH LUONG GIAC CO BAN' |

Ta xét bai toén'sau :

Ddt theo mot quy dao hinh elip
(h. 1.18). B6 cao h (tinh bang kilémet)
ciia vé tinh so voi bé mat Trdi Ddt
dugc xdc dinh bdi cong thikc

« T . ’
h=550+450C085—0t, | A Hinh 1.18

trong dé t la thoi gian tinh bdng phiit ké tir ltic vé tinh bay vdo quy dao. Nguoi
ta cdn thyc hién mot thi nghiém khoa hoc khi vé tinh cdch mdt dat 250km.
Hay tim cdc thoi diém dé cé thé thuc hién thi nghtem do.

Bai todn nay din dén viéc gidi phuong trinh

2
550+450 cos%t = 250, hay cos%t ‘—§~

Néu dat x = S—%t thi phuong trinh trén cé dang CosX =— % .

Trén thuc t€, c6 nhi€u bai toin dan dén v1éc gidi cdc phuong trmh c6 mot

trong cac dang |

sinx =m, cosx =m, tanx =mva cotx =m,
trong d6 x 13 4n s6 (x € R) va m 1a mot s6 cho trudc.

D6 12 cac phuong trinh lugng gidc co ban.

Phuong trinh sinx = m
a) D€ 1am vi du, ta xét mot phuong trinh cu thé, ching han

sinx,=—- 1
2 )

19
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: [El Tim mét nghiém c’ﬁa phuong trinh (1).

D& fim tAt ci cdc nghiém caa (1), ta ¢6 thé
1am nhu sau :

Xét dudng tron luong gidc géc A. Trén truc

sin, ta 14y diém K sao cho OK = % Dudng
thing qua K va vubng géc vé6i truc sin cit

dudng tron lugng gi4c tai hai diém M, va M, ;
hai diém nay d6i xtng véi nhau qua tryc sin
(h. 1.19). Ta c6

| o Hinh 1.19
sin(OA, OM ) = sin(OA, OM,) = OK = 5"

Dé thé’y, s6 do (radian) ciia céc géc luong gidc (OA, OM,) va (OA, OM,) Ia tat ca
c4c nghiém ciia (1). Loy mot nghiém wy ¥ ciia (1), ching han x = -’65. Khi d6

cic géc (OA, OM,) c6 s6 do %+ k2n ; cic gbéc (OA, 0M2) c6 s6 do

n

"%

+ k2n (k € Z). Vay

I4

sinx=% o x=l6‘—+k2n hoic x=n—%+k2n k € Z).

St dung ki hiéu "[" thay cho tix "ho#c", ta co thé viét lai két qua trén nhu sau :

o x= % +k2n
siny=— & | (k € Z).
2 X=m-2+k2n
b) Gia sit m 12 mot s6 da cho. Xét phuong trinh
sinx =m. . : BRR())

Hién nhién phuong trinh (I) x4c dinh v6i moi x € R.

Ta d4 biét, |sinx| < 1 v6i moi x. Do d6 phuong trinh (I) v6 nghiém khi |m| > 1.
Mt kh4c, khi x thay déi, sinx nhan moi gié tri tit —1 dén 1 nén phuong trinh (I)

Tudn c6 nghiém khi |m| < 1.



Lam tuong tu nhu d6i véi phuong trinh (1), ta c6

Néu «a 1a mot nghiém cha phuong trinh (I), nghia 12 sina = m thi
x=a+k2n

sinx=m < |  (keD). O (Ia)
xX=n-a+kn ‘ '

Ta néi ringx=a+kn vax=n- a+k2n lh hai ho nghiém cua phuong
trinh (I).

K& tir day, dé€ cho gon ta quy u6c ring n€u trong mot biéu thitc nghiém cta
phuong trinh luong gidc c6 chifa & ma khong gidi thich gi thém thi ta hiéu
ring k£ nhan moi gia tri thuOc Z. Chang han, x = a + k2n c6 nghla 12 x 14y moi

i

gié tri thuOc tap hop
" {a, at2n, atdn, at6mr, }
Vi du 1. Giai cac phuong trinh sau :

» 3 | 2
1) Slnx_“_Z—_" 2),smx—§-
Gidi
' (m V3
1) Do sm(—g) =-> nén

-
J§ . X = -3 + k2n
sinx =——— & sinx = sin(——-) ey
2 3 b
X=n—|—%|+k2n -

x = —§+ k2,

o
=—3—+k21t
2 ‘ ) 2 '
2) Vi §<1nencés6adésma=§.Dodé
2 . , X =a+k2m,
sinx = — & sinx =sina < , ' O
3 x=n—a+k2x



Nlﬁl

[H2] Giai phuong trinh sin x =

‘Trong rhat phing toa d6, néu vé dé thi (G) clia him s6 y = sinx va dudong

thing (d) : y = m thi hoanh d6 méi giao diém clia (d) va (G) (néu c6) 12 mot
nghiém ctia phuong trinh sinx = m.

[H3] Tren d6 thi ham s6 y- sinx (h.1.20), hdy chi ra céc diém c6 hoanh dp trong

khoéng (0 ; 5m) la nghiém cla phuung trinh sinx = —\/22

22

Z yL
R | STy
O .

E' 3n — '__ 3.
4’+‘21t 4+21t 4+41: 4+41:

Hinh 120

CHUY
1) Khim € {0; £1}, cong thitc (Ia) c6 thé viét gon nhur sau :

sinx =1 & x =g»+ k21r,l

| sinx=—1<:>x=—12t-+k21t,

sinx =0 <& x=km.
2) D& thdy ring v6i m cho truéc ‘ma Iml <1, phwong trinh

sinx = m ¢ ding mot nghiém nidm trong doan [ 5 2} Ngudi

ta thudng ki hiéu nghiém d6 13 arcsinm (doc 14 4c-sin m). Khi d6

. Xx = arcsinm + k2mw,
.sinx=m &
X=7— arcsmm + k2.

Vay & vidu 1 cau 2) c6 thé viet

2 X = arcsin% + k2,
sinx = 3 o :

X=7- ardsin% + k2.



2.

3) Tu (Ia) ta thdy ring : Néu o va #12 hai 56 thyc thi sin § = sina
khi vd chi khi c6 s6 nguyén k dé S =a+k2n hoic

p=n-a+k2n,keZ.
Vi du 2. Tim s6 x thod man phuong trinh sin(2x — g) = sin (g + x).
Gidi |

2x—£=£+}c+k21t

) n mE: 5 5§
sinf2x—-—=|=sin|—-+x| &
5 5 14 14
2x-——5—=1t—- .—5-.+x + k2n

2n
x=ipn |FT 5 Ak
R 5 = i
3x =+ k2m LN L
) x 3 +k 3
Vay céc s6 x can tim 12 x=£51£+k21tva'x=—g+k%15,kez. a
Gidi phuong trinh sin2x = sm X. |
Phuong trinh cosx = m
Xét phuong trinh
cosx = m, )

trong 46 m 13 mot s6 cho truc. Hién nhién phuong trinh (1) xdc dinh véi moi
x € R. D& thdy ring :

\ .
Khi | m | > 1, phuong tﬁnh (II) v6 nghiém. 3 :/ £ ®. .
Khi | m | < 1, phuong tinh (D) luon c6 \Ml
nghiém. D& tim 4t ci céc nghiem'_c_l’la n, — truc “’s"('; v Z -
trén tryc cosin ta 14y diém H sao cho OH =m. > M,
Goi (1) 1a dudng thing di qua H vi vuong géc A

véi truc cosin (h. 1.21). B

Hinh 1.21



24

Do |m| <1 nén dudng théng (1) cit dudng tron lugng gidc tai hai diém M,

va M,. Hai diém ndy d6i xtmg v6i nhau qua tryc cdsin (ching tring nhau néu
m= %1). Ta thdy s6 do cia cic gbc luong gidc (OA, 'OM)) v (OA, OM,)
l1a tdt cd cac nghiém cta (II). Néu «a 12 s6 do cia mot géc trong chiing;
n6i cdch khac, néu e 12 mot nghiem ctia (IT) thi céc géc d6 c6 céc s6 do 1a

a+k2n va—a+ k2rn. Vay tacéd

Néu o 1a mot nghiém cia phuong trinh (IT), nghia 1a cosa = m thi

x = a+ k2, N
Cosx =m & rEaT e . ‘(ITa)
X =—a+k2x.
ES:I Gidi phuong trinh sau : cos x = —.—\éz.
CHUY | ,
1) Pac biét, khi m € {0 ; +1}, cong thic (Ila) c6 thé viét gon
nhu sau

cosx=1 & x='k21t,‘
cosx =—1 & x=n+k2m,

T
cosx =0 & x=§+kn.
‘ §

2) D& théy ring v6i moi s6 m cho truéc ma | m | < 1, phuong trinh
cosx =m cb ding mot nghi¢m ndm trong doan [0 ; w]. Ngudi ta
_ thudng ki hiéu nghiém d6 12 arccos m (doc 1a éc-cosin m). Khi d6
x = arccosm + k2,

cosx =m &
© | x = —arccosm + k2.

. ma ciing thudng dugce viét I x=+ arccds m + k2x. v
3) Tix (I1a) ta thdy ring : Néu a va 12 hai s6 thyc thi cos f = cosa
khi va chi khi c6 s6 nguyén k & B = a + k2 hoic B = —a + k2,
keZ. "



Hay gidi phuong trinh cos(2x +1) = cos(2x ~ 1).

3. Phuong trinh tan x‘= m

Cho m 12 mot s6 tuy §. Xét phuong trinh
tanx =m. (1)
biéu kién xdc dinh (PKXD) clia phuong E
trinh (III) 1a cos x # 0. 1 1
e ) . + M AT

Ta di biét, khi x thay ddi, tanx nhan moi / v

gid tri tit —oo dé€n +o0. Do d6 phuong trinh ' ,

(I) luén c6 nghiém. DE tim tdt ca cdc : i

nghi¢ém cta (III), trén tryc tang, ta ldy A 0

diém T sao cho AT = m. Puong thing OT =

cit dudng tron lugng gidc tai hai di€ém M, 5
vAM, (h. 1.22). Tacé B Hinh 1.22

m

truc tang >

tan(OA, OM,) = tan(OA, OM,) = AT =m.

Goi s8-do cha mot trong cic goc lugng gidc (OA, OM,) va (OA, OM)) 1a «a;
néi cich khéic, o 1a mot nghiém nao d6 cta phuong trinh>(fIII). Khi d6, cic
goc luong gidc (OA, OM 1) va (OA, OM,) ¢6 céc s6 do 1A o+ kn. D6 1atdt ca
cdc nghiém cha phuong trinh (III) (hién nhién ching thod min PKXD
‘ctia (II)). Vay ta c6 ’

Néu o 1a mét nghiém cia phuong trinh (II), nghia 1a tana = m thi
tanx =m < x=a+kn. (Illa)

- Vi du 3. Giai c4c phuong trinh sau ;
1) tanx =-1; ) - 2) tan%=3.
Gidi |

1) Vi-1 =-tan(——2—) nén

tanx = -1 P x=-§- + k.

R ' \ 25
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2) Goi ala mot s6 ma tana = 3. Khi d6

tanZ =3 & —{=a+k1_tc>x=3a+k31t.

3 3
(C6 thé tim dugc mot s6 a thoa man tana = 3 bing céch tra bang s6 hosc

ding méy tinh bé tdi. Cu thé I3 a~ 1,249). | m|
CHUY
1) D€ thdy ring v6i moi s6 m cho truéc, phuong trinh tanx = m c6

ding mOt nghiém ndm trong khodng ( J Ngudi ta thuomg ki

2°2
hiéu nghiém d6 1a arctan m (doc 12 éc-;ang m). Khi d6
tanx =m < x= arctanm +kn.
~ 2) Tix (Il1a) ta thdy ring : Néu a va 14 hai s6 thuc ma tane, tanf

x4c dinh thi tanfB = tana khi vA chi khi c6 s6 nguyén k dé
f=a+kn.

Gidi phuong trinh tan 2x = tan x.

Phuong trinh cotx = m /
Cho m 12 mot s6 tuy ¥, xét phuong trinh .
cotx =m. ’ ' av)

DKXD ctlia phuong trinh (IV) 12 sinx # 0. Tuong tu nhu d6i véi phu'ong trinh
tanx =m, tacod

Né&u 12 mot nghiem.cﬁa phuong trinh (IV), nghia 13 cota = m thi

cotx =m & x=a+kn. (IVa)

Vi du 4. Giai c4c phuong trinh sau :

Dcotx = —-% ; 2.) cot3x=1.

Gidi

1) Goi a 1a mét s6 ma cota = —% , titc 1 tane = -3 (ching han, bing bang s6
hodc mdy tinh bo i, ta tim dugc o~ -1,249). Khi d6 -

1
cotx =_—-3— & x=a+kn.



2)cof3x—1¢$ cot3x—cotZ©3x—Z+kn©x -1—2+k3 D
CHUY |
Dé thdy ring v6i moi s6 m cho truéc, phuong trinh cotx = m c6

ding mot nghiém ndm trong khoéng (0 ; «). Nguoi ta thudng ki
hiéu nghiém d6 1a arccotm (doc 14 d4c-cotang m). Kh1 dé

cotx =m <> x= arccotm +k1c

Gidi phuong trinh cot(z ”J = tan+ -

6 3

5. Mot s6 diéu cdn lwu y
1) Khi dé cho s6 m, ta c6 thé tinh duoc céc gid tri arésinm, arccosm (véi|m|<1),
arctanm bing mdy tinh b tdi v6i cdc phim sin™', cos™ va tan”! (xem
bai doc thém trang 30). '

2) arcsinm, arccosm (Vi | m | < 1), arctanm va arccotm c6 gié tri 1a nhiing

s6 thuc. Do d6 ta viét, ching han arctan] = -Z— ma khong viét arctanl = 45°,

3) Khi xét cdc phuong trinh luqhg gidc ta dd coi 4n s6 x 12 s§ do radian cha
céc g6c lugng gidc. Trén thyc t€, ta con gap nhing bai todn yéu cdutims6 do -
d6 ctia c4c géc (cung) lugng gidc sao cho sin (cosin, tang hodc cotang) cla
¥3

2
phuong trinh ndy (ma lam dyng ngoén ngi, ta vin goi la gidi cdc phwong trinh
lugng gidc), ta c6 thé 4p dung c4c cong thifc néu trén va hru ¢ sit dung ki hiéu
s6 do d6 trong "cong thifc nghiém” cho théng nhat, ching han viét x = 30° + k360°
chit khong viét x = 30° + k2. ‘

chiing bing s6 m cho truéc chdng han sin(x + 20°) = —— - Khi gidi céc

Tuy nhién, ta quy udc ring néu khong c6 gidi thich gi théem. hoac trong
phuong trinh lugng gidc khong sit dung don vi do géc 13 do thi méac nhién 4n
s6 1a s do radian ca géc lugng gidc.

V3

Vi du 5. Giai phuong trinh sin(x + 20°) = 5



14.

15.

16.
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Gidi

Vi -\/2—5 = sin60° nén

sin(x + 20%) = ga sin(x + 20°) = sin60°

o |20°=6001k360° T = 40° + k360°
x+20°=180°-60°+k360° | x = 100° + £360° OI
Gidi cac phuong trinh sau :

1) cos(3x —15% = —% : 2) tan 5x = tan 25°.

Cau hol va bai tap

Giai cdc phuong trinh sau :

. . T L fx+m) 1
a) sin4x = smg ; b) sm( 5 j ==3
o X : e ) . T 2
c) cos =cos+/2 ; . d COS(x + ﬁ) =3
a) V& d6 thi ciia ham s6 y = sin'x r6i chi ra trén dé thi d6 cdc diém c6 hoanh

do thuoc khodng (- ; 4n) 1a nghigm cha méi phuong trinh sau

I)sinx = —g ; j 2)sinx =1; »
b) Ciing cau héi tuong tu cho ham s6 y = cosx d6i v6i mbi phuong trinh sau

1) cosx = -;— : ’ 2)cosx =-1.

Tim nghiém clia c4c phuong trinh sau trong khodng d4 cho
a) sin2x=—-%— véi Q<x<m;

| 3 o
b) cos(x - 5) = > véi -t <x<T.

L)



17.

S6 glé c6 4nh sdng mat trdi cha mot thanh ph6 A & vi do 40° béc trong ngay
thi # ca mot nam khong nhuin duorc cho bdi ham s6

= . _ e v “ <
=3 s1n|:182 (¢ 80)] +12 véi t e Z_va0<t_365.

. a) Thanh ph6 A c6 diing 12 git c6 4nh sdng mat trdi vao ngay nao trong nam ?
- b) Vao ngiy ndo trong nam thi thanh phé A c6 it gid c6 4nh sing mat trdi nhét ?

18.

19.

20.

21.

¢) Vao ngay nao trong nam thi thanh ph§ A c6 nhiéu gid c¢6 4nh sdng mat
troi nhat ?

Giai cdc phuong trinh sau

a) tan 3x = tan%’t S b) tan(x — 15% =5 ;
¢) tan(2x — 1) = V3 ; d) cot2x=cot(— %)
e) COt(§+20°),=—\/§ ; ﬂcot3x=tan2?n-

a) V& d6 thi cia ham s6 y = tanx r6i chi ra trén dﬁbthi d6 céc diém c6 hoanh
do thudc khoang (- ; 7) 1a nghiém ctia mdi phuong trinh sau

1) tanx =—1 ; ‘ ' 2)tanx =0;
b) Ciing cau hoi tucmg ty cho him s8 y = cot x va cho méi phuong trinh sau
1) cotx = —\/53— ; ‘ 2) cotx =1.

Tim nghiém ctia céc phuong tnnh sau trén khoang da cho
a) tan(2x — 15° )= 1 véi —180° <x<90 3

1 T
b)cot3x=—-— Vvbi —= <x<0.
J3 2
Khi giai phuong trinh tanx = -3, ban Phlfo’ng nhéan thdy ~\3 = tan(—— g)
va viét ' |

tanx =~3 < tanx =tan(—§) = x=f§- + k.

29
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30

Ciing phuong trinh d6, ban Quyén lay - 3= tan%E nén giai nhu sau :
tanx =3 & tanxv=tan%n- & x= ZTR +k1t
Theo em, ai gidi ding, ai giai sai ?
Tinh c4c géc cha tam gidc ABC, biét AB = V2 em, AC = V3emva dudng cao
AH = lem. (Goi y : Xét trudng hop B, C nam khéc phia d6i v6i H va trudng

- hop B, C ndm cing phia d6i véi H ).

DUNG MAY TiNH BO TUI BE TIM MOT GOC
KHI BIET MOT GIA TR] LUONG GIAC CUA NO

Céc phim sin”!, cos™ va tan™! clia may tinh b ti CASIO fx - 500MS dugc ding d&
tim s8 do (d6 ho#c radian) clia mét géc khi biét mét trong cac gia tri luong giac clia
né. Muén thé d8i vai may tinh CASIO fx - 500MS ta thuc hién hai budc sau:
Budc 1. An dinh don vi do g6c (d6 hodc radian).

Muén tim s6 do do, ta &n MODE| [MODE| [MODE [1]. Ltc nay dong trén cing cla
man hinh xudt hién chit nhd 8. -

Muén tim s& do radian, ta &n MODE] [MODE| [MODE] [2]. Luc nay déng trén cung cla
man hinkFxuét hién chir nho [g. ,

Buoc 2. Tim sé do géc. _ :

Khi biét sin, cosin hay tang clia gé¢ a can tim béng m, ta |an lugt &n phim [SHIFT], va
mét trong céac phim rinﬂ] Icos'1| k _1] réi nhap gia tri lvgng giac m va cudi ciing 4n
phim [=]. Ldc nay, trén man hinh cho két qua 12 s6 do cia géc a (d6 hay radlan tuy
theo buéc 1).

CHUY

1) & ché d6 s6 do radian, cac phim sin” !, cos ™ cho két qua (khi |m| < 1) 1a
arcsin m , arccos m ; phim tan ' cho két qua 1a arctan m.

2) G ché dd s6 do d6, cac phim sin ' va tan ' cho két qua Ia s8 do goc atr

~90° d&n 90° ; phim cos * cho két qua Ia s& do gbéc atir 0° dén 180°. Cac
két qua &y dugc hién thi dusi dang s6 thap phan, chdng han 7,065272931°.



Vi dy 1. D& tim s& do 6 ciia gbc  khi biét sina = — 0,5, ta I&n lugt &n

WODE lMODEl MODE m lSHIFT] m 05 E

Buvc 1 ' Buc2

Trén man hinh hién két qua -30, nghia 2 a= -30°.
Vi dy 2. D& tim s6 do d6 clia géc a khi biét sina = 0,123, ta I8n lugt &n

IMODE| MODE| MODE| [1] lSHIF'ITI.:iFl 0,123 [=]

—~—

Buoc1 Budc 2

Trén man hinh hién két qua 7.065272931, nghia 1a a ~ 7 065272931°. Mu6n dua két
qué nay vé dang dﬁ-phut—glay, ta &n tiép

[SHIFTI[&]
Trén man hinh hién két qua 773"54.98, nghia a a =~ 7°3'54,98" = 7°3'55".
Vi dy 3. D€ tims8 do radian clia géc a khi bit tana = /3 - 1, ta Ian lugt &n

. e N -
v . I ol

Budc 1 : Buéc 2

MODE| MODE| MODE [2] BHIFT tan | [0 v 351 DI[E]

Trén man hinh hién k&t qua 0.631914312, d6 1 gia trj gdn dung cda arctan(+/3 — 1).

Luyén tap
23. Tim tap xé4c dinh ctia méi ham s6 sau:
_ l-cosx | . sin(x—2)
REib " ®)Y= Cos2x—cosx ’
tanx ‘ 1 -
c)y= ——; d) ——
)y 1+ tanx 9= \/gcot2x+1

24. Gia st mot con tau vii tru duoc phéng lén tit miii Ca-na-vo-ran (Canaveral)
- OMi. N6 chuyén dong theo mét quy dao du'qcvmo ta trén mot ban dé phéing
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25. Mot chiéc guéng nudc c6 dang hinh tron ban
- kinh 2,5m ; truc cla n6 dat cich mat nuéc

(quanh dudng xich dao) cia mat dat
nhu hinh 1.23 : diém M mé ta cho
con tau, dudng thing A moé ta cho
duong xich dao. Khoang cich A
(kilomet) tir M dén A duoc tinh theo
cong thitc 1 = |d|, trong d6

d = 4000 cos t—-10 :
[45( )}  Hinh 123

v61 t (phiit) 1a thoi gian tréi qua ké tir khi con tau d1 vao quy dao,d > 0 néu M
& phia trén A, d < 0 néu M & phia duéi A. ' :

a) Gia thiét ring con tau di vio quy dao ngay tir khi phéng 1én tai mii Ca-na-vo-ran
(tic 12 ving véi ¢ = 0). Hay tinh khoang cach tir diém C dén dudng thing A, trong

d6 C 12 diém trén ban d6 biéu dién cho miii Ca-na-vo-ran.

b) Tim thdi diém s6m nhét sau khi con tau di vio quy dao dé c6 d = 2000.
¢) Tim thdi diém sém nhigt sau khi con tau di vao quy dao dé c6 d = —1236.
(Tinh chinh x4c cdc két qua dén hang ‘phﬁn nghin).

2m (h. 1.24). Khi gudng quay déu, khoang
céch h (mét) tir mot chiéc gdu gin tai diém A
clia guéng dén mat nuéc duge tinh theo cong
thitc h = lyl, trong d6

y=2+2,5sin |:21t£x - %ﬂ, _ Hinh 1.24

v6i x 12 thoi gian quay chia gudng (x 2 0), tinh bing phut ; ta quy u6c ring y > 0
khi gdu & bén trén mat nuéc va y < 0 khi gau & duéi nuée (xem bai doc thém
vé dao dong diéu hoa trang 15). Hoi :

a) Khi nao thi chi€c gdu & vi tri thap nhét ?
b) Khi nao thi chi€c géu & vi trf cao nhét ?
c) Chi€c gdu cdch mét nuéc 2m l4n ddu tién khi nao ?

26. Ding cong thic bién ddi tdng thanh tich, giai cdc phuong trinh sau P
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§
_—

1. Phu'(mg trinh bac nh4t va bac hai d6i v6i mét ham 56 luwong gidc

| MOT S6 DANG PHUONG TRINH
3 - LUONG GIAC PON GIAN

Trong muc nay, ta xét cic phudng trinh c6 dang nhu : JBtan 2x + 3 =‘O
(phuong trinh bac nhdt d6i v6i tan2x), hay 2sin®x + Ssinx —3=0
(phuong trinh béc hai d6i vé6i sinx), ... . ’ '
D¢ gidi cdc phuong trinh dang nay, ta chon mét bidu thic ligng gidc thich

hop ¢6 mdt trong phwong trinh lam dn phy va quy vé phuong trinh bdc nhdt
hodic bdc hai d6i véi dn phu dé (c6 thé néu hodc khéng néu ki hiéu dn phu).

a) Phuong trinh bac nhét déi v6i mét ham s6 luong giac
Vi du 1. Giai cdc phuong trinh sau :

1) V3tan2x +3=0; : 2) cos(x + 30°) + 2cos>15° = 1.
Gidi |
1).«/§tan2x'+3=0@tan2x=_—% o tan2x = -3 c>tan2x=tan(—gj
T T T
< 2x——.§ +kn & x=-¢ +k§-,

2) Dé ¢ ring : 1 — 2c0s215° = — cos30° = cos150°, ta c6
~cos(x +30°) + 2cos?15° =1 & cos(x + 30°) = 1 — 2cos? 15°
: +30° =150° + k360°

& cos(x + 30°) = cos150° < | l ,

| x +30° =-150° + k360°
x =120° + k360°
=
Lx =-180° + k360°.
~ Vay phuong trinh di cho c6 cic nghiém la x=120° + k360° va
x =—180° + k360° (rieng ho nghiém thd hai cling c6 thé viét I3
x =180° + £360°). ‘ | | | |
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b) Phuong trinh bac hai d6i v6i mét ham s6 luong gidc

Vi du 2. Giai cdc phuong trinh sau : | ,

1 2sin’x + Ssinx =3 =0 ; ‘ 2) cot? 3x - cot3x -2 = 0

Gidi

1) Dat sinx = (vi | 1| < 1), ta duge phuong trinh 27 + 5¢ — 3 = 0. Phuong

~ trinh nay c6 hai nghi¢ém 1a t; = -3 vad t, = —, trong d6 ¢; bi loai do kh0ng thoa

1
2’
mén diéu kién | ¢ | < 1. Do d6

2sin’x + Ssinx —3=0 < sinx =

?-!

—_ k21c

(=)}

& sinx =sin— <
6 51c
X = "-6—+k27'5

Vay phuong trinh da cho c6 c4c nghiém x = g + k2m va x = %n_ + k2m.

2) Pat cot3x =t, ta c6 phuong trinh t> —t — 2 =0. Phuong trmh nay c6 hai
nghitmlar=-1vat=2. Dodo

t3 =f'l, )
cot?3x —cot3x -2 =0 < cotox
cot3x = 2.
. . 3T x—£+k1t—
Q‘;3.)‘5-—-—4—,'-,4'k1t | 4:- 3
‘ 3x = arccot 2+ k% garccot2+ k?
Vay phuong trinh d3 cho c6 céc nghiém 1
n n ); R ’
X = — —_ = = QYTCC ' - Lt
x 4+I<3vélx 3arccot2+k3 (]

[B1] Giai phuong trinh dcos ~2(1+2 Jeosx + ¥2 =0,
Vi du 3. Gidi phuong trinh 2cos 2x + 2cosx — ~2. = 0,
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Glal
2cost+ZCosx -2 = O < 2(2cos x—1)+2cosx -2 =0

' Cosx = =
<:>4cos2x+200sx—(2+~/§)=0<:> ,
I+ \/5.
| COS X = — .
2
& Ccosx = —-2- & cosx --cos-TE c>x—i-1-r-k+k2'rc i
2 T4 T4 4
(phuong trinh cosx = ! +2J5 v6 nghiém vi -l 2‘5 <-1).
Két luan : Phuong trinh d cho c6 céc nghiem hx= i-} +K2n. o

[EZI Gidi phuong trinh Stanx — 2cotx — 3 0 r6i bibu dién cac nghiém trén
dudng tron lugng giac. , :
2. Phuong trinh bac nhét d6i v6i sinx va cosx

Trong muc nay, chiing ta sé nghién ctu cdch giai céc phuong trinh dang
asinx + bcosx = c,

trong d6 a, b va ¢ 1a nhiing s6 d4 cho v6i a khic 0 hodc.b khéc 0. Chﬁng dugc
goi 12 phuong trinh bac nhét d6i véi sinx va cosx.

- Si'ldungdéngtfu:'smx'i-cosx Jism(x+ )lﬂygé:pfm*pgﬂd’rsm+cosx=1

D¢ gidi phuong trink asinx + bcosx = c (a, b khdc 0) ta bién doi biéu thic

asinx + bcosx thanh dang Csin(x + @) hodc dang Ccos(x + y) <, ay
lé nhitmg hdng s6). :

Vi du 4. Giai phuong trinh :

» V3sinx —cosx =1. (M
Gidi '
Tacé

3sinx —cosx = 2.(—-2—3-sinx~—-§-cosx)= 2(sinxcos-g——cosxsin-§)

==23in(x —-363)



‘Do
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x-==2ikm m
PN 6 s N x=_3_+k2n’ _ O
x—%=%+k2n X =7+ k21

Mot céch téng quét ta c6 thé bién ddi biéu thiic asinx + bcosx = c (@avab

khéc 0) thanh dang Csin(x + @) = ¢ nhu sau :

. ) a L b
asinx + bcosx = \/az +b2 —=——= 80X + —=——=008x |.
\/az + b? \/az +b%

2 2
a b '
L === =1, y
: +

, a ) b
‘nén diém M véi toa do / M [\/ a2 p? Ja+ b2]
: . N g ' :
d ; nam A Y A
\/;2 + b? \ﬁzz + b?
trén dudng tron luong gidc 5
(xem cdch dyng diém M trong
~ hinh 1.25). v ~ Hinh 125
Vay c6 s6 a dé cosa = —2 v sina = b .
" \/az +b? \/az + b?

Tir d6 ta c6

asinx +bcosx = \/az +b? (cosasinx + sina cosx) = Va? + b? sin(x + @).

Béng cdch bién déi nhu thé, viec giai phuong trinh asinx + beosx = ¢ dugc
. :

Va? + b? .

dua vé gi4i phuong trinh lugng gidc co ban sin(x + @) =



CHU Y
_ _ o, a .
Néu trong phép bién d6i trén, ta chon s6 S dé sin f = —————,
, Va? + b?
cosf3 = b thi ta c6
Va® + b?

asinx +bcosx = Va* + b* cos(x — f3).
Vi du 5. Giai phuong trinh IR |

2sin3x+ V/Scos3x=-3. ' (2)
Gidi
Tacé

2sin 3x + 5cos3x = \/22 + (\/_ [—— sin3x + —\/3—§cos 3x}
| = 3(sin Bsin3x + cos fcos3x),

trong d6 sinf= —2— va cosf=

w_&u

Dodé (2) < 3cos@Bx-pP=-3 < cos(Bx-pP=-

p+mn . 2n ,
3 k3 O

©3x—,8=n+k2n;, & x=

. véi gié tri nao clia m thi phuong trinh 2sin3x + 5 cos3x = m cb nghiém ?

Phuong trinh thuin nhat bac hai déi v6i sinx va cosx

- Trong muc nay, chiing ta s& nghién citu c4ch giai phuong trinh dang

asin’x + b sinx cosx + ¢ cos’x = 0,

trong a6 a, b v ¢ 1a nhimg s6 da cho, véi a # 0 hoac b # 0 hbéc ¢ # 0. Ching

duge goi 1a phuong trinh thuan nhit bac hai doi v(n sinx va cosx.

Dé€ gidi phuong trinh dang nay, ta chia hai vé cho cos?x (voi dleu kién

cosx # 0) dé dua vé phu’o’ng trinh doi voi tan x , hodc chia hai vé cho sin?x
(véi diéu kién sinx # 0) dé dua vé phuong trinh doi véi cotx .
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Vi du 6. Giai phuong trinh

4sin’x — 5sin x cosx — 6c0s>x = 0. 3)
Gidi
Khi cosx = 0 thi sinx = £1 nén dé thdy c4c gid tri cua x ma cosx = 0 khong
phai 1a nghiém cta (3). ' :

Vay chia hai v€ clia (3) cho cos’x, ta dugc phuong trinh tvong duong

.9 .
sin“ x sinx
4 - ~6=0.
cosZ x 5cosx 6=0
Do dé
| tanx = 2,
(3) < 4tan’x—Stanx —6=0<
_ b - tanxy = ——
4
x = arctan2 + kn |
7 x5
x = arctan|{ —— | + k.
L\ 4
Vay cic nghiém cua phuong trinh (3) 12
x = arctan2 + km va x = arctan(— %) + k. a

IE Gidi phuong trinh (3) béng céch chia hai vé cho sin’x.

Nhdn xét

1) Phuong trinh asin®x + bsinxcosx + ccos’x =0 khi a = 0 hoac ¢ =0

c6 thé dugc giai gon hon bing cach duwa vé phuong trinh tich. Ching han, d6i
v6i phuong trinh J/3sin? x — sinxcosx = 0, taco ~

s/?afsin2 x —sinxcosx =0 < sinx(\/E_isinx —cosx)=0.
2) b6i vé6i phuong trinh -
asin’x + bsinx cosx + ccos’x =d (a, b, c, de R, b+t 0 @

‘ta c6 thé quy vé gii phuong trinh thun nhat bic hai d6i v6i sinx va cosx
bang céch viét d du6i dang d = d (sin’x + cos’x).



2

Chéng han, d6i véi phﬁong trinh 2sin®x — Ssinx cosx — cos’x = —2, ta c6 thé

1am nhu sau :
2sin’x — Ssinxcosx — cos>x = —2
& 2sin’x — Ssinxcos x — cos>x = —2 (s,inzx + coszx)
& dsin’x - Ssinxcosx + coszx =0.
Ngoai ra ta ciing c6 thé quy phuong trinh (4) vé phuong trinh bac nh4t d6i v6i
sin2x va cos2x bang céch sl dung cdc cong thiic ha bac va cong thitc nhan doi :
2sin2x =1 -cos2x, 2cos’x = 1 + cos 2x, 2sin)écosx = sin 2x.
Chéng han,
2sin’x — Ssinx cosx — cos-x = —2
. 1
<> (1 = cos 2x) —% sin2x — 5 (1+cos2x)=-2
¢;>3cos2x+§sin2x=5. | ,
Gidi phuong trinh sin’x — \3 sinxcos x + 2cos?x = 1 béng hai cach da néu trén.

4. M()t s0 vi du khac

- Thyc t&, ching ta cOn gap nhiéu phuong trinh lugng gidc ma khi gidi c4n
phai thyc hién cdc phép bién déi luong gidc thich hop dé dua ching vé cic
phuong trinh dang quen thudc. Trong muc nay, chiing ta chi néu mét s6 vi du
don gian. ' o ‘
Vi du 7. Giai phuong trinh |

sin 2x sin Sx = sin 3x sin 4x. @)
Gidi . E
Sir dung cong thic bién déi tich thanh téng, ta c6

@4 < %(cos3x - cos73c) = %(cosx — cos 7x)

x =kmn,
& cosdx=cosx & 3x=tx+i2n & P
- x=k§-

il
. 2 .
thdy ho nghiém x = k—g— bao gém ci ho nghiém x =kn nén c6 thé noéi

Két lugn : Phuong trinh dé cho c6 cdc nghiém 1a x = kn va x = k= - (D&

phuong trinh (4) ¢6 cic nghj@ﬁ; lax= k% ) - O
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Vi du 8. D¢ gi4i phuong trinh

sin’x + sin3x = 2sin’2x, 5)
ta c¢6 thé sirdung cong thitc ha bac va cong thitc bién ddi tdng thanh tich.
Cuthétacé ' '

(5) o Lmoostx 1meosOr g cosax

2 2
&> cos 2x + ¢os 6x = 2cos 4x & 2cos 4x cos 2x — 2cos dx =0

< 2cos4x (cos2x — 1) =0. ~ - (6)
Gidi tiép phuong trinh (6) r6i két luén vé nghiém cda phuong trinh (5).
Chi y rang khi gidi phuong trinh lugng gidc, ta cdn Ivu ¥ dén diéu kién xdc
dinh clia n6é @€ loai bd c4dc nghiém ngoai lai.
Vi du 9. Giai phuong trinh tan 3x = tan x.
Gidi
V6i diéu kién cos 3x # 0 va cosx # 0, ta c6

is
tan3x=tanx < 3x=x+ikn & x=k§-

Dé 13 nghiém cta phuong trinh da cho, céc
gid tri k-g clia x con phai thod mén c4c diéu
kién cos 3x # 0 va cos x # 0. D€ ki€m tra céc
diéu kién nay, ta c6 thé lam nhu sau : Cic

g g6m c6 bon ho (h. 1.26) :
(A):x=k2n (g véidiémA);

- |
(B) .‘x = E
(A):x=m+k2n (ing véi di€m A") ;

gidtrix=k

+k2n (tng véi diém B) ;.

_ Hinh 1.26

B):x=- -’23 +k2n (ing v6i diém B).

Bing cdch thir tryc tiép, d& thdy cic ho (A) va (A") thod man, con (B) va
(B") khong thod man cdc diéu kién cos 3x # 0 va cosx # 0. Vay phuong trinh
tan3x = tanx c6 cdc nghiém 1a x = n + k2n va x = k27 (hay cdn c6 thé viét
gon l1a x = km). \ ‘ | o C

Gidi phuong trinh cot 2x = cot (x + —E].

2
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Cau hoi va Ilﬁi» tap

27. Giéi céc phuong trinh sau : |
a)ZCosx—«/E’;:O; " b) x/§>tan3x—3=0;
0) (sinx + 1)2c0s2x — ¥2)=0. '

28. Giai cdc phuong trinh sau : _
a) 2c0s°x — 3¢0s X +1=0; 'b) cos?x + sinx +1=0;
c) V3 tan’x — (1 +~/3)tanx + 1 =0,

29. Giai céc phuong trinh sau trén khoang di cho réi dung bang s6 hodc mdy tinh -
bo tdi dé€ tinh gdn ding nghiém cta chiing (tinh chinh x4c dén hang phdn
tram) :

a)3cos2x + 10sinx + 1 =0 trén (—g,%) ;

b) 4cos 2x + 3 = 0 trén (0;—’25); .

¢) cot’x — 3cotx ~10 =0 trén 0;m);

, n T
d) 5—3tan3x-0trén(—-g,-6—)

30. Giai cac phuong trinh sau :
a) 3cosx +4sinx =-5;
b) 2sin 2x — 2cos2’x¥ \[5 ;
¢) 5sin 2x — 6cos’x = 13.

31. Mot vat nang treo boi mot chiéc 10 xo,
chuyén dong 1én xuéng qua vi trf can bing

(h. 1.27).\ Khoang cécI} h tu vat d6 dén vi Vi orf can bing :' "h
trf can bing & thoi diém ¢ gidy duoc tinh —
theo cong thitc 2 = | d | trong d6 ' =

d = 5sin 6t — 4cos 61, Hinh 1.27



32.

33.

34.

35.

36.

42

v6i d duge tinh bang xentimet, ta quy w6c ring d > 0 khi vat & phia trén vi tri
can bing, d < 0 khi vat ¢ phia du6i vi tri can béng. Hoi ;-

a) O'vao thoi diém nao trong 1 gidy ddu tién, vat & vi tri can bang ?
b) O vao thoi diém nao trong 1 gidy ddu tién, vat & xa vi tri can bing nhat ?
1 ' '

Tinh chinh x4c dén —— gtay).

(Tinh chinh x4c dén 00 giay)

Tim gid tri 16n nh4t va gid tri nhd nhat chia méi biéu thic sau :

a) asinx + bcos x (a va b 12 hing s6, + b 0) ;

b) sin’x + sinxcosx + 3cos°x ;

c) Asin’x + Bsinx cosx + Ccos’x (A, B va C 1a hing s6).

Giai cdc phuong trinh sau :

- 2 . : 2
a) 2sin X +3+/3 sinx cosx — cos x=4;"

'b) 3sin’x + 4sin 2x + 8 J3- 9)cos2x'= 0;

: , 1
c) sin’x + sin 2x — 2cos’x = 5

St dung cong thic bién ddi téng thanh tich hozc tich thanh tdng d€ giai cic
phuong trinh sau : '

a) cosx cos Sx =cos2x cosdx ; b) cos Sx sindx = cos 3x sin2x ;
c) sin 2x + sin4x = sin 6x ;  d)sinx +sin2x = cos x + cos 2x.
Diing cong thitc ha bac dé€ giai cac phuong trinh sau : |

a) sin®4x + sin®3x = sin’2x + sin’x ;

b) cos2x + cos22x + cos23x + cos24x = 2.

Giai cic phuong trinh sau :
a) tan%= tanx ; b) tan(2x + 10°) + cotx = 0;
o)(l —tanx)(1 +sin2x)=1+tanx ; d) tan x +tan2x =sin3x cosx ;

e) tanx + cot 2x = 2cotdx.



BAT PHUONG TRINH LUONG GIAC

e Trudc hét, ta xét bai toan sau :
Hang ngay, muc nudc.cla mét con kénh 1én xudng theo. thuy triéu. DO séu h (mét)

ctia muc nudc trong kénh tinh theo thdi gian t (gid) trong mét ngay (0 < t < 24) cho
bdi céng thuc 1 ‘

h= 3cos(—7-g+ 1) +12.

HGi tau 16n c6 thé qua lai tréri kénh
trong khodng thoi gian nao trong
ngay, biét réng tau I6n chi cé thé di
duge qua kénh khi d6 sdu cla nudc .
latrén 11 mét ? : - » i

D& gidi bai toan ndy, ta phai tim cac gié tri clia 7 (0 < 7 < 24) thod man
3cos %t+1 + 12> 11. : (1)
Nhu vay, ta phéi gidi bt phuong trinh (1). D6 1a mdt bat phuong trinh lugng giac.

Dé& thdy (1) tuong duong Vi bt phuong trinh cos'(%t+1) > —% ; va néu dat

it

x=6

+1 thi bét phuong trinh nay cb dang

cosx > —%- 2)

~ » Néi chung, viéc gidi mot bét phuong trinh lugng giac dugc quy vé giéi cac bat’
phuong trinh Iugng giac c6 moét trong cac dang

fix) <m, fix) 2 m, fix) > m, fix) <m, o 3
trong d6 m 1a mbt 8 cho trudc, fx) 1a sinx, cosx, tanx ho¥c cotx. Cac bat phuong
trinh nay goi 1a cac bat phuong trinh lugng giéc co ban,

o Dua vao tinh chét tudn hoan cia cac ham s6 luong giac, ta c6 thd gidi mot bat
phuang trinh iugng giac co ban dang (3) theo hai budc sau :

- Bute 1. Tim nghiém cla bét phuong trinh trén mét doan bét ki nao @6, chi can
doan d6 c6 d6 dai biing chu ki clia ham s8 y = f{x). Bu8c nay cé thé thuc hién bing
céch sir dung d8 thi hosic duding tron lugng giac (xem vi du 1). |



— Budc 2. M8 rong két qua Ién toan truc s§ biing cach tinh tién mién nghiém thu

dugc & bube 1 sang phai, sang trai nhitng doan ¢6 dd dai bing bdi nguyén duong

clia chu ki. Bugc nay c6 thé& tién hanh dua vao nhan xét sau :

Cho y = f(x) 1& ham s6 tuén hoan v8i chu ki T. Néu bét phuong trinh f(x) < m (ho&c
fix) > m, filx) 2 m, fix) < m) nghiém dung v6i moi x thubc khoéng (a ; b) thi bat

phuong trlnh dé cling ngh/ém dung véi moi x thuéc méi khodng (a + KT ; b+ kT),

k eZ.

, Vi du 1. Giai b4t phuong trinh .
tanx<1. )

Phuong phap gidi nhu sau :

Buoc 1. Ham s8 y = tanx | ham s tudn hoan véi chu ki m nén trudc hét ta tim

nghiém cﬁa (4) trén m6t doan cb dé déi n, chéng han trén doan [—g ; g] C6 hai céch:
Céch 1 (su dung a6 thl) Trén cung 'mét mt phang toa dd, ta vé dé thi clia ham s6

y = tanx trén doan { ; ,g} va dudng thdng y = 1 (h. 1.28). Tur d6, dé théy trén

doan &y, bt phyong trinh tanx < 1 ¢c6 nghiém fa

' 1 ’
—_—<x <, 5
S <x<q o
by
y=1 1 ,
_n (4] ﬁ T x
2 4 2
g -1
I _
;\ 2
Hmh 1.28 . Hinh 1.29

Céch 2 (st dung dudng trdn luong gi4c). Trén truc tang, chon diém D sao cho AD =1.
Pudng thdng OD cét dudng tron lugng giac tai M; va M, (h. 1.29). D8 xac dinh

nghiém cla bat phuong trinh trén doan [—g ; -ﬂ ta chi chd y ntta dudng tron bén

‘phéi truc tung. D& thay riing nghiém cla bat phuong trinh tan x <1 Ia s6 do radian
clia c&c cung Iugng giac (trén nlta dudng tron dang xét) c6 diém cudi M thudc cung

tron B'AM; . Suyra —g— <x< g

[



Budc 2. St dung nhan xét trén, ta suy ra nghiém clia bat phuong trinh tanx <1 1a
‘ s n
—-2-+lkn<x<z+k7t.. O

"Vidy 2. Gidi bat phuong trinh (2) :

1
> -
‘c05x 3
Gidi R
Vi ham s8 y = cosx tudn hoan véi chu ki 21 nén y 4B
trude hét ta tim nghiém cla (2) trén doan [-= ; x]. !
Trén tryc césin, ta chon diém H ho OH =-=.
rén tryc cdsin, ta chon |emk sao cho 3 | e .
Goi M; va M, la hai giao diém cla duong tron lugng 4% -3| /|© A
giac véi dudng thdng di qua H va vuéng géc vdi '
truc cosin (h. 1.30). D& thdy réng nghiém cla
bat phuong trinh (2) 14 s8 do radian clia cac cung lugng AM 2 |B
.z 7 . Vo ~ /—\
giac c6 diém cubi M thuéc cung tron M,AM;. " Hinh 130

Goia la s8 do radian cla cung tron ABM;

O<a<mvacosa = -3 ; dung may tinh, ta tinh dugc a~ 1,911). Khi d6, trén doan

[-7 ; ], bt phuong trinh (2) ¢6 nghiém 1a —a < x < a. \
M@ rong két qua nay I1&n toan truc s, ta dugc tat ca cac nghiém cia (2) 1a
-a+k2n<x <a+k2n (véi a=~1,911). a

Vi dy 3. Gidi bat phuong trinh |
sinx >0,5.

Gidi

Vi ham s8 y = sinx tudn hoan véi chu ki 2n

- nén trudc hét ta tim nghiém clia (6) trén doan

[0; 2x]. Trén doan &y, bat phuong trinh sinx > 0,5
5n

c6 nghiém 12 % <x< 3 (h.131). (C6 thd

s dung mét trong hai cach néu trén dé suy ra
két qua nay). Do d6

sinx >0,5 < §+k25:<x<5—6"- +k2n. O

Hinh 131

45 .



Luyén tdp

37. Mia xu4n & Hoi Lim (tinh Béc Ninhj thuodng cé trd choi du. Khi ngudi choi

du nhiin déu, cay du s& dua ngudi choi du dao dong qua lai vi tri can bang.
Nghién ctu trd choi ndy, ngudi ta thdy khodng cdch h (tinh bing mét) tir
ngudi choi du dén vi tri can bang (h. 1.32) duoc biéu dién qua thdi gian ¢ (1 2 0

va dugc tinh bing gidy) bai hé thic £ =1d| v6id = 3cos[ 3 (2t - 1)} trong d6

ta quy uéc réng d >0 khi vi tri can bing & vé phia sau lung ngudi cho.‘i".du va
d < 0 trong trudng hop trdi lai.

Hinh 1.32

a) Tim céc thdi diém trong vbng 2 giay dau tien ma ngum choi du & xa vi tri
can bang nhét.

b) Tim c4c thoi diém trong vong 2 gxay ddu tién ma ngudi choi du céch vi tri
cén bang 2 mét (tfnh chinh x4c dén —— 7 OO gidy).

38. Giai cdc phuong trinh sau :

a) cosx — 3sin2x=0; ' b) (tanx +cotx)»2‘—(tanx +cotx)=2;

. . X
¢) sinx + sin’ 5 = 0,5.

38, Chéng minh ring c4c phuong trinh sau day v6 nghiém :
_aysinx —2cosx =3 ; . b)Ssin2x +sinx +cosx+6 0.

Huong dén b) : D3t sinx + cosx = 1.

40. Timcécnghuémcuamézphumgtmmsautrmgkh@}g&ﬁcho(kimckﬂm |

46

gén dtng thi tinh chinh xdc dén 110 gidy) :



a) 2sin’x — 3cosx =2, 0°< x <360°;
b) tanx + 2cotx =3, 180° < x <360°.
41. Giai cdc phuong trinh sau :
a) 3sin’x — sin 2x — cos*x = 0 ;
b) 3sin°2x — sin 2x cos 2x — 4cos>2x = 2 ;
. ©) 2sin’x + (3 +3 3)sinx cosx + («/5— l)coszx =~1.
42. Giai cdc phuong trinh sau :
a)sinx +sin2x +sin3x=cosx + cos2x +cos 3x;

b) sinx = \/ESIII S5x—cosx ;

o ! 1 2
sin2x cos2x sindx’
cos2x

- d) sinx + cosx = it |
) 1-sin2x

C4u hol va bai tap on tap chuong |

43. Trong c4c khing dinh sau, khing dinh nao ding, khing dinh nao sai ?
a) C4c ham s6 y = sinx, y = cosx ¢6 cling tap xéc dinh.
b) C4c ham s6 y = tan x, y = cotx c6 cung tap xéc dinh.
¢) Cic ham s6 y = sinx, y = tanx 1a nhitng ham s6 1é.
d) Cac hﬁm s6y = cosx, y = cotx 13 nhitng ham s6 chén.

€) Cdc ham s6 y = sinx, y = cosx cing nghmh bién trén khodng (; 3; )

f) Ham s6 y = cos x nghich bién trén khoang (27 ; —m). _
'g) Trén mbi khodng md ham s§ y = tanx déng bi€n thi ham s6 y = cotx
nghich bién.

44, Xét ham s6 y = fx) = sin 7tx.
a) Chung minh ring v6i mi s6 nguyén chin m ta c6 j(x + m) = fix) v6i moi x.

b) Lap béang bién thién cia hAm s6 trén doan [ 1;1}L
¢) V& d6 thi cha ham s6 d6.
45. Dya céc bi€u thitc sau vé dang Csin(x + @) :
a)simx + tan—:— cos X ; b) tan; Sinx +cCosx.
47



46.

47.

48.

49,

50.

51.

52,

Giai céc phuong trinh sau : - o
. 2n o o X\ -
) sin| x - - | = cos2x; b)tan(2x+45 )tan 180° -2 |=1;
C) cos2x — sin’x =0 ; d) Stanx — 2cotx = 3.
Giai c4ac phuong trinh sau :

. .2
a)sin2x +sin“x = —

) >
b) 2sin’x + 3sinx cosx + cos’x =0 ;
.2 X, . 2 x 1
¢) sin” = # sinx — 2cos” — =—=.
) 2 2 2

a) Chiing minh ring Sin— = V3-1 .

2 22
b) Giai phuong trinh 2sinx — 2cosx =1 - 3 béng c4ch bién déi v€ trdi vé
dang Csin(x + a). _
c) Giai phu’o’hg trinh 2sinx — 2cosx =1~ /3 bing céch binh phuong hai vé.
Giéi phuong trinh |
1+cos2x  sin2x

cosx . 1-cos2x
.., sin”x +cos” x
Cho phuong trinh = cos2x.

2cosx — sinx
o

a) Chitng minh ring x = 5

+ km nghiém dung phuong trinh.
T

> +kr )..

b) Giai phuong trinh bing céch dat tanx = ¢ (khi x #

Bai tap trac nghiém khach guan
Trong cdc bai tie 51 dén 63, hdy chon két qud ding trong cdc két qud dd cho. -
Gi4 tri 16n nh4t cha biéu thic sin x + cos* x 12
, 1
(A0 B 1; ©2; ' (D) 7"

a

1w h 1R L. . 2
Gid tri bé nhét cua biéu thic sin x + sm(x + Tn) Ia

B

W= ® 5 (O-1; D) 0.

48



53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

Tap gia trichlaham s6 y = 2sin2x + 3 1a

(A)[0;1]; B) [2;3]; O [-2;3]; D) [1;35].
Tap gié tri cha ham s6 y = 1 - 2sin3x| 12
Ay [-1;1]; B [0;1]; O [-1;0]; D) [-1;3].
Gid tri 16n nh4t cha biéu thic y = cos® x — sinx 12
5

(A2, B)0; (© g D)1.
Tap gid tri chaham s6 y = 4cos2x — 3sin2x +61a
(A)[3;10]; B [6;10]; (O [-1;13]; D) [1;11].
Khi x thay déi trong khoang (%t ; %) thi y =sinx ldy moi gid tri thudc

J2 2 2
(A) [—;1 ;o B -1i—-— |3 © |-—=-:01; D) [-1;1].

2 2 2
Khi x thay ddi trong nita khodng (—g ; g—} thi y =cosx 14y moi gié tri thuoc
1 11 11 .1

@ ) (e ol ol
S6 nghiém cta phuong trinh sin(x + %j =1 thudc doan [r ; 2x] la
(A)1; B)2; ©0; D) 3.
S6 nghiém cua phuong trinh sin(2x + %] = —1 thudc doan [0 ; «] 12
(A)1; (B)2; ©3; (D) 0.
Mot nghiém cta phuong trinh sin? x +sin?2x+sin?3x =2 la

T : T T T
(A)ﬁ’ (B) 3 (C) = (D) c
S6 nghiém cua phuong trinh cos(% + 7}) = 0 thudc khoang (n ; 8x) la
A)1; (B)3; - ©2 (D) 4.

y sin3x
hiém cua phuong trinh ————
S6 nghiém cua p .g n po—1

(A)2; B)4; (O (D) 6.

.= 0 thuoc doan [2r ; 47] 1

4A DS&GT - 11 . ‘ 49



TO HOP VA XAC SUAT

Chuong

Trong khoa hoc cling nhu trong cuéc séng, chung ta
thuong phai xac dinh s6 phan tu cia mét tap hop hoéc
phéi tinh toan xem kha nang xay ra clia mét bién ¢6 ngau
nhién la bao nhiéu. Cac kién thuc vé td hop va xac suét
trong chuong nay sé budc dau gjup ching ta giai dugc
mét sO bai toan don gian thudc loai do.

T0 HOP VA XAC suar

W
(o)

48 DS&GT - 11



1.

A. TO HQP

HAI QUY TAC PEM CO BAN

Bai todn dém s6 phan tir cia mot tap hop xuat hién khd phd bién trong khoa
hoc ciing nhu trong cuoc song. Néu sd phan tir cia mot tap hop khong nhiéu
thi ta c6 thé dém tryc ti€p dugc s6 phén tir clia n6 bang cach liét ké. Tuy
nhién, néu s6 phan tir cia mot tap hop rét 16n thi cdch d€m truc ti€p 1a khong
kha thi.

Bai toan mé dau :

Madi ngudi st dung mang mdy tinh déu c6 mat khiu. Gia st mdi mat khau
gom 6 ki tu, méi ki tu hoac 1a mot chir s6 (trong 10 chir s6 tir 0 dén 9) hoac 1a
mot chir ¢di (trong bang 26 chit céi ti€ng Anh) va mat khau phai c6 it nhat 1a
mot chit s6. Hoi c6 thé 1ap dugc tit ca bao nhiéu mat khau ?

[H1| Hay viét mot mat khdu. Co thé lit ké hét céc mat khdu duoc khong ? Hay uoc
doan thir xem c6 khodng bao nhiéu méat khau ? -
Bai nay s& cung c4p cho chiing ta hai quy tic dém co ban nhd dé c6 thé tinh
chinh xdc s6 phan tir cia mot tap hop ma khong can dém truc tiép.

Quy tiac cong

Vi du 1. Mot truong THPT dugce cir mot hoc sinh di du trai he toan quéc.
Nha trudng quyét dinh chon moét hoc sinh tién tién trong 16p 11A hoac 16p
12B. Héi nha trudng cé bao nhiéu cdch chon, néu biét rang I6p 11A c¢6 31
hoc sinh tién tién va 16p 12B c6 22 hoc sinh tién tién ?

Giai

Nha trudong ¢6 hai phuong an chon. Phuong an thit nhat 14 chon mot hoc sinh
tién tién cua 16p 11A, phuong an nay c6 31 cach chon. Phuong 4n thit hai 1a
chon mot hoc sinh tién ti€n cia 16p 12B, phuong 4n hai nay c6 22 cich chon.
Vay nha truong c6 ca thay

31 + 22 =53 céch chon. O
51



Ta c6 quy tic d€m sau day goi 12 quy tic cong.

Gia sir mot cong viéc ¢ thé dugc thuc hién theo phuong 4n A
hodc phuong dn B. C6 n cach thuc hién phuong 4n A va m cach
thyc hién phuong 4n B. Khi d6 cong viéc ¢ thé duoc thuc hién
bdi n + m céch.

Quy téc cong cho cong viéc voi nhiéu phuong 4n dugc phat biéu nhu sau :

Gid sir mot cong viéc c6 thé duge thuc hién theo mot trong
k phuong 4n A, A,, ..., A, . C6 n; céach thuc hién phuong 4n A,
n, céch thuyc hién phwong 4n A,,... va n; céch thyc hién

phuong 4n A, . Khi d6 cong viéc c6 thé duge thuc hién boi

ny + ny + .-+ + n, cach.

Vi du 2. Gia si tir tinh A dén tinh B ¢6 thé di bang cdc phuong tién : 0 to,
tau hoa, tau thuy hoic mdy bay. Mbi ngay c¢6 10 chuyén 6 t6, 5 chuyén
tau hod, 3 chuyén tau thuy va 2 chuyén may bay. Theo quy tic cOng, ta ¢
10 + 5 + 3 + 2 =20 su lya chon d€ di tir tinh A dén B. O

@ Trong mét cuéc thi tim hiéu vé dat nudc Viét Nam, ban t6 chirc cong b6 danh
séch cac dé tai bao gém : 8 dé tai vé lich s, 7 dé tai vé thién nhién, 10 dé tai vé con
ngudi va 6 dé tai vé van hoa. Méi thi sinh dugec quyén chon mét dé tai. Héi méi thi
sinh ¢ bao nhiéu khad nang lua chon dé tai ?

CHUY
S6 phan tir clia tap hop hitu han X dugc ki hiéu 12 |X| (hodc n(X)).
Quy téic cong c6 thé duoc phat biéu dudi dang sau :

Néu A va B 1a hai tap hop hitu han khong giao nhau thi s6 phan ti
clia A U B bing s6 phan tir cia A cong véi s6 phan tlr ciia B, tic 1a

|AUB|=|Al+|B|.

2. Quy tic nhan

52

Vi du 3. An muén qua nha Binh d€ cing Binh dén choi nha Cudng. Tir nha
An dén nha Binh c6 4 con dudng di, tir nha Binh t6i nha Cudng c6 6 con
duong di (hinh 2.1). Héi An c6 bao nhiéu cich chon duong di dé€n nha Cuong ?



Nha Cudng

Hinh 2.1

Gidi

V6i méi céch di tir nha An dén nha Binh s& ¢6 6 céch di ti€p tir nha Binh dén nha
Cuong. Vi c6 4 cach di tir nha An dén Binh nén c6 ca thdy 4 . 6 = 24 cach di tir
nha An qua nha Binh dén nha Cuong. O

Ta c6 quy tic d€m sau day goi 1a quy tic nhan.

Gia st mot cong viéc nao d6 bao gébm hai cong doan A va B.
Cong doan A c6 thé 1am theo n cich. V6i méi céch thuc hién
cong doan A thi cong doan B c6 thé 1am theo m cdch. Khi d6
cong viéc c6 thé thuc hién theo nm céch.

@ Nhan méi chiéc ghé trong mét hoi trudng gém hai phan : phan déu la mot chir
cai (trong bang 24 chit cai tiéng Viét), phan tha hai la mot s6 nguyén duong nhé
hon 26. HSi ¢6 nhiéu nhét bao nhiéu chiéc ghé dudc ghi nhan khéc nhau ?

Quy téc nhan cho cong viéc véi nhi€u céng doan dugc phat biéu nhu sau :

Gia st moOt cong viec nao d6 bao gébm k cong
doan A, 4,, ..., A,. Cong doan A, c6 thé thyc hién theo n,
cdch, cong doan A, c6 thé thuc hién theo n, céch, ..., cong
doan A, c6 thé thuc hién theo n, céch. Khi d6 cong viéc c6

thé thuc hién theo njn, ...n, céch.

Vi du 4. Bién s6 xe mdy cta tinh A (néu khong ké ma s6 tinh) c6 6 ki ty,
trong d6 ki tu & vi tri ddu tién 13 mot chit cdi (trong bang 26 chit cdi
ti€ng Anh), ki tu & vi tri thit hai 12 mot chit s thuoc tap {1, 2, ..., 9}, mdi ki tu
6 bon vi tri ti€p theo 12 mot chir s6 thudc tap {0, 1, ..., 9}. Hoi néu chi dung
mot ma s6 tinh thi tinh A c6é thé 1am dugc nhiéu nhdt bao nhiéu bién s6 xe
mady khac-nhau ? |

o 33
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Giai
Ta c6 26 céach chon chit cdi dé xép & vi tri ddu tién. Tu'(mg tu cé 9 cach chon

chit s6 cho vi tri thit hai va ¢ 10 cich chon chit s6 cho méi vi trf trong bon vi
trf con lai. Theo quy tic nhan, ta c6 tdt ca -

26.9.10.10.10.10= 2340000 (bién s6 xe). O
Vi du 5. Trd lai bai todn mé dau. Hay tinh xem :

a) C6 bao nhiéu day gom 6 ki tu, méi ki tu hoac 1a moét chit cdi (trong bang 26
chit cai) hoac 1a mot chit s (trong 10 chir s6 tir O dén 9) ?

b) C6 bao nhiéu diy gém 6 ki tr néi & cau a) khong phai 12 mat khdu ?

c) C6 thé 1ap dugc nhiéu nhat bao nhiéu mat khau ?

Gidi

a) Vi méi ki tu ¢ 26 + 10 = 36 cdch chon nén theo quy tic nhan, ta ¢6 thé 1ap
duoc 36° day gém 6 ki ty nhu vay.

b) Day gém 6 ki tu khong phdi 12 mot mat khau néu t4t ca 6 ki tu déu la chit
céi. Vi méi ki tu ¢6 26 cach chon nén theo quy tic nhan, s6 diy gom 6 ki tu
khong phai 12 mot mat khau 1a 26° .

c) Vay c6 36° — 26° = 1867 866 560 mat khdu. O

Gia stir ban muén mua mot 4o so mi ¢& 39 hoac 40. Ao ¢& 39 c6 5 mau khdc
nhau, 40 ¢& 40 ¢6 4 mau khdc nhau. Hoi ban c6é bao nhiéu su lua chon (vé
mau va cd 40) ?

C6 bao nhiéu s6 tu nhién c6 hai chit s6 ma hai chit s6 cian6 déu chan ?

Trong mot truong THPT, khoi 11 ¢6 280 hoc sinh nam va 325 hoc sinh nit.

a) Nha trudng cin chon mot hoc sinh & khdi 11 di du da hoi cla hoc sinh
thanh ph6. Hoi nha trudng ¢6 bao nhiéu cach chon ?

b) Nha trirémg can chon hai hoc sinh trong d6 ¢6 mot nam va moét nit di du
trai hé clia hoc sinh thanh ph6. Hoi nha treong cé bao nhiéu cach chon ?

Tix cac chir s6 1, 5, 6, 7 ¢6 thé 1ap duoc bao nhiéu s6 ty nhién

a) C6 4 chit s6 (khong nhat thiét khac nhau) ?

b) C6 4 chit s6 khac nhau ?



Bd\fdpdtkém

/ QUY TAC CONG MG RONG

Quy téc cong cho ta ¢bng thic tinh s8 phan t& clia hgp hai tap hop hitu han khong

giao nhau. Tuy nhién trong nhiéu bai toan t6 hdp, chang ta phai tinh s6 phan ti cla

hop hai tap hgp hitu han A va B c6 giao khac . Trong trudng hop nay, khi cdng s6

phan tr cha A vdi s6 phan tf cha B, thi s6 phan tirclla A m B s& dugc tinh hai ian.
_ Thanh thit, 8 két qua phai bét di s& phan tircia A N B. Ta c6 quy tdc cong mé réng

sau day :

Cho hai tap hdp hiu han bét ki A va B. Khi d6 s phén tircGa A U B bang sé phan

tir clia A cong vai s6 phén tir cta B réi trir di s6 phén tir cia A N B, tic la

lAuB| = Al + Bl -lanB]|.

Vi du. Trong mét trudng THPT, khdi 11 ¢6 : 160 hoc sinh tham gia cau lac bd
Tin hoc, 140 hoc sinh tham gia cau lac bd Ngoai ngit, 50 hoc sinh tham gia cé hai
cau lac bd va 100 hoc sinh khéng tham gia cau lac bé nao trong hai cau lac bd néu
trén. HAi khéi 11 & trudng d6 c6 bao nhiéu hoc sinh ?

Gidi .

Goi tap hdp hoc sinh khéi 11 & trudng THPT tham gia cau lac bd Tin hoc va cau lac
bd Ngoai ngir lan luot 1a A va B.

Khi d6 tap hgp hoc sinh khéi 11 & trudng dé tham gia cau lac b (Tin hoc ho#c Ngoai

ngnlaA uB.
Theobairatacd |A| =160, |B| = 140, |A ~ B| = 50.
Theo quy tdc cdng md rong, s& hoc sinh khéi 11 tham gia cau lac bd (Tin hoc hodc

Ngoai ng) 1a
lauBl =[al + Bl - |A~B| =160 + 140 - 50 = 250,
Vay khéi 11 & truong d6 ¢4 250 + 100 = 350 (hoc sinh). o -



HOAN VI, CHINH HOP VA TO HOP

1. Hoan vi

a) Hoanvilagi?

Vi du 1. Ba van dong vién An, Binh va Chau chay thi. Néu khong ké truong
hop c6 hai van dong vién vé dich ciing mot lic thi cdc kha ning sau day déu
c6 thé xay ra : ’

Giai | Cic két qua c6 thé

Nhdt An An Binh Binh | Chau | Chau
Nhi Binh Chau An Chau An Binh
Ba Chau Binh Chau

Két qua cudc thi chay 1a mot danh sach
gém ba ngudi x€p theo thi tu nhat,
nhi, ba. Danh séch nay goi 1a mot hodn
vi cia tap hogp {An, Binh, Chau}.
Neéu ki hiéu tap hgp {An, Binh, Chau}
1a {a, b, ¢} thitap nay co tit ca sdu
hoan vi la (a, b, ¢), (a,c, b), (b, a, ¢),
(b, ¢, a), (c,a,b), (c,b,a). '

Mot cach téng quét, ta ¢

Cho tap hop A ¢6 n (n > 1) phan tlr. Khi sap x€p n phan tir nay
theo mot thit ty, ta dugc mot hoan vi cac phan tir cia tap A (goi
tat 1a mot hodn vi cua A).

[]
[H1] Cho tap hop A = {a, b, ¢, d}. Hay viét tam hoéan vj cda A.

b) S6 cac hoan vi
Bai todn dat ra 1a : N&u tap hop A c6 n phén tir thi ¢6 tit ca bao nhiéu hodn vi
ciaA ?
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2.

Kihiéu P, 1a s6 cdc hodn vi cta tap hop c6 n phan tir. Ta c6

DINH Li 1

S6 céac hodn vi ciia mot tap hop cé n phan tir 1a
P, =n!=n(n-1)(1n-2).1.

Chitng minh

Viéc sap x€p thit tu » phén tir cha A 12 mot cong viéc gém n cong doan. Cong
doan 1 Ia chon phan tir dé xép vao vi tri thit nhat, cong doan 2 1a chon phan tir dé
x&p vio vi tri thit hai, cong doan 3 1a chon phén tir dé xép vao vi tri tha ba, ...,
cong doan n 12 chon phén tir d& xé&p vao vi tri thit n. O cong doan 1 ta c6
thé chon b4t ki phan tlr nao trong » phén tlt clia A nén c6 n cdch thyc hién. Sau
khi chon xong phén tir xé€p vao vi trf thit nhdt, & cong doan 2 ta ¢6 thé chon
bat ki phéan tlt nao trong n — 1 phan t&r con lai clia A dé x€p vao vi tri tht hai
nén cé n — 1 cach thuc hién. Tiép tuc nhu vay & budc 3 ta ¢ n — 2 cach thuc
hién, ..., va & bude thit n (budc cudi cuing) ta chi con 1 cach thyc hién. Theo
quy tic nhan, ta c6 ca thdy a(n — 1)(n — 2)...1 = n! céch sap xép thit ty n
phan tir cua tap A, titc 1a ¢6 n! hodn vi. O

Vi du 2. Mot doan khich du lich du dinh dén tham quan bay dia diém A, B,
C,D, E,G va H & thi d6 Ha Noi. Ho di tham quan theo mot thit tu nao do,
ching han B—>A —C—E—D G- H. Nhu vay, mdi cdch chon th tu cdc
dia diém tham quan 12 mot hodn vi cua tap {A, B, C, D, E, G, H}. Thanh tht,
doan khéch c6 tat ca 7! = 5040 cach chon. O

l@ Tircac chirs6 1,2, 3,4, 5 c6 thé 1ap duge tét ca bao nhiéu s6 tu nhién c6 nam
chit s6 khac nhau ?

Chinh hop

a) Chinh hop la gi ?

Vi du 3. Trong tran chung két bong dd phai phan dinh thang thua bang d4
luan luru 11 mét. Hudn luyén vién cia moi doi can trinh véi trong tai mot danh
sdch sap thit ty 5 cdu thii trong s6 11 cdu thi dé d4 luan lvu 5 qué 11 mét.

Mbi danh sich ¢6 x€p thit tu 5 cau tht duoc goi 1a mot chinh hop chap S cla
11 cau thu.
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Mot céch téng quat, ta c6
Cho tap hop A gbm 7 phan tu va s6 nguyén &k v6i 1 < k < n. Khi
14y ra k phén tlr ciia A va sap xép ching theo mot thit tu, ta duoc
mot chinh hgp chap & clia » phan tlt cia A (goi tit 1a mot chinh
hgp chap k cua A).

[H3] Cho tap hop A = {a, b, c}. Hay viét tt ¢ cac chinh hop chap 2 cila A.

Nhan xét :

Hai chinh hop khac nhau khi va chi khi hodc cé it nhat mot phén tir cia chinh
hgp nay ma khong 1a phan tir cia chinh hgp kia, hoac cac phan tir clia hai
chinh hgp giong nhau nhung duogc sap x€p theo thit tu khdc nhau.

b) So cac chinh hop

~ Vidu 4. Trd lai vi du 3, hay tinh xem huin luyén vién ctia mdi doi c6 bao
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nhiéu cich lap danh sich 5 cdu thu.
Giai
Huan luyén vién clia m6i doi ¢ thé chon mot trong 11 cdu thi dé d4 qua dau
tién. Ti€p theo c6 10 cach chon cdu thi da qua thi hai, réi ¢6 9 cdach chon cau
thu dd qua thit ba, r6i lai c6 8 cdch chon ciu thl da qua thi tu va cudi cling c6
7 cach chon céu thi dd qua thit nam. Theo quy tic nhan, huén luyén vién clia
moi doi s€ co A

_ 11.10.9.8.7= 55440 cach chon. O
Bai toan téng quéat dat ra 1a : Cho mot tap hgp c6 » phdn tlr va s6 nguyén k véi
1 <k < n. Hoi ¢6 tit ca bao nhiéu chinh hop chap & cua tap hop d6 ?

S8 céc chinh hop chap k ctia mot tap hop 6 n phin tir dugc ki hieu 1a AX .

DINH L{ 2

S6 cac chinh hop chap k cia moét tap hop c6 n phan to
(1<k<mla

A =n(n - D= 2)..(n — k + ). Y,

n

Chung minh

Viéc 1ap mot chinh hop chap & cla tap hop ¢6 » phan tir dugc coi nhu mot
cong viéc gébm k cong doan. Cong doan 1 12 chon phén tu x€p vao vi tri thi
nhit. Cong doan 2 1a chon phan tir x&€p vao vi tri tht hai, .... Cong doan & la
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chon phan tir x€p vao vi tri thi k. Vi tap hgp c¢6 » phan tir nén cong doan 1
cé n cach thuc hién. Sang cong doan 2 chi con n — 1 phéan ti chua chon cho
nén c6 n — 1 cach thuc hién. Tuong tu cong doan 3 cé n — 2 cach chon, ... va &
cong doan cudi (cong doan thit k) ta ¢ n — k + 1 cach thuc hién. Theo quy
tic nhan, ta ¢c6 n(n — 1)(n -2)...(n — k + 1) cach lap ra mot chinh hop
chap k. D6 ciing chinh 12 s6 c4c chinh hop chap k clia mot tap hop gém n
phan t{. ‘ O

Nhdn xét

Tir dinh nghia ta thdy mét hodn vi cla tap hop » phan tir 1a mdt chinh hop
chap nclhatapdénén A, =P, =n!.

Vi du 5. Trong mat phiang cho mot tap hop gébm 6 diém phan biét. C6 bao
nhiéu vecto khdc vecto 0 c6 diém dau va diém cusi thuoc tap hop diém nay ?
Gidi

Mai cap sap thit tu gébm hai di€ém (A, B) cho ta mét vecto ¢6 diém dau A, diém

cudi B va nguoc lai. Nhu vay, mdi vecto ¢6 thé xem 1a mot chinh hop chap 2
clia tap hop 6 diém da cho. Thanh thit s6 vecto can tim 1a

AZ =6.5=730. O

CHUY |
e V§i 0 < k < n thi ta c6 thé viét cong thic (1) duéi dang

k._ n!
" (n—-k)!

(2)

e Ta quy uéc |
Ol=1va Al =1.
Khi dé cong thitc (2) ding cho ca k=0 va k =n. Vay cong
thitc (2) ding v6i moi s6 nguyén k thoa man 0 <k < n.
3. T6 hop

a) Té hop la gi ?
Cho tap A c6 n phan tir va s6 nguyén k v6i 1 < k < n. Méi tap con
cha A ¢6 k phan tir duge goi 1a mot t6 hop chap k cha n phén tir
clia A (goi tat 1a mot t6 hop chap k cua A).
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Nhu vay lap mot t6 hop chap & cla A chinh 14 14y ra k phan tir cia A (khong
quan tam dén th tu).

Viét tat c4 céc t6 hop chédp 3 clia tip A = {a, b, ¢, d).
b) Sé cac to hop
Ki hieu C¥ (hoac (1)) 1a s6 céc t6 hop chap k ciia mot tap hop c6 # phan tir.

DINH L{ 3

S6 céc t6 hop chép k cia mot tap hop c6 nphan tir (1 <k < n) la

AN -Dm -2k +1)
Cr= =" k! — )

Chimg minh

MBbi céch sép thit tu cdc phén tir cia mot t6 hop chap & clia A cho ta mot chinh
hop chap & clia A. N6i cach khdc, mbi hodn vi clia mot t6 hop chap k clia A
cho ta mot chinh hop chap & clia A. Vay tir mot t6 hop chap k cua A ta lap
duoc k! chinh hop chap k ciia A. Vay ta c6

-\ _nn-Dn-2).(n-k+1)

k ko
A = C, k! hay C, k:l 7 O
CHUY
* Véi 1 < k < n, tacé thé viét cong thic (3) duéi dang
k___nt
Cn = k!(n — k)! @

* Ta quy udc CY =1 (coi @12 t8 hop chap O cta tap hgp c6 n phan
n p hop

tir). V6i quy uée nay cong thirc (4) ciing ding véi k = 0. Vay cong
thitc (4) ding v6i moi sO nguyén &k thoaméan 0 < k < n.
Vi du 6. Trong mat phang cho mot tap hop P gdm 7 diém, trong d6 khong c6
3 diém nao thang hang. Hdi c6 bao nhiéu tam gidc c6 3 dinh déu thuoc P ?
Gidi
V6i mbi tap con gém 3 diém bit ki cta P, ta tao dugc mot tam gidc voi cac

dinh 12 3 diém d6. Ngugc lai, méi tam gidc c6 3 dinh thuoc P tuong tng véi
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mot tap con gém 3 diém cia P. Vay s6 tam gidc c6 3 dinh thudc P chinh bang
s6 céc t6 hgp.chap 3 cla tap P, titc 12 bing

3 1.6.5
G = ST 35. O
Trong mot s6 bai todn d&€m phitc tap hon, ta cdn phdi hgp sur dung cac cong
thitc vé t6 hop va quy tic nhan.

Vi du 7. Trong mét 16p ¢6 20 hoc sinh nam va 15 hoc sinh nit. Thay gido cha
nhiém can chon 4 hoc sinh nam va 3 hoc sinh nit di tham gia chién dich
"Mua hé xanh" cua Doan Thanh nién Cong san H6 Chi Minh. Hoi cé bao
nhiéu cich chon ?

Gidi

20.19.18.17

. 4
Taco €0 =—5737

= 4845 c4ch chon 4 hoc sinh nam trong s6 20 hoc

15.14.13
1.2.3

15 hoc sihh nit. Theo quy tic nhan, s6 cdch chon 1a
4845 . 455 =2204475. O

sinh nam va c6 Cf's = =455 céich chon 3 hoc sinh nit trong s6

4. Hai tinh chat co ban ctia s6 C*

a) Tinh chat 1
Cho s6 nguyén duong n va s6 nguyén k véi 0 < k < n. Khi d6
ct=cit,
" Chitng minh
o~k n! n—k _ n! : n!
Taco G =qo—or © T m—k) - (- DR
Dodé Ck =cr* .. o O

b) Tinh chat 2 (hing dang thic Pa-xcan)

Cho céc s6 nguyén nvak véi 1 <k < n. Khi do

ko, k-1
C,,+1 =C, +C, .
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Chitng minh

) k-1 _ nn=1..(n—k+2) ¢ _nmr=D..(n—k+1)
Ta co C, = *-D! , C, = o
Vay
& k-1 _nn=D..(n—k+1D+knn-1..(n—k+2)
C,+C, = T
_nn-D..(n-k+2Dn-k+1+k)
B k!
(n+Dn.(n-k+2) k ,
= k’ = Cn+l * D

~ ? - - . m ~
Cau hoi va bai tap
C6 bao nhiéu kha niang c6 thé xdy ra d6i véi thit tu gilta cdc doi trong mot
gidi bong da c¢6 5 doi béng ? (Gia sir rang khong c¢6 hai doi nao c6 di€ém
trung nhau).

Gia silr c6 8 van dong vién tham gia chay thi. Néu khong ké trudng hop ¢6 hai
van dong vién vé dich cing mot lic thi ¢6 bao nhiéu két qua c6 thé xdy ra
d6i véi céc vi tri thit nhat, tha nhi va thit ba ?

Trong mat phang cho mot tap hop P gébm n diém. Héi :

a) C6 bao nhiéu doan thang ma hai dau mit thuoc P ?

b) C6 bao nhiéu vecto khic vecto 0 ma diém dau va diém cudi thuoc P ?
Trong mdt Ban chdp hanh doan gébm 7 ngudi, cdn chon 3 ngudi vao ban
thuong vu.

a) Néu khong c6 su phan biét vé chifc vu ciia 3 nguoi trong ban thuong vu thi
¢6 bao nhiéu cach chon ?

b) Néu can chon 3 ngudi vao ban thuong vu véi cac chitc vu : Bi thu, Pho Bi
thu, Uy vién thudng vu thi cé bao nhiéu cich chon ?



Luyén tap

9. Mot bai thi tric nghiém khach quan gém 10 cau. Méi cau c6 4 phuong 4n tra

10. Cé bao nhiéu s6 tu nhién ¢ 6 chit

11. Xét mang dudng ndi cdc tinh A, B,

12.

10i. Hoi bai thi d6 c6 bao nhiéu phuong an tra 16 ?

s6 va chia hét cho 5 ?

C,D,E,F,G, trong d6 s6 viét trén
mot canh cho biét s6 con dudng
n6i hai tinh ndm & hai ddu miit
cua canh (h. 2.2). Hoi ¢6 bao nhiéu
cach di tir tinh A dén tinh G ? Hinh 2.2

Xét so d6 mang dién & hinh 2.3 ¢6 6 cong tac khac nhau, trong d6 mdi cong
tac ¢6 2 trang thdi déng va mo.

A 7 / / B
> ———-—OQ
P
_/ / /
C D
Hinh 23

Hoi ¢6 bao nhiéu céch déng - m& 6 cong téc dé mang dién thong mach tir P
dén Q (tic 1a c6 dong dién tir P dén Q) ?

13. Mot cudc thi c6 15 ngudi tham du, gia thiét ring khong c6 hai ngudi nao cé

diém bang nhau.

a) Néu két qua cta cudc thi 1a viéc chon ra 4 ngudi di€ém cao nhat thi ¢
bao nhiéu két qua c6 thé ?

b) Néu két qua ctia cuoc thi 1a viéc chon ra cdc giai nhat, nhi, ba thi cé bao
nhiéu két qua c6 thé ?

14. Trong mot da hoi cu6i ndm & mot co quan, ban t6 chitc phat ra 100 vé x0 s6

dénh s6 tir 1 dén 100 cho 100 ngudi. X8 s6 c6 bon gidi : 1 gidi nhat, 1 giai
nhi, 1 giai ba, 1 giai tu. K&t qua 1a viéc cong bo ai trang giai nhat, giai nhi,
giai ba, giai tu. Hoi :

a) C6 bao nhiéu két qua c6 thé ?
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b) C6 bao nhiéu két qua c6 thé, néu biét ring ngudi giit vé s6 47 duge giai nhat ?

¢) C6 bao nhiéu két qua c6 thé, néu biét ring ngudi gilt vé s6 47 tring mot
trong bon giai ?

15. Mot t6 c6 8 em nam va 2 em nit. Ngudi ta cin chon ra 5 em trong t8 tham du

cudc thi hoc sinh thanh lich cia truong. Yéu cau trong cdc em dugc chon,
phai c6 it nhat mot em nit. Hodi co6 bao nhiéu cach chon ?

16. Mot nhém hoc sinh ¢6 7 em nam va 3 em nit. Ngudi ta cin chon ra 5 em trong

S

1.
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4

nhém tham gia dong dién thé duc. Trong 5 em dugc chon, yéu cdu khong cé
qud mot em nit. Hoi ¢6 bao nhiéu cach chon ?

NHI THUC NIU-TON

Cong thirc nhi thirc Niu-ton
Ta d4 biét cdc hing dang thic
(a+ b)2 = a® + 2ab + b2,
(a+b) =a +3a% +3ab® + b°.
Cac hé s6 trong khai trién (a + b)* theo thi tu tir trdi qua phai 1a 1= Cg s
2 =Ch;l1=C3ticla (a+b)? = Cya® + Chab + Cob°.
Céche s6 trong khai trién (a + b)* theo thit tw tir trdi qua phai Ia 1=CJ ;
3=Ch; 3=C3;val=Cjticla (a+b) =Cha® +Cla’h+Clab® + C3p°.

Tong quat, ngudi ta chitng minh dugc ring :

0 1 _n—-1 k _n—kik
(a+b)'=Ca" +Ca" b+ ..+ Coa" "b" +...+ C,b"

\ _
= z Cka"*bk (quy uée a’=b"=1).
k=0

Cong thitc ndy dugc goi 12 cong thitc nhi thitc Niu-ton (goi tit 1a nhi thirc
Niu-ton). |



Vidu 1. Tinh he s6 cta x'%y!? trong khai trién (x + y)* .
Gidi
25!

Theo cong thiic nhi thic Niu-ton, hé s6 nay 1ACh3 =

Vi du 2. Tim hé s6 chia x> trong khai trién (3x — 4)°.

Gidi | |

Ta ¢6 (3x — 4)° = (3x + (—4))°. Theo cong thic nhi thitc Niu-ton, s6 hang
chtta x> 12 C2(3x)*.(—4)?. Vay he s6 cha x> 12 10. 3°, (-4 =4320. O

Eﬂ Tim hé s6 cda x* trong khai trién (3x — 4)°.
Vi du 3. Viét khai trién (x — 2)°.

- Gidi
* Theo cong thitc nhi thic Niu-ton
6 . 6 -
(x=2°=(2+x° =D CEe2°Fx* = 3 qux* véia, = Ce(-2)°* .
k=0

k=0
Tinh theo cong thirc nay, ta co

ay = 64; a = 6.(=2)° = -192;
a, =15.2% =240; 4y =20.(-2)° = -160;
a, =15.2> =60; a5 =6.(-2) = —12; g =1.
Vay(x - 2)° = x® —12x° + 60x* - 160x° + 240x> —192x + 64, O

Vi du 4. Goi T 1a s6 cic tap con (k€ ca tap réng) ctia mot tap hop c6 n phén tir.
Ching minh ring T = 2".

Gidi

V6i méi s6 nguyén k (1 < k < n), s6 tap con c6 k phdn tir cha tap hop cb n
phén tir 1a CI:; . Vi ¢c6 diing mot tap con (tap rong) ¢6 0 phan tr va C(,)l =1 nén

T=Y Ck ¢
k=0
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Trong cong thitc nhi thic Niu-ton dita = b = 1, ta dugc

n
2 =(1+1)" =) Ck. 2
‘ ' k=0 ‘
Tu()va(2taduge T=2". O

Tam giac Pa-xcan
Trén day ta thdy mudn khai trién (a + b)" thanh da thitc, ta cdn biét n + 1 s6

¢, C,C2, .., Cml, C" c6-mit trong cong thitc nhi thic Niu-ton. Cic s§

ndy c6 thé tinh dugc nhd cong thic (4) & §2. Ngoai ra con c6 thé tim dugc
ching béng cédch sir dung bang sd sau day :

1 3 3 1

1 4 1

6 4
1 5 5 1
N 6/ N '15'/1K ZO/HK‘ 15/ \ 6/

....................................................

Bang s6 nay do nha toan hoc Phép Pa-xcan thiét 1ap vao nam 1653 va duoc
ngudi ta goi 1a tam giac Pa-xcan.

Tam gidc Pa-xcan dugc 1ap theo quy luét sau :
— Pinh dugc ghi s6 1. Tiép theo 12 hang thi nhét ghi hai s6 1.

— Néu biét hang thit n (n > 1) thi hang thit n + 1 ti€p theo dugc thiét
1ap bang cdch cong hai s6 lién ti€p cla hang thd # rdi viét két qua
xubng hang duéi & vi tri giita hai s6 nay. Sau d6 viét s6 1 ¢ ddu va
cudi hang. .
Chéng han, khi c6 hang thif nam ta thiét 1ap hang thit sdu nhu sau : Theo tha
tu tir trai sang phai, ta 14y 1 + 5 = 6 va viét s6 6 xudng hang dudi & vi trf giita
s61vas65;ldy 5+ 10 =15 va viét s6 15 xubng hang duéi & vi trf giita s6 5
va s6 10 ; 14y 10 + 10 = 20 va viét s6 20 xudng hang dudi & vi tri giita s6 10
va s6 10 ; 14y 10 + 5 = 15 va viét s6 15 xudng hang dudi & vi tri giita s6 10 va
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17
18
19
20

2

22
23

i

24

s6 5;14y 5+ 1 = 6 va viét s6 6 xudng hang dudi & vi tri giita s6 5 va s6 1.

Cu6i ciing viét s6 1 & ddu va cubi hang (xem béang s6 trén).
I@ Dién tiép tuc céc sé vao céc hang thur bdy va thir tam trong béng sé trén.

Nhdn xét
Xét hang thit nhdt,tacé

1=C? 1=cl
& hang tht hai, ta c6

1=C), 2=C), 1=C2.
& hang tht ba, ta c6 o
1=Cy, 3=cC), 3=C% 1=cC}.

Mot cdch téng quat, tir tinh chdt 2 cha s6 C,’ﬁ (hﬁng déng thiic Pa-xcan) va

c4ch thiét 1ap tam gidc Pa-xcan, ta c6

C4c s6 & hang thit » trong tam gidc Pa-xcan 12 ddy gébm n + 1 s6
0 Al A2 -1
c.C,C,,..C,,C,

ne

Cau hél va bai I«’jh

. Tim he s6 cha x'%'y% trong khai trién (2x — 3y)*®.

. Tinh hé s6 clia x°y® trong khai trién (x + y)'°.
. Tinh hé s6 cia x’ trong khai trién (1 + x)'!.

. Tinh hé s6 cua X trong khai trién (2 — .

Luyén tap

. Khai trién (3x + D'® cho t6i x°.
. Tim hé s6 cia x” trong khai trién ctia (3 - 2x)"°.

. Tinh hé s6 cia x*y1 trong khai trién chia (x> + xy)b.

n
. Biét riing heé s6 chia x" 2 trong khai trién (x - —}‘:) bing 31. Tim n.
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“?\W' b/j‘,_ .
MOT S6 MAU CHUYEN VE NHA TOAN HOC
PA-XCAN (PASCAL)

1. H6i nhd Pa-xcan rat ham mé Hinh hoc. Nhung vi Pa-xcan
rat yéu nén cha éng khéng muén cho dng hoc Toan. Cha
ong gidu hét cac sach vd va nhing gi lién quan téi Toan.
Thé 1a Pa-xcan phai ty may mo xay dung nén mén Hinh
hoc cho riégng minh. Ong vé cac hinh va tu dit tén cho
chang. Ong goi dudng thdng 1a "cdy gay", dudng tron 1a
"cai banh xe", hinh tam giac la "thugc thg", hinh chir nhat
la "m&t ban".... Ong da tim ra va ching minh dugc rat
nhiéu dinh i ca Hinh hoc trong dé cé dinh li : "Téng céac
. gbc clia mét thudce thg béing nlta tdng cac géc clia mot mat
Blaise Pascal (1623-1662)  pan". Nam &y Pa-xcan méi 12 tudi.

2. N&m 16 tudi, Pa-xcan cong b& mdt cong trinh toan hoc : "Vé thiét dién clia dudng
conic”, trong dé 6ng da chitng minh mét dinh Ii ndi tiéng (sau nay mang tén éng) va
goi d6 1a "Pinh Ii vé lyc giac than ki*. Ong rut ra 400 hé qua tr dinh If nay. Nha toan
hoc va triét hoc vi dai lic bay gid 1a Dé-cac (Descartes) danh gia rat cao cong trinh
toan hoc nay va néi ring : "Toi khong thé tudng tugng néi mdt ngusi dang & tudi thiéu
nién ma lai co thé viét dugc mot tac phdm 16n nhu vay".

3. Nam 17 tudi, thay cha (mét ké toan) phai lam nhiéu tinh toan vat va, Pa-xcan da nay ra
y dinh ché tao mét chiéc may tinh. Sau 5 ndm lao dong cang thdng miét mai, 6ng da ché

© tao xong chi€c may tinh lam dugc bdn phép tinh cong, trr, nhan, chia, tuy réng chua

nhanh 13m. D6 /& chiéc may tinh déu tién trong lich sit nhén loai. D& ghi nhé cong lao
nay, tén clia 6ng da dugc dat cho mét ngdn ngir 1ap trinh, 1a ngdn ngir 1ap trinh Pa-xcan.

4. Vao nam 1651, khi Pa-xcan 28 tudi va dugc ca chau Au t6n vinh 1a than déng, éng
nhan dugc mét bitc thu clia nha quy téc Phap D& Mé-ré (De Méré) nhd éng giai dap
mot s8 van dé rac réi nay sinh trong cac trd chdi danh bac. Pa-xcan da "toan hoc
hoa" cac trd choi cd bac nay, nang lIén thanh nhiing bai toan phlc tap hon va trao
d8i vadn dé nay véi nha toan hoc Phéc-ma. Nhitng cudc trao ddi d6 da khai sinh ra
Li thuyét xac suét —Li thuyét toan hoc vé cac hién tugng ngéau nhién.

5. Sau khi cha mét, chi gai bo di tu, lai thém ém dau bénh tat, Pa-xcan chan chu0ng tat ca.
Ong bd Toan hoc, d&m chim vao nhu’ng suy tu vé tin ngudng va nghién cltu Than hoc.
Vao mét dém dau mua xuan nam 1658, mot con dau réng dir ddi lam Pa-xcan khong
ngl du’dc Dé quén dau, éng tap trung suy nghl vé bai toan du'dng xycloit, mét bai toan
khé dang thu hat sy quan tdm ctia nhiéu nha toan hoc lic d6. Ki la thay, éng da giai
dugc bai toan dé va sang hém sau ciing khdi ludn bénh dau rang. Ong nghi réing day 1a
mot thong digp clia Chua nhic nhd rang 6ng khéng dugc quén va rdi bd Toan hoc. Va
thé 1a sau bén nam di theo con duding tin ngudng t6n gido, Pa-xcan lai quay vé vdi Toan hoc.
6. Khodng chi [a mdt nha toan hoc thién tai, Pa-xcan con 1a mét nha véat Ii hoc néi
tiéng, 1a nha van, nha tu tudng 16n. Ngay nay ngudi ta thudng nhic dén cac cau nobi
clia Pa-xcan nhu : "Con ngudi chi la. mét cay say, mot vat rat yéu dudi cla tu nhién,
nhung. la mét cay say biét suy nghi " va "Trai tim c6 nhimg i 18 ma i tri khdng gidi
thich dugc”.

Pa-xcan mét khi méi 39 tudi. Ong dugc coi la mét trong nhiing nha bac hoc 16n clia nhan loai.



B. XAC SUAT

Trong thuc tién, ching ta thuong gap nhitng hién tugng ngdu nhién. D6 1a
nhimg hién tugng (bi€n c6) ma chiing ta khong thé du bao mot cach chic chin
1a n6 xay ra hay khong xay ra. »

Li thuyét xdc sudt 1a bd moén todn hoc nghién ctdu cac hién tuong ngiu nhién.
Su ra doi cha If thuyét x4c sudt bat ddu tir nhitng thu tir trao d6i giita hai nha
toan hoc vi dai nguoi Phdp 1a Pa-xcan (1623-1662) va Phéc-ma (1601-1665)
xung quanh cdch gidi ddp mot s6 van dé ric réi ndy sinh trong cac trd choi co
bac ma mot nha quy toc Phdp dat ra cho Pa-xcan. Nam 1812, nha todn hoc
Phép La-pla-xo dd du bdo ring "Mon khoa hoc bat ddu tir viéc xem xét céc
tro choi may ri nay sé€ hita hen tré thanh mot d6i tugng quan trong nhét cla
tri thic loai ngudi”.

Ngay nay I thuyét xdc suat da tré thanh mot nganh todn hoc quan trong, dugc
img dung trong rat nhiéu linh viuc ctia khoa hoc tu nhién, khoa hoc x3 hoi,
cong nghé, kinh t€, y hoc, sinh hoc,...

S BIEN CO VA XAC SUAT CUA BIEN C6

1. Bién co

a) Phép thir ngau nhién va khéng gian mau
Khi gieo mot con sic sac'’, s§ chdm
trén mat xudt hién dugc coi 1a két qua
cha viéc gieo stic sic. Ta nhan thdy
ring r4t kh6 dodn truéc duge két qua
clia mbi 14n gieo. N6 c6 thé 1a bat ki
mot con sO nao trong tap hop {1, 2, 3,
4,5, 6}. Ta goi viéc gieo con sic sic
n6i trén 12 mot phép thir ngdu nhién.

(*) Con stic sic 1a mot kh6i 14p phwong ma sdu mit 14n lugt ¢6 1,2, .., 6 chdm. Mit c6 k chdm goi
12 mat k chdm.
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Phép thir ngau nhién (goi tit 1a phép thlr) 12 mot thi nghiém
hay mét hanh dong ma :

— Két qua ctia n6 khong dodn truée duge ;

~ C6 thé€ xac dinh dugc tap hop tét ca cic két qua c6 thé xay ra
cta phép thir do.

Phép thir thudng duoc ki hiéu bdi chit 7.

Tap hop t4t ci cdc két qua c6 thé xay ra ctia phép thir duoc goi 1a
khong gian mau cta phép thir va duge ki hiéu boi chit Q (doc
12 6-mé-ga).

Vi du 1. Khong gian mau cta phép thit "Gieo mot con sic sic" 1a tap hop
Q=1{1,2,3,4,5,6]}.

Vi du 2. Xét phép thir T 1a "Gieo hai
déng xu” phan biét". Néu ding ki hiéu S
dé chi dong xu 14t s4p (mat sap xust hién)
va N dé chi d6ng xu 14t nglta thi khong.
gian méu cta phép thir trén 12

Q = {SN, SS, NN, NS}.

[El Cho phép thirT la "Gieo ba déng xu phén biét". Hay cho biét khéng gian méu
cla phép thir do. |

b) Bién co
Vi du 3. Gia st T 1a phép thir "Gieo mot con stic sic".
Khong gian miu la Q = {1, 2, 3,4, 5, 6}.

Xét bién c6 (hay su kién) A : "S6 chdm trén mat
xudt hién 1a mot s6 chin". Ta thdy viéc xay ra hay
khong xay ra bién cd A tuy thudc vao két qua cua 7.
Bién c6 A xay ra khi va chi khi két qua'cta 7 1a 2,
hoic 4, hoic 6. Cic két qua nay dugc goi la cac két
qua thuén lgi cho A. Do d6 bién c6 A dugc mo ta béi
tap hop Q, = {2, 4, 6}, d6 12 mot tap con cia Q.

Bién c6 A dugc goi 1a bién c6 lién quan dén phép thu 7.

*) Déng xu 12 d6ng tién kim loai c6 hai mat, trén mot mdt c6 ghi gid tri ctia déng tién : ngudi ta
thudng goi d6 13 mit nglra. Mat kia 1a mat sép.
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2.

Mot cich téng quit :

Bién c6 A lién quan dén phép thir T 13 bién c¢6 ma viéc xay ra
hay khong xay ra ciia A tuy thudc vao két qua cua T.

Maéi két qua cua phép thir T 1am cho A xay ra, dugc g01 1a mot
két qua thuan lgi cho A.

Tap hgp céc két qua thuan loi cho A duoc ki hiéu 1a Q, . Khi d6
ngudi ta n6i bién ¢6 A duge mo ta béi tap Q, .

@ Xét bién c6 B : "S6 chdm trén mat xuét hién la mot s6 16" va bién ¢6 C : "SE

“chém trén mat xuét hién la mot s6 nguyén t8". Hay viét ra tap hop Qp mbé ta bién c6

B va tap hgp Q. mé ta bién c6 C. |
— Biéh c6 chdc chdn 12 bién c6 luén x4y ra khi thuc hién phép thir 7. Bién c6
chéc chin dugc mo ta boi tap Q va duge ki higu 1a Q.

— Bién ¢ khong thé 1a bién c6 khong bao gid xdy ra khi phép thit T duoc
thyc hién. R6 rang khéng c¢6 mot két qua thuan 1gi ndo cho bién c6 khong thé.
Bién c6 khong thé dugc mo ta boi tap @ va duoc ki hiéu 1a &.

Xac suat cua bién co | |

Trong cudc s6ng hang ngay, khi néi vé€ bién c6 ta thudng noi bién ¢6 ndy cé
nhiéu kha nang xay ra, bién c6 kia c6 it kha nang xay ra, bién c¢6 nay c6 nhiéu
kha nang xdy ra hon bién c@ kia. Todn hoc di dinh lugng hod cdc kha nang
ndy bing cach gdn cho mébi bi€n c6 mot s6 khong a4m, nho hon hay bing 1 goi
12 xdc sudt cua bién c6 dé. Xac suat clia bién c6 A dugc ki hiéu 1a P(A). N6
do ludng kha nang khéch quan sy xuét hién cua bi€n c6 A.

a) Pinh nghia c6 dién cia xac suat

Vi du 4. Gia su T 1a phép thir "Gieo hai con siic sic". Két qua ciia T 1a cap s6
(x; y), trong d6 x va y twong ting 1a két qua clia viéc gieo con stic sic thi nh4t
va thit hai. C4c két qua c6 thé x4y ra ctia T dugc cho trong bang sau day :

y -
x;y) 1 2 3 4 5 6

X .
1 a;n | d;2 1 ad;3 449 [ 155 1 3;6)
2 Q3D | (252 | 233) | (2;4) | (255 | 2:6)
3 G:1 1352 1333 G4 1335 | 3:6)
4 @4;1) | 4:2) | 4;3) | 4;4) | 4;5) | (4:6)
5 G | 5:2) | 553) | 534 | G35 | (5:6)

6 (6;1) | 6:2) | 6;3) | 6:4 | (6:5) | (6:6)
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Khong gianmiuctaT1a Q ={(1; 1),2; 1), 3; 1), @4; 1),(5;1),(6; 1), ...,
(1;6),(2;6),(3;6),(4;6),(5;6),(6;6)}. Phép thir T c6 36 két qua cé thé.
Néu con stic sic duge ché tao can ddi thi cdc mét clia con stic sic déu c6 clng
kha nang xudt hién. Ta n6i 36 két qua cua T 1a dong khd ndng.

Xét bién c6 A : "Téng s6 chdm trén mat xudt hién cta hai con stic sic 12 7".
Tap con Q, céc két qua thuan loi cho A 1a

Q =1{(1;6),(2;5),(3;4),(4;3),(5:,2),(6; D}.
Khi dé ti s6 _36_6 = % dugc coi 1a x4c sudt cia A. O
Mot cich téng quat :

DINH NGHIA

Gia str phép tha T cé khong gian miu Q la ‘mét tap hitu han va
céc két qua cta T 1a dong kha nang. Néu A 1a mot bién cb lién
quan v6i phép thir T va Q, 1a tap hop cdc két qua thuan lgi cho
A thi xac suét ctia A 1a mot s6, ki hiéu 1a P(A), duoc xdc dinh

bdi cong thitc

Q]|

Q1

Nhu viy, viéc tinh xdc suat ciia bién c6 A trong trudng hop ndy dugc quy vé
viec dém s két qua c6 thé clia phép thir T va s6 két qua thuan 10i cho A.

P(A)

CHUY
Tur dinh nghia trén ta suy ra
e 0<PA)<LT;

e P()) =1, P(©@)=0.

Vi du 5. Mot vé x8 s6 c6 4 chit s6. Khi quay s6, néu vé ban mua c6 s6 tring
hoan toan v6i két qua thi ban triing giai nhit. Néu vé ban mua c6 ding 3 chit
s6 tring véi 3 chit s6 cha két qua (ké ca vi tri) thi ban tring gidi nhi. Ban An
mua mot vé x6 s6.

a) Tinh x4c sudt dé An triing giai nhAt.

b) Tinh x4c suét dé An triing gidi nhi.

L)



Gidi
a) S6 két qua c6 thé 1a 10* =10 000 va chi c6 mot két qua trung véi s6 vé clia

=0,0001.

. 1
A . rd V4 at rd * 2. h ¢ k4 A ~ -
n. Do d6 x4c suat tring giai nhat cua An 1a 10000

b) Gia sir s6 vé clia An 1a abcd . Céc két qué tring véi ding 3 chir s6 cia An
1a abct (+ # d) hodc abtd (t # ¢) hodc atcd (t # b) hoic thed (¢ # a).

Vi méi trudong hop trén déu c¢6 9 khd nang nén ¢6 9 + 9 + 9 + 9 = 36 két qua
6 d6 vé cha An tring giai nhi. Do d6 xdc suit tring giai nhi cia An la
36 '

10000 = 0,0036. ‘ | O
Vi du 6. Mot ¢b bai ti lo kho gédm 52 quén bai chia thanh bén chat : ro, co
(mau do), pich va nhép (mau den). Mbi chdt c6 13 quan baila: 2, 3,4,5,6,7,
8,9, 10,7, Q, K, A (doc 12 4t). Bon quan 2 (g6m 2 16, 2 co, 2 pich va 2 nhép)
1am thanh mot bo 2 ; bon quan 3 (gém 3 106, 3 co, 3 pich va 3 nhép) lam thanh
mot bo 3 ; ... ; b6n quan 4t (gém 4t ro, 4t co, 4t pich va 4t nhép) lam thanh
mot bo 4t.

Chon ngiu nhién 5 quan bai. Tinh xdc sufit dé trong 5 quéan bai d6 ta c6
mot bd.

Gidi
S6 két qua c6 thé 1a ng. S6 két qué trong d6 c6 mot bo 2 bang s6 cich chon

mot quan bai trong s6 52 — 4 = 48 quan con lai (khong phai la qua?m 2). Vay
c6 48 két qua trong d6 c¢6 mot bo 2. Tuong tu c6 48 két qua trong dé c6 mot

b0 3 ; ... ; c6 48 két qua trong d6 c6 mot bo at. Vi ¢6 tt ca 13 bo, nén s6 két
qua trong d6 c6 xudt hién mot bo 1a 13 . 48 = 624. Do d6, xac suat can tim 1a
624 ~ 0,00024. | a
cs
52
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b) Dinﬁ nghia thong ké ctia xdc suit

Trong dinh nghia c8 dién clia x4c sudt, ta cdn gia thiét phép thir T c6 mot s6
hitu han céc két qua c6 thé va cdc két qua nay 1a déng kha nang. Nhung trong
nhiéu trudng hop, gia thiét déng kha ning khong dugc thod méan. Chéng han
khi gieo mot con siic sic khong can déi thi cdc mit chia con sic sdc khong c6
ciing kha nang xudt hién. Trong trudng hop dé ta sir dung dmh nghia sau day
goi 12 dinh nghia thong ké cta xéc sudt.

Xét phép thir T va bién c6 A lién quan dén phép thir d6. Ta tién hanh lap di lap
lai N 14n phép th T va th6ng ké xem bi€n c6 A xudt hi¢n bao nhiéu 14n.

S6 14n xu4t hién bién c6 A dugc goi 1a tan s6 clia A trong N ldn
thuc hién phép thir T

Ti s6 giita tAn's6 clia A v6i s6 N duge goi 1 tan sudt cla A trong
N lan thyc hién phép thir 7'

Nguodi ta chimg minh dugc ring khi s6 14n thit N cang 16n thi tin sudt cla A
cang gin véi mot s6 xdc dinh, s6 d6 duoc goi 1a xac sudt ciia A theo nghia
thong ké (s6 nay ciing chinh 12 P(A) trong dinh nghia c6 dién ctia x4c sudt).
Nhu vay, tdn sudt dugc xem nhu gid tri gin ding cla x4c sudt. Trong khoa
hoc thyc nghiém, nguoi ta thudong 14y tdn sudt 1am xdc suat. Vi vay tdn suft
con duge goi 1a xdc sudt thuc nghiém.

Vi du 7. Néu 'ta gieo mot déng xu can d6i thi xdc sudt xudt hién mat ngilra
120,5. Bugp-phong (Buffon), nha todn hoc ngudi Phap thé ki XVIII, da thi
nghiém viéc gieo déng xu nhiéu 14n va thu dugc két qua sau :

S6 14n gieo Tan s6 xuﬁ;t hién Tén suat xua:it hién
mat ngua mét ngua
4 040 2 048 0,5070
12 000 6019 | 0,5016
24 000 12 012 0,5005

Vi du 8. Mot cong ti bdo hiém nhén tho da théng ké dugc trong 100 000 dan
ong 50 tubi c6 568 ngudi chét trude khi budc sang tubi 51 va trong 100 000
phu nit 50 tudi c6 284 ngudi chét trude khi bude sang tudi 51. Khi d6 xdc sust

L)



thyc nghiém dé mot ngudi dan éng 50 tubi chét truéc khi bude sang tudi 51

. 568 . . ’ . 2 . . ..
1a 100000 — 0,00568 va xdc suat thyc nghiém dé mot ngudi phu nit 50 tudi
chét trude khi bude sang tudi 51 1a 28 0,00284 O

& 100000 ~ ‘

IE Gieo con stc séc 50 I4n. Ghi lai Két qué cla viéc gieo nay va tinh tan suét
xu#t hién méimat 1,2, 3,4, 5, 6 chdm.

S6 cham xuat hién TAn s6 Tan suat
1
2
3
4
5
6
Cau hdi va bai tap
25. Chon ngéu nhién mot s6 nguyén duong khong 16n hon 50.
a) Mo ta khong gian mau.

b) Goi A 1a bién ¢ "S6 duge chon la s6 nguyén t6", Hay liét ké cac két qua
thuan lgi cho A.

¢) Tinh x4c sudt ctua A.
d) Tinh x4c suét dé s6 duoc chon nho hon 4.
26. Chon ngiu nhién mot s6 nguyén duong nho hon 9. Tinh x4c su4t dé :
a) S6 dugc chon 1a s6 nguyén td ; |
b) S6 dugc chon chia hét cho 3.

27. Danh s4ch 16p cia Hudng dugc ddnh s6 tir 1 dén 30. Hudng ¢6 s6 thi ty la 12.
Chon ngiu nhién mot ban trong 16p.

a) Tinh x4c suit dé Hudng duoc chon.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.
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b) Tinh x4c sudt dé Huong khéng dugc chon.

c) Tinh xdc sudt dé mot ban c6 s6 thi tu nhd hon s6 tht ty cia Huong
duoc chon.

Gieo hai con siic sic can dé6i.

a) Mo ta khong gian mau.

b) Goi A 1a bién c6 "Téng s6 cham trén mat xuét hién ciia hai con sic sic nhd
hon hodc bang 7". Liét ké cdc két qua thuén 10i cho A. Tinh P(A).

¢) Ciing héi nhu trén cho cic bién ¢6 B : "C6 it nhdt mot con stic sic xudt hién
mit 6 chdm" va C : "C6 ding mot con suc sac xudt hién mit 6 chdm".

Chon ngéu nhién 5 ngudi ¢6 tén trong mot danh sach 20 nguoi dugc dénh s6

tr 1 dén 20. Tinh x4c suat dé 5 ngudi duge chon c6 s6 thit tw khong 16n hon
10 (tinh chinh xac dén hang phan nghin).

Luyén tap

Chon ngéu nhién 5 hoc sinh ¢6 tén trong mot danh sich dugc danh s6 thit tu tir
001 dén 199. Tinh x4c suét dé 5 hoc sinh nay ¢6 s6 thit tur :

a) Tir 001 dé’n 099 (tinh chinh xdc dén hang phédn nghin) ;

b) Tir 150 dén 199 (tinh chinh x4c dén hang phén van).

Mot tdi dung 4 qua cdu dd, 6 qua cdu xanh. Chon ngdu nhién 4 qua ciu. Tinh
x4c sudt dé trong bon qua d6 ¢6 ca qua mau doé va mau xanh.

"

Chiéc kim clia banh xe trong tro choi "Chiéc nén ki diéu" c6 thé dimg lai &
mot trong 7 vi tri v6i kha ning nhu nhau. Tinh x4c suit dé trong ba l4n quay,
chiéc kim ctia banh xe d6 14n lugt dimg lai & ba vi tri khac nhau.

Gieo déng thoi hai con siic sac can déi. Tinh xac suat dé s6 chdm xuét hién
trén hai con sic sic hon kém nhau 2.
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CUON SACH TIENG VIET VE XAC SUAT - THONG KE

XUAT BAN LAN DAU TIEN & NUGC TA

Vao nam 1948 cubn sach "Thdng ké thudng thirc"
dugc xuét ban tai chién khu Viét Bac, can cit dia clia cude
khang chién chéng Phap (1945 - 1954) clia dan toc ta. Tac
gia clia né la cd gido su Ta Quang Blu. Luc d6 6ng dang
gilt trong trach Thir trudng Bo Quéc phong.

Cuén sach day 81 trang. Do diéu kién khé khin cla
cudc khang chién luc d6 nén né dugc in trén gidy xdu,
mau vang nau, san xudt tai cac xudng th céng trong nai
rimg Viét Bic. Cubn séach trinh bay céac kién thirc co ban
vé xac sudt, thdng ké va nhitng (ng dung clia mén hoc
nay trong quan su. Trong L&i néi dau, tac gid viét :
"Cudc thi dua yéu nudc dat van dé théng ké ra mét cach

Ta Quang Bitu
(1910 - 1986)

cép bach. Thuét théng ké phéi dugc phé bién. Khoa hoc théng ké phéi duoc nghién
ctru. Céc can bb cao clp phai biét dung théng ké, cac can bo trung cap phai biét lam

théng ké...".

Gido su Ta Quang Bl la
moét nha khoa hoc toan
nang, uyén bac, mét can
bd lanh dao cé tdm nhin
chién lugc vé cac van dé
khoa hoc va giao duc cda
nudc nha, moét nhan cach
I6n véi 161 s6ng gian di

. trong sang. Trén cuong vi
Giam d6c truéng Pai hoc
Béach Khoa (1956 - 1961),
Bo trudng BO Pai hoc va
Trung hoc chuyén nghiép
(1965 - 1976) 6ng da cb
nhing déng goép quan
trong trong céng cudc dao
tao ddi ngld can bd khoa
hoc va xay dung nén Dai
hoc Viét Nam.
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f ; ' CAC QUY TAC TINH XAC SUAT

Trong ti€t nay ta ludn gid thiét cdc bién c6 dang xét cing lién quan dén phép
thir T va cdc két qua ctia T 13 dong kha nang.
Quy tic cong xic suat
a) Bién c6 hop ,
Cho hai bién c6 A va B. Bién c6 "A hoac B xay ra", ki hiéu 1a
A U B, dugc goi 1a hop cha hai bién c¢6 A va B.

Néu QA va Qp l4n lugt 12 tap hop cic két qua thudn 1gi cho A va B thi tap
hop céc két qua thuan lgichoA UB1a Q, U Q. '

Vi du 1. Chon ngiu nhién ni(}t hoc sinh trong truong em. Goi A 12 bién ¢d "Ban
d6 1a hoc sinh gidi Todn" va B 1a bién c6 "Ban d6 1a hoc sinh giéi Van". Khi d6

A U B 1a bién c8 "Ban d6 1a hoc sinh giéi Van hoac gioi Todn".
Mot c4ch téng quat :
Cho % bién co Ai, Ay, ..., A,. Bién c6 "C6 it nhat mot trong cac
bi€n c6 A}, Ay, .., A, xdy ra", ki hiéu 1a 4 U A4, U.. U A,
dugce goi 1a hop cua & bién cé do. '

b) Bién ¢6 xung khéc

'Cho hai bién 6 A vi B. Hai bién c6 A va B dugc goi 12 xung
Il khéc néu bién cd nay xay ra thi bién c6 kia khong xay ra.

Hai bién c¢6 A va B 1a hai bién c¢6 xung khic néu va chinéu Q, N Qp = .

Vi du 2. Chon ngiu nhién mot hoc sinh trong trudong em. Goi A 14 bién c6
"Ban d6 1a hoc sinh khoi 10", B 1a bién c6 "Ban d6 1a hoc sinh khéi 11". Khi
d6 A va B 1a hai bién c6 xung khéc. o

[H1] H8i hai bién c6 A va B trong vi du 1 c6 phéi & hai bién c6 xung khic hay khong ?



¢) Quy tic cong x4c sudt
D& tinh x4c sudt cia bién c& hgp, ta cdn dén quy tic cong x4c sudt sau day :

Néu hai bién ¢6 A va B xung khic thi x4c suit d€ A hoic B xdy
rala

P(A U B) = P(A) + P(B). )

Vi du 3. Mot chiéc hop cé chin thé ddnh sO tir 1 d€n 9. Riit ngdu nhién hai thé
r6i nhan hai s6 ghi trén hai thé véi nhau. Tinh x4c sust d€ két qua nhan dugc
12 mot s6 chan.

Gidi

Két qua nhan dugc 1a s6 chdn khi va chi khi trong hai thé c6 it nhat mot thé
danh s6 chdn (goi tit 1a thé chdn). Goi A 12 bién ¢6 "Riit duoc mot thé chin va
mot thé 1€", B 1a bién c6 "Ca hai thé duoc rit 12 thé chin". Khi d6 bién c6
"Tich hai s6 ghi trén hai thé 1a mot s6 chdn" 1A U B.

Do hai bi€n cd A va B xung khéc, nén P(A U B) = P(4) + P(B). Vic6 4 thé

chin va 5 thé 1é nén

tacod
_CiCh 20 6
| P(A)-—C—gf%,P(B)—Eg—‘gg'
Do doé
20 6 13 |
P(AUB)—§+%—1—8— O

Quy tic cong xdc sudt cho nhiéu bién c6 duge phét bi€u nhu sau :

Cho k bién c6 A, Ay, ..., A, doi mot xung khic. Khi d6

P(A U Ay U...U 4) = P(A) + P(4) + ... + P(4). (2)

d) Bién co doi
Cho A 12 mét bién c6. Khi d6 bién c6 "Khong xay ra A", ki hiéu
1a A, dugc goi 12 bién c6 d6i clia A.

Néu Q, 1a tap hop céc két qua thuan 1gi cho A thi tap hop céc két qui thuan
lgicho A 12 Q\Q,. Tan6i A vd A 12 hai bién c6 d6i nhau.
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CHUY |

Hai bién c6 d6i nhau 12 hai bién c6 xung khic. Tuy nhién hai bién
c6 xung khic chua chic Ia hai bién ¢6 ddi nhau. Ching han trong
vidu 2, A va B 1a hai bién ¢§ xung khiac nhung khong phai 13 hai
bién c6 d6i nhau.

DINH LI

Cho bién c6 A. Xéc suit cha bién c6 doi A 1a

P(A)=1-P(A). 3)

Chiing minh .
KihiéuS=A U A. Do A va A ]2 hai bién c6 xung khic nén theo cong thitc (1)
ta cé6 P(S) =P(A) + P(4). R4 rang bién c6 S luén ludn xay ra nén S 12 bién c6
chic chin. Vay P(S) = 1. Suy ra

P(A)=1-P(A). O
[H2] Xét vi dy 3. Tinh xéc suét & két qua nhéan duoc Ia mot s6 Ié.
Vi du 4. Mot hop dung 4 vién bi xanh, 3 vién bi do va 2 vién bi vang. Chon
ngau nhién 2 vién bi.
a) Tinh x4c sudt dé chon duoc 2 vién bi ciing mau.
b) Tinh x4c suét dé chon dugc 2 vién bi khic mau.
Gidi
a) Goi A 1a bién c6 "Chon dugc 2 vién bi xanh", B 1a bién ¢6 "Chon duoc 2

vién bi d8", C 12 bién c6 "Chon duoc 2 vién bi vang" va H 13 bién c6 "Chon
| on dug g .

duge 2 vién bi cing mau". Ta c6 H= AU B U C va cic bién ¢d A, B, C doi
mot xung khic. Vay theo cong thite (2), ta ¢6

P(H)=P(Au BuUC) =P@A) +P®B) + PC).

ci 6 ¢ 3 2 1
Tac6  PA)=—3=7z,PB)= =3 =7, PC)= =5 = -
c: 36 c 36 Cg 36
6 3 1 5
vay PUH)= 22+ 56+ 3¢ = 1§



2.

b) Bién ¢6 "Chon dwoc 2 vién bi khidc mau" chinh 1a bién c6 H. Vay theo
cong thire (3), ta cod _
5 13

P(H)=1—P(H)—1—T§=I§- , a

Quy tiac nhan xac suat
a) Bién co giao

Cho hai bién c6 A va B. Bién c6 "Ca A va B cung xay ra", ki hiéu
1a AB, duoc goi 1a giao cua hai bién ¢6 A va B.

Néu ©Q, va Qg lan luot 1a tap hop céc két qua thuan loi cho A va B thi tap
hop céc két qua thuan lgi cho ABla Q, N Q.
Vi du 5. Chon ngiu nhién mét hoc sinh trong trudng em. Goi A 1a bién c6

"Ban d6 1a hoc sinh gidi Toan", B 1a bién c¢6 "Ban d6 1a hoc sinh gioi Van
Khi d6 AB la bién c6 "Ban d6 1a hoc sinh gioi ca Van va Toan".

Mot céch tong quat

Cho k bi€n c6 A}, A,,...,A,. Bi€n c6 "Tit cd k bién co
A, Az; .y A, déu xdy ra", ki hi¢u la A1A2 . A, duge goi la
giao cuia & bién c6 do.

b) Bién c6 doc lap

Hai bién c6 A va B duoc goi 1 doc 1ap v6i nhau néu viec xay ra

hay khong xay ra clia bién ¢4 nay khong 1am anh hudng téi xac
sudt x4y ra ctia bién ¢0 kia. -

Vi du 6. Xét phép thir T 1a "Gieo mot dong xu lién tiép hai 1an". Goi A 12 bién
c6 "Lan gieo thi nhdt déng xu xudt hién mat sdp”, B 1a bién c¢6 "Lin gieo
thit hai d6ng xu xuat hién mat nglra". Khi d6 A va B 1a hai bién c¢6 doc lap
v6i nhau.

Nhdn xét. Néu hai bién c6 A, B doc 1ap v6i nhau thi A va E A VAB ; Ava
B cling doc 1ap v6i nhau.

Mot c4ch tong quét :

Cho k bi€n c6 Ay, Ay, ..., A ; k bién c6 ndy dugc goi 1a doc lap

v6i nhau néu viéc xay ra hay khong xady ra cia méi bién c6
khong 1am anh hudng t6i xac sudt xay ra clia cic bién c6 con lai.
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¢) Quy tic nhan xic suat
Dé tinh x4c sudt cha bién c8 giao, ta cdn dén quy tic nhan x4c sudt sau day.

Néu hai bién c6 A va B doc 13p v6i nhau thi
P(AB) = P(A)P(B). 4)

Nhdn xét. Tir quy tic nhan x4c sudt ta thdy : Néu P(AB) # P(A)P(B) thi hai
bién c6 A, B khong doc 1ap véi nhau.

I_lj_§| Cho hai bién c6 A va B xung khéc.
a) Chimg té rdng P(AB) = 0.
b) Néu P(A) > 0 va P(B) > 0 thi hai bién c6 A va B c6 dbc lap voi nhau khéng ?

Vi du 7. M6t chi€c mdy c6 hai dong co I va II hoat dong doc lap véi nhau.
Xéc sudt dé dong co I va dong co II chay t6t 14n lugt 12 0,8 va 0,7. Hay tinh
xéc sudt dé :

a) Ca hai dong co déu chay t6t ;

b) Ca hai dong co déu khong chay t6t ;

¢) C6 it nhdt mot ddng co chay t6t.

Gidi '

a) Goi A 1a bién c6 "Dong co I chay t6t", B 1a bién c6 "Dong co II chay t6t",

'C 1a bién c6 "Ca hai dong co déu chay t6t". Ta thdy A, B 1a hai bién ¢6 doc 1ap

v6i nhau va C = AB. Theo cong thic (4), ta cé
| P(C) = P(AB) = P(A)P(B) = 0,8 . 0,7 = 0,56.
b) Goi D 1a bién c6 "ca hai dong co déu khong chay t6t". Ta thdy D = A B.
Hai bién c6 A va B doc lap v6i nhau nén
P(D) =P(A)P(B) = (1 - PA)) (1 - P(B))=0,2.0,3 =0,06.
¢) Goi K 12 bién ¢8 "c6 it nhat mot dong co chay t6t", khi d6 bién c6 d6i ciia K

1a bién c6 D.

Do dé P(K)=1-P(D)=1-0,06=0,94. -0
Quy tic nhan x4c suét cho nhiéu bi€n c6 dugc phét biéu nhu sau :

Néu kbi€nc6 A;, A,, ..., A; doc 1ap v6i nhau thi ,
P(A; Ay ... A) = P(ADP(A,) ... P(A). (5)
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34.

35.

36.

37.

Cau hai va bai tap

Gieo ba déng xu can d6i mot cich doc 1ap. Tinh xdc
suft dé :

a) Ca ba déng xu déu sap ;

b) C6 it nhat mot dong xu sdp ;

¢) C6 diing mot déng xu sdp.

X4c sudt bén tring héng tam clia mot ngudi bén cung
12 0,2. Tinh x4c sudt dé trong ba 14n bin doc 1ap :

a) Ngudi d6 ban tring héng tam ding mot l4n ;

b) Ngudi d6 ban triing héng tam it nhat mot 14n.

Gieo hai déng xu A va B mot cdch doc 1ap. Déng xu A ché tao can d6i. Déng
xu B ché tao khong can d6i nén xac sudt xudt hién mat sap gap ba 1an xéc suét
xudt hién mat nglta. Tinh x4c sudt dé :

a) Khi gieo hai d0ng xu mot 14n thi ca hai dong xu déu ngira ;

b) Khi gieo hai déng xu hai 14n thi hai 14n ca hai d6ng xu déu ngtra.

Trong mot bai thi trac nghiém khach quan c6 10 cau. Méi cau c6 5 phuong an
tra 10, trong d6 chi c6 mot phuong 4n ding. Mot hoc sinh khong hoc bai nén
lam bai bing céch v6i mbi cau déu chon ngéu nhién mot phuong 4n tra 19i.
Tinh x4c suét dé hoc sinh d6 tra 16i khong diing ca 10 cau (tinh chinh xdc dén
hang phan van).

S’ DUNG MAY TINH BO TUI TRONG TINH TOAN -
T& HOP VA XAC SUAT

Khi gidi cac bai toan t§ hogp va xac suét, ching ta thudng phai tinh cac biéu thic s6
c6 chita cac s8 dang n¥, n!, Aﬁ, C',j. May tinh bd tai 1a mét cong cu hé trg dic Iuc
cho ta khi phai thuc hién cac tinh toan nay.

D43i véi may tinh CASIO fx-500 MS céach dung nhu sau':
1) Dé tinh n* ta 1an Iuot &n

n[A]k[=]

L)
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Vidu 1. Tinh 4'°. Ta Ian luot 4n

4[] 10[=]
Trén man hinh hién két qua 1048576.
2) Bé tinh n! ta 1an lugt &n

n[SHIFT] [x!]

Vi du 2. Tinh 8!. Ta lan lugt &n

8 BHIFT] [x1] [=]

Trén man hinh hién két qua 40320.
3) D& tinh AX talan luot &n

n k[=]
Vi du 3. Tinh Ajs. Talan lugt an

15 3[=]
Trén man hinh hién két qua 2730.

4) D& tinh CX talan lugt 8n

n[nCh k[=]
Vidu 4. Tinh C,. Ta I4n luct 4n
14 Gl 7[=]

Trén man hinh hién két qua 3432.
Vi du 5. Tinh hé s6 ca x° trong khai trién (x —2)!°.
Hé s6 d6 1a-C192!%. Mudn tinh s& nay ta I14n Iugt &n

19 pCd 10[x]2 [} 10[=]
Trén man hinh hién két qua 94 595 072.

Vi duy 6. Chon ngéu nhién 5 quan bai. Tinh xac suét dé trong 5 quan bai d6 ta c6 mot
bd. (Xem vi du 6. §4).
, v s 624 _ , .. . - .
Xacsuatdola P= — bé tinh s6 nay ta lan lugt an
Cs, |
624 [+] 52 pcd 5[=]

Trén man hinh hién két qua 0,000240096. Vay P ~ 0,00024.



38.

39.

40.

41.

42.

Luyén tap

C6 hai hom dung thé, mbi hom dung 12 thé danh s6 tir 1 dén 12. Tir m6i hdom
it ngdu nhién mot thé. Tinh x4c suat dé€ trong hai thé rit ra c6 it nhat mot thé
danh s6 12.

Cho hai bién ¢6 A va B véi P(A) = 0,3 ; P(B) = 0,4 va P(AB) = 0,2. Hoi hai bién
cOAvaBco

a) Xung khéc hay khong ?

b) Doc 1ap v6i nhau hay khong ?

Trong mot trd choi dién tir, x4c suat dé An théng trong mot tran 13 0,4 (khong
c6 hoa). Hoi An phai choi t6i thiéu bao nhiéu tran dé xac sudt An thing it
nhat mot tran trong loat choi d6 16n hon 0,95 ?

Gieo hai con stic sic can d6i mot cach doc 1ap. Tinh x4c sudt dé téng s6 chdm
trén mat xuat hién cta hai con stic sic béing 8. ,
Gieo ba con stic sic can d6i mot cach doc lap. Tinh x4c sudt dé téng s6 chdm
trén mat xudt hién cua ba con siic sic bang 9.

Sl
XAC SUATVA SO TT

1. Bing mét chiéc kim ta cé thé tinh gan diang sé «

Trén mat phdng ta k& cac dudng thing song song cach déu
nhau mét khodng cach d. LAy mét chiéc kim cd chiéu dai la

g. Tung chiéc kim d6 mét cach ngau nhién 1én mat phang,

nha toan hoc Phap Buyp-phéng (Buffon) da chi ra rang xac

suat dé chiéc kim cit mot trong cac dudng thdng da vé Ia
1

pP= P

Bay gid ta tung chiéc kim nay N 1an va gid st ¢ k Ian chiéc

kim cit mét trong cac dudng thdng da v&. Vi tdn sudt

f——k—~ —lnéntasu ravn~—1!-
TNTPTR y Tk

N
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Buyp-phdng da thi nghiém béng cach tung mét chiéc kim 2212 1an va thu dugc
704 14n chiéc kim cit mét trong cac dudng thang da vé. Do d6
2212 '

ﬂ:~—762-—~3142045

Sau d6, nha toan hoc Piéc-xon (Pearson) da tung mét chiéc kim nhiéu Ian hon va
tim dugc © ~ 3,1415929. N&u tang s& 1an tung chiéc kim 1én thi sé tinh gan dang s6
nt v8i d6 chinh xac cao hon.

2. Mt tinh hudng khéc ¢6 xuat hién sé nt

Néu ta chon ngau nhién hai s6 thifc x va y trong khoang (0 ; 1) thi c6 thé chimg minh
dugc réing xac suét dé ba sé x, y va 1 1a dé dai ba canh cia mét tam giac nhon béng
%—E. Ban hay mdi nhidu ngudi (cang nhidu cang t&t) va yéu cdu mdi ngudi chon
I8y hai s8 duong trong khoang (0 ; 1); Sau d6, ban yéu cau mdi ngudi kim tra xem
hai s@ d6 va s8 1 c6 Ia do dai ba canh cla tam giac nhon khéng. Gia slf cb n ngudi
n6i "co" va m ngudi n6i "khdng". Vi tan sudt fxap xi x&c suat nén

4-m _. ., n 4m
f_n+m 4 ~4(1“n+m)_n+m
Ban khdng tin hay th{r thi nghiém xem sao !
BIEN NGAU NHIEN ROI RAC

‘Khai niém bién ngau nhién roi rac

Vi du 1. Gieo dong xu 5 14n lién ti€p. Ki hiéu X 12 s6 14n xu4t hién mit ngira.

Dai lugng X c6 cdc dic diém sau :

— Gi4 tri cia X 1a mét s6 thuoc tap {0, 1, 2, 3,4, 5} ;

— Gid tri ctia X1a ngéu nhién, khong doén trude duge.

Ta n6i X1a mot bién ngdu nhién roi rac.

Mot cach khéi quat :
Pai lugng X dugc goi 1a mot bién ngiu nhién roi rac néu né
nhan gi4 tri bing s6 thuéc mot tap hiru han nao dé va gla tri dy 1a
ngau nhién, khong du dodn truée duoc.

L)



2. Phan bo xdc sudt ciia bién ngau nhién roi rac
Gia sir X 1a mot bién ngdu nhién rdi rac nhan céc gid tri { x;, xp, ..., x, }. D&
hiéu rd hon vé X, ta thudng quan tam dén xac sudt dé X nhan gia tri x, tic 1a

cicsO PX=x, )= p, v6ik=1,2, .., n

Céc thong tin vé X nhu vay duqcb trinh bay duéi dang bang sau day :

X xl x2 aee xn

P h ' D Pn

Bing 1

Bang 1 duoc goi 12 bang phan bé xac suét cua bién ngiu nhién roi rac X.
Ngudi ta chiing minh duoc ring trong bang 1, tdng cdc s6 & dong tht hai bing
p1+p2+...+pn=1. '

Vi du 2. S6 vu vi pham luat giao théng trén doan dudng A vao t6i thir bay

hang tuidn la mot bién ngiu nhién r&i rac X. Gia st X c6 bang phan b6 x4c suat
nhu sau :

X 0 -1 2 3 4 5

P 01 02 0,3 02 | 01 0.1

Bdng 2

Nho bang 2 ta biét dugc ching han x4c sudt dé t6i thit by trén doan dudong A
khong c6 vu vi pham luat giao théng nio 1a 0,1 va x4c sudt dé xay ra nhiéu
nhat mot vy vi pham luét giao thong 1a 0,1 + 0,2 =0,3.

Ej Tinh xéac suét dé téi thir bay trén doan dudng A :
a) C6 hai vy vi pham luat giao théng ;
b) C6 nhiéu hon ba vy vi pham lugt giao théng.

Vi du 3. M6t tiii dung 6 vién bi dé va 4 vién bi xanh. Chon ngéu nhién 3 vién
bi. Goi X 12 s6 vién bi xanh trong 3 vién bi duoc chon ra. RS rang X 12 bién
ngiu nhién roi rac nhan gia tri trong tap {0, 1, 2, 3}.
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3.

Dé 1ap bang phan b6 xdc suat ctia X ta phai tinh cdc xdc sudt P(X = 0), P(X= 1),
P(X=2) va P(X=3).
S6 trudmg hop c6 thé 1a Cf; = 120.

Ta ¢6 P(X = 0) 1a x4c sudt chon dugc ca 3 vién bi'dd. S6 cdch chon 3 vién bi

do1a C =20.VayP(X=0)=T22%=%.

Ta c6 P(X = 1) 1a xac suat dé chon duoc 1 vién bi xanh va 2 vién bi do. Ta c6

CL =4 cach chon 1 vién bi xanh v C; = 15 c4ch chon 2 vién bi d6. Theo

quy tic nhan, ta c6 4.15 = 60 cach chon 1 vién bi xanh va 2 vién bi do. Véfly
60 1

PE=D=1"73" _ , -

@ Hay tinh P(X = 2) va P(X = 3) r6i I4p bdng phan b6 xac suét cia X.
Ki vong

DINH NGHIA

Cho X la bién nglu nhién roi rac véi tap gid tri la
{ X, X5, ..., x,, }. Ki vong clia X, ki hi¢u 1a E(X), 1a mot s6 dugc
tinh theo cong thitc

n
B(X) = Xy + %Py + 0+ 5,5y = 2 5iPi
i=l -

§d6 p, =P(X = x;),(i=1,2, .., n).

Y nghia : E(X) 12 mot s6 cho ta mot ¥ niém vé d6 16n trung binh cia X. Vi thé
ki vong E(X) con duoc goi 1a gid tri trung binh cta X.

Nhdn xét. Ki vong ciia X khong nhat thiét thudc tap cic gid tri cua X.

Vi du 4. Goi X 1a s6 vu vi pham luat giab_ thong trong dém thit bay & doan
duong A néi trong vi du 2. Tinh E(X).

Gidi

, TacéE(X)=0.0,1+1.0,2+2.0,3+3.0,2+4.0,14-5.0,l=2,3.
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4.

(Nhu vay & doan dudong A mdi t6i thit bay c6 trung binh 2,3 vu vi pham luat
giao thong). O

Phuong sai va do léch chuan -
a) Phuong sai
DINH NGHIA
Cho X1a bién ngiu nhién roi rac v6i tap gid tri 1a {x;, x,, ..., X, }.
- Phuong sai clia X, ki hiéu 13 V(X), 1a mot s6 dugc tinh theo cong thitc
V(X) = (4 — @)+ (e — ) py + -+ (x, = @) p,
n
= Z(x,' - ﬂ)zpi,
i=1
8d6 p, =P(X =x) (i=1,2,...n) va u=EX).

Y nghia : Phuong sai 1a mot s6 khong am. N6 cho ta mot ¥ niém vé mic do
phan t4n cic gid tri cia X xung quanh gi4 tri trung binh. Phuong sai cang 16n
thi d0 phan tdn nay cang i6n.

b) Po léch chuin

DINH NGHIA -

-Can bﬁc hai cia phuong sai, ki hiéu 1a o(X), dugc goi 1a do lech
chuén cla X, nghia 1a

o(X) = JV(X).
Vi du 5. Goi X1a s6 vu vi pham luat giao thong vao t6i thit bay noéi trong vi du 2.
Tinh phwong sai va d6 léch chuén ctia X.
Gidi |
Tirvidu4tacd u=E(X) =2,3. Tlr cong thitc tinh phuong sai, ta c6
V&) = (0-23)* 01+(1 —23)° 02+(2 2,3)2.0,3 + (3 —2,3) 02
+(@4-237%.0,1+(5-23)".0,1=20I.
Do léch chudn 1a o(X) = /2,01 ~ 1,418 » O

. 89



43.

44.

45.

46.

90

CHU Y
C6 thé chiing minh duoc ring

V=) x7 p, - 1. (1)

i=1

Trong thuc hanh, ta thudng ding cong thic (1) dé tinh phuong sai.

Vi du 6. Diing cong thitc (1) d€ tinh phuong sai ctia s6 vu vi pham luat giao
thong trong vi du 2, ta c6 ' ’

VX = 02.0,1 + 12.0,2 + 22.0,3 + 32.0,2 + 4%.0,1 + 52.0,1 - (2,3)* = 2,01.

Cau hoi va bai tap

Mot cudc diéu tra dugc ti€n hanh nhu sau : Chon ngiu nhién mot ban hoc sinh
trén duong va hoi xem gia dinh ban d6 c¢6 bao nhiéu ngudi. Goi X 1a s6 nguoi
trong gia dinh ban hoc sinh d6. Hoi X c6 phai 1a bién ngau nhién roi rac khong ?
Visao?

Chon ngau nhién mot gia dinh trong s6 cic gia dinh c6 ba con. Goi X1a s6 con
trai trong gia dinh d6. Hay lap bang phan bo x4c suat cla X (gia thiét ring xac
sudt sinh con trai 14 0,5).

'S8 ca cép cttu & mot bénh vién vao toi thit bay 1a mot bién ngdu nhién rdi rac X

c6 bang phan b6 xac sudt nhur sau :

X

0

1

2

3

4

5

P

0,15

0,2

03

0,2

0,1

0,05

Biét ring, néu c¢6 hon 2 ca cép citu thi phai tang cudng thém béc si tryc.

a) Tinh x4c suét dé phai tang cudng thém bdc si truc vao t6i thit bay.

b) Tinh x4c suét dé xay ra it nh4t mot ca cép cttu vao t6i thit bay.

S6 cudc dién thoai goi dén mot téng dai trong khoang thdi gian 1 phiit vio
bubi trua (tir 12 gidr dén 13 gid) 1a mot bién nglu nhién rodi rac X c6 bang phan
b6 x4c sudt sau : .



X 0o | 1 2 3 4 5
P 03 02 0,15 0,15 0,1 0,1

Tinh x4c suét dé trong khoadng thdi gian tir 12 gidr 30 phit dén 12 gid 31 phiit
¢6 nhiéu hon 2 cudc goi.

47. Tinh ki vong, phuong sai va do léch chudn ctia bién ngiu nhién réi rac X trong
bai tap 44 (tinh chinh x4c dén hang phan tram).

48. Tinh ki vong, phuong sai va d¢ léch chuén cta bién ngau nhién roi rac X trong
bai tap 45 (tinh chinh x4c dén hang phén tram).

49. Tinh ki vong, phuong sai va d6 léch chuén clia bi€n ngdu nhién roi rac X trong
bai tap 46 (tinh chinh xdc dén hang phan tram).

Bai doc thém

LIEN HE GIUA BIEN NGAU NHIEN ROI RAC
VA THONG KE

Xét du higu X vdi tap gia tri hitu han { x;, x,,..., x, }. Gia s trén mot mau diéu tra
kich thuéc N vé dau hiéu X, ta thdy c6 n; s liéucd gidatri x; (i=1,2,..., n), tlc 12

gidtri x; cotdns6 n;. TAnsudtclagiati x; la f; = ’;\’,

Khi d6 bang phan bé tan suét clia mau sé liéu trén 12
Giatri x X Xy X,
Tan sust f h h e fn

Cb thé coi ddu hiéu X néi trén I mot bién nglu nhién rdi rac vaitap gia tri { x;, x5 ..., x,, .
Gia sl phan b6 xac suét ciia X1a ‘

X xl . - X2 xn

P D 2] e Pn

Chung ta da biét rang tan sudt f; la mdt gia tri gén dung clia xac suét p,. Do d6
béng phén bé tan suét cla méu sb liéu cho ta mét "hinh énh" gén dung vé bang
phén b6 xac suédt clia X
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 Nhu vay, sé trung binh ciia
dam

50.

51.

52.
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n
Z”i Xi

Sé trung binh clia mau sé liéu 1a X =

n 1
Z x5 = 2
i=1 i=1

Vi fi= p; nenx—i prl E(X).

5u sG liéu la mét gia tri gdn dung cla ki vong cla X.

Tuong tu, phuong sai clia mau s6 liéu |1a
n
Yon =% n
2 =
s =¢—N—-——Z<x SRR f Y- = V(X)

i=1
8 d6 1 =EX).

Vay phuong sai va dé léch chudn ciia méu s6 lidu la cac gia tri gdn dung cda
phuong sai va do léch chuén cla X.

Luyén tap

Chon ngau nhién 3 dia tré tir mot nhém tré gom 6 trai va 4 gai. Goi X 12 s6 bé
géi trong s6 3 dda tré duoc chon. Lap bang phan bd xdc suét cua X.

S6 don dat hang dén trong moOt ngay & mot cong ti van tai 1a mot bién ngiu
nhién r&i rac X ¢ bang phan bg xac sudt nhu sau :

X 0 | o2 3 4 5

p 0,1 0,2 04 0,1 0,1 0,1

a) Tinh x4c sudt dé s6 don dat hang thuéc doan [1 ; 4].
b) Tinh xdc suét dé c6 it nhdt 4 don dat hang dén cong ti d6 trong mot ngay.
c¢) Tinh s6 don dat hang trung binh dén cong ti d6 trong mot ngay.

Cho bién ngiu nhién roi rac X c6 bang phan bs x4c sudt nhu sau :
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P 001 (005| 01 |0,14|0,18 [ 0,25 | 0,15 | 0,07 | 0,04 | 0,01
a) Tinh P2 < X< 7).
b) Tinh P(X > 5).



53. Cho bién ngau nhién roi rac X c6 bang phan b6 x4c sudt nhu sau :

X 0 1 2 3

po| L |52 3

28 | 56 | 56 | 14

Tinh E(X), V(X) va o(X) (tinh chinh x4c dén hang phan nghin).
54. Cho bién ngau nhién r&i rac X c6 bang phan bé xdc sudt nhu sau :

X 15 18 | 21 | 24

R ANt

14 | 56 | 56 | 28

Tinh E(X), V(X) va o(X) (tinh chinh x4c dén hang phan nghin).

Cau hoi va bai tap on tap chuong Il
a df) dh G g

55. Tircac chirs6 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ¢6 thé 1ap duge bao nhiéu s6 chin c6 ba chit s6
(khong nhat thiét khac nhau) ?

56. Tir céc chits6 1,2, 3,4, 5 c6 thé 1ap nén bao nhiéu s6 chin c6 ba chit s6 khac nhau ?
57. Xét so d6 mang dién (h. 2.4) c6 9 cong tac, trong d6 mdi cong tic co hai trang
. thai déng va ma.
a) Hoi mang dién c6 thé c6 bao nhiéu cich déng - mé& 9 cong tic trén ?
b) Hoi mang dién c6 bao nhiéu cdch dong - m& 9 cong tac trén dé thong mach
tir A dén B (titc 12 ¢6 dong dién di tir A dén B) ?

/
/
A /s 4 B
- ____* | / .
/ / |
. /
/

Hinh 2.4

58. Trong khong gian cho tap hop gém 9 diém trong d6 khong c6 4 di€ém nao
dong phéng. Hoi c6 thé lﬁp dugc bao nhiéu tt dién véi cac dinh thudc tap hop
dacho?
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59.

60.
61.

62.

63.

64.

66.

67.
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Mot cau lac bo c6 25 thanh vién.

"a) C6 bao nhiéu céch chon 4 thanh vién vao Uy ban Thudng truc ?

b) C6 bao nhiéu c4ch chon Chil tich, Phé Chi tich va Thi qu§ ?

Tim hé s6 cha x%y° trong khai trién clia(3x + 2y)!”

Chon ngéu nhién mot s6 tu nhién bé hon 1000. Tinh x4c sudt dé s6 d6 :

a) Chia hét cho 3 ;

b) Chia hét cho 5. ,

Chon ngéu nhién 5 quan bai trong cb bai td lo kho gém 52 quan bai. Tinh x4c
sudt dé trong 5 quan bai ndy c6 quan 2 ro, quan 3 pich, quan 6 co, quan 10
nhép va quan K co.

Chon ngéu nhién 5 quan bai trong cb bai ti lo kho gém 52 quan bai. Tinh x4c
suét dé trong 5 quan bai nay c¢6 it nhat mot quén 4t (tinh chinh x4c dén hang
phén nghin).

C6 hai hom, méi hom chita 5 t4&m thé dédnh s6 tir 1 dén 5. Rit ngdu nhién tir
m6i hdom mot tdm thé. Tinh x4c suét dé tdng cdc s6 ghi trén hai tdm thé it ra

~ khéng nhé hon 3.
6S.

C6 ba hom, mbi hom chita 5 tdm thé danh s6 tir 1 dén 5. Riit ngau nhién tir
m&i hom moét tdm thé. Tinh x4c suat dé :

a) T6ng céc s6 ghi trén ba t4m thé rit ra khéng nhd hon 4 ¢

b) Téng c4c s ghi trén ba tdm thé rit ra bing 6.

S6 16i ddnh may trén mot trang sach 12 mot bién ngiu nhién réi rac X c6 bang
phén b6 x4c sudt nhu sau :

X 0 1 2 3 4 5

p 0,01 0,09 03 03 0,2 0.1

Tinh x4c suét dé :

a) Trén trang séch c¢6 nhiéu nhat 4 16i ;

b) Trén trang sdch c6 it nhat 2 16i.

C6 hai tdi : tdi thit nhat chia ba tdm thé danh s6 1, 2, 3 va tdi thit hai chira bon
tdm thé danh s6 4, 5, 6, 8. Riit ngdu nhién tir mbi tdi mot tdm thé réi cong hai
s0 ghi trén hai tdm thé véi nhau. Goi X 1a s6 thu dugc.

a) Lap bang phan b6 xéc sudt cha X.

b) Tinh E(X).



68.

69.

70.

Mot nhém c6 7 nguoi, trong dé gédm 4 nam va 3 nit. Chon ngiu nhién 3 ngudi.
Goi X1a s6 nif trong 3 ngudi dugc chon.

a) Lap bang phan b6 x4c sudt cia X.
b) Tinh E(X) va V(X) (tinh chinh x4c dén hang phén tram).

Bai tap tric nghiém khach quan

Trong cdc bai tix 69 dén 73, hdy chon két cjua’ diing trong cdc két qud da cho.
Trong céc s6 nguyén tit 100 d&€n 999, s6 céc s6 ma céc chit s6 clia né ting dan
hodc giam ddn (ké tir trdi sang phai) bing |

(A) 120; (B) 168 ; ' (©) 204, (D) 216.

Mot doi xay dung gém 10 cong nhan, 3 ki su. D€ 14p mot t6 cong tdc, cdn
chon mét ki su 1am té trudng, mot cong nhan 1am t6 phé va 5 cong nhan 1am
t6 vien. Hoi c6 bao nhiéu céch chon ?

(A) 3780 ; (B) 3680 ; - (©)3760; (D) 3520.

71. Véi céc chit s6 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ¢6 thé 1ap dugc bao nhiéu s6 chin gém 5 chit

s6 doi mot khic nhau (chit s6 ddu tién phai khic 0)?
(A) 1250; (B) 1260 ; (C) 1280; (D) 1270.

72. He s6 ctia x° sau khi khai trién va riit gon da thic

73.

A+x° +A+ 00+ + Q1+ 0"
Ia o
(A) 3001; (B) 3003 ; (© 3010; (D) 2901.
Hai xa tha doc 14p vé6i nhau cling bin vao mot tdm bia. M6i ngudi ban mot
vién. X4c sudt bén triing clia xa thl thi¥ nhit 14 0,7 ; clia xa thu thit hai 12 0,8.
Goi X 12 s6 vién dan trdng bia. Tinh ki vong ctia X.

A) 1,755 B 1,5; (O 1,54 D) Le.
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DAY SA.
CAP 53 CONG VA CAP S0 NHAN

Chuong

c

a

I

c

0O

wn

a

T

0

a

> -

Q .

5. Chuong nay giéi thiéu mot loai ham s§ méi - Day s6, va
C ddng thoi gitp hoc sinh tim hiéu mét s6 vén dé don gian
8 xung quanh hai loai day s6 déc biét - Cap s6 cdng va
q cép s6 nhan. Cing trong chuong nay, chung ta sé lam
T quen voi mot phuong phép ching minh méi - Phuong
U' phép quy nap toan hoc.

|  Hivong rang, viéc van dung kién thic trong chuong dé
0 gidi quyét cac bai toan dugc dét ra & cac mén hoc cling
EE nhu trong thuc té cudc song sé mang lai nhiéu diéu bé
m) ich va li thu.
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S 1 _ PHUONG PHAP QUY NAP TOAN HOC

1. Phuong phap quy nap toan hoc
Trong nhiéu Iinh vyc khdc nhau cha todn hoc (s6 hoc, dai s6, hinh hoc,
giai tich, ...), ta thudng gap nhiing bai todn véi yéu cdu chimg minh ménh dé
chifa bi€n A(r) 12 mot ménh dé€ ding v6i moi gid tri nguyén duong ctia bién n.
Xét bai todn : Chitng minh rdng véi moi s6 nguyén duong n, ta luén cé

n(n+Dn+2)

1.2423+...+n(n+1) = 3

(1

[H1] &) Hay kiém tra déng thire (1) khin = 1.
b) Em c6 thé kiém tra ddng thire (1) voi moi gia tri nguyén duong ciia n hay khéng ?

Nhan th4y, ta c6 thé chimg minh dugc khing dinh sau :

"V6i k 1a mot s6 nguyén duofng tuy ¥, néu (1) da ding kh1 n = k thi n6 ciing
dingkhin=k+1."
bieu d6 c6 nghia 1a : "Néu ta di c6

k(k + D(k + 2)
3

1.2+23+..+k(k+1) = 2

thi ta cling s& c6

12423+t k(k+ 1)+ (k+ Dk +2) = KFDE ;’ 2+ 3)",
That vay, theo (2) ta c6 |
124234kt D)+ (k+ Dk+2) = XK *2“‘*2) G kD)
| _ e+ Dk +2)(k+3)

3

Nho viéc kiém nghiém (1) ding khi n = 1 va két qua vira chu‘ng mmh trén, ta
¢6 thé suy ra (1) diing véi moi gid tri nguyén duong cta n.

7A DSEGT - 1Y L) 97



98

That vay, vi (1) ding khi n = 1 nén theo két qua vira chiing minh trén, n

~cling ding khi » = 1 + 1 = 2. Tuong tu nhu thé, vi ding khi n = 2 nén né

s€ diing khi n =2 + 1 = 3 ; va do d3 ding khi n = 3 nén n6 phai ding khi
n=3+1=4; ... . Ti€p tuc qué trinh suy luan do, ta di dén két luan (1) ding
vOi moi gid tri nguyén duong cla n. Bai todn duge giai quyét.
Mot cach khai quat :
Dé ching minh ménh dé chita bién A(n) 12 mot ménh dé ding véi moi gid tri
nguyén duong clia n, ta thyc hién hai buéc sau :
e Buéc 1 (buoc co sd, hay buoc khdi dau) Chimg minh A(n) 12 mét ménh dé
dingkhin=1. :
e Buéc 2 (budc quy nap, hay buoc "di truyén”). V6i k 1a mot s6 nguyén duong
tuy §, xudt phat tir gia thiét A(n) 12 mot ménh dé€ ding khi n = k, ching minh
A(n) cling 12 mot ménh dé diing khin=4% + 1.
Nguoi ta goi phuong phap chimg minh vira néu trén la phuong phdp quy nap
todn hoc (hay cdn goi tit 13 phuong phdp quy nap). Gia thi€t dugc néi t6i &
budc 2 goi la gid thiét quy nap.
Mot s6 vi du 4p dung
Vi du 1. Ching minh ring v6i moi s6 nguyén duong n, ta ludn cé
| 2 2 |
13+23+...+n3=#- 3)
Gidi
Ta s& giai bai todn bang phuong phép quy nap.
eVéin=1,tacod
2 2
Pois "+
4
Nhu vay, (3) ding khin = 1.
¢ Gia sir (3) diing khi n =k, k € N*, titc 1a
| 3 K2k + 1)
= —0
ta s€ chimng minh nd cling ding khi n =k + 1, tiic 1a
(k + 1) (k + 2)
4

13+23+...+k

P+23+. +k +(k+1)°

- . 7B BS&GT - 11



That vay, tir gia thiét quy nap, ta c6

k% (k + 1)
4
k+1? 5 (k+1)°(k +2)*

P+ s+ B +Gk+1)’ = + (k+1)°

(K +4k+4) =
4 ( ) 4
Viy (3) ding véi moi s6 nguyén duong n.
IEE[ Chimg minh réng v8i moi s6 nguyén du0ng n, ta luén cé
1+3+5+...+@2n-1) = %
“ IE:B_I Chumng minh rdng v8i moi s6 nguyén duong n, ta ludn cé

n(4n? -1 .

’+3%+..+2n-1)7 = 3

CHUY

Trong thyc t€, ta con gap cdc bai todn v6i yéu céu chimg minh
ménh dé chia bién A(n) 12 mét ménh dé ding v6i moi gid tri
nguyén duong n 2 p, trong d6 p 1a moét s6 nguyén duong cho trudc.
Trong truong hop nay, dé giai quyét bai todn dat ra bing phwong
phédp quy nap, & bude 1 ta cdn ching minh A(n) 1a ménh dé ding
khi n = p va & buéc 2, cin xét gia thiét quy nap véi  1a s6 nguyén

duong tuy ¥ 16n hon hoac bing p.

Vi du 2. Chiing minh ring v6i moi s6 nguyén duong n > 3, ta luén c6

2" > 2n+1.

Gidi

Ta s& gidi bai todn biang phuong phap quy nap.

eV4in=3,tacd

2"=2"=8 va 2n+1=23+1=7.

R& rang 8 > 7, va do d6 (4) ding khin = 3.

o Gia st (4) dﬁngkhin=k,k € N*va k>3, tac la
2> 2% +1,

ta s€ ching minh né ciing ding khi n =k + 1, titc 12
2% S 2+ 1)+ 1.

L)
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That vay, tir gia thiét quy nap, ta c6 _
2 =228 > 202k + 1) = 4k+2 > 2k 43 = 2k + 1)+ 1.
Vay (4) ding v6i moi s6 nguyén duong n > 3. O

Cau hoi va bai tap

Ching minh ring véi moi.s6 nguyén duong 7, ta luon c6 déng thic sau :
nn+1)
2 ,
Chitng minh réng véi moi s6 nguyén duong n, ta luén c6 ding thic :
2n(n + DR2n +1) _
3
Chitng minh ring v6i moi s6 nguyén duong n, ta ludn c6 bét ding thifc :

142434+ ...4n =

22 +4% 4.+ (2n)2 =

1+—1-—+...+-1—-<2\/;z-.

V2 Jn

Chimg minh ring v6i moi s6 nguyén n > 2, ta lu6n c6 déng thitc sau :

43 -3)- 5

Cho 7 12 mot s6 nguyén 16n hon 1. Hay ching minh bét déng thic sau :

L + 1 + +—1—>£-
n+1 n+2 2n 24

V6i mbi s6 nguyen duong n, dat u, = 7.2*"~ % + 3" 1. Chiing minh ring v6i
moi s6 nguyén duong #, ta ludn c6 u,, chia hét cho 5.
Cho s6 thyc x > — 1. Chiing minh ring

(1+x)" 2 1+nx

v6i moi s6 hguyén,du’cfng n.

Mot hoc sinh chiing minh ménh dé "Véi & 1a mdt s6 nguyén duong tuy §, né€u
8%+ 1 chia hét cho 7 thi 8% !+ 1 ciing chia hét cho 7" nhu sau :



Tacé: 8*'+1= 8(8 + 1) — 7. Tir day va gia thiét "8 + 1 chia hét cho 7",
hién nhién suy ra 8** !+ 1 chia hét cho 7.

Hoi tlr chiing minh trén, ban hoc sinh d6 cé thé két luan duge "8" + 1 chia‘hét
cho 7 v6i moi n € N*" hay khong ? Vi sao ?

v 2

1. Dinh nghia va vi du

DAY SO

3 cac lo’p dudi, qua viéc giai bai tap, ta da 1am quen v6i khdi niém day s6. Khi
do, néi téi day sO ta hiéu d6 13 két qua thu dugc khi viét lién ti€p cdc s6 theo
mot quy tic nao d6. Chang han, khi viét lién tiép cic luy thira v6i s6 mil tu

1
nhién cua ~5 theo thit ty ting dan cua s6 mil, ta dugc ddy s6 :

-1 0 -1 1 -1 2 -1 3oy -1 5 ' .

2 > 2 b 2 . ’ 2 k ? 2 ’ 2 y e
Vé6i méi s6 nguyén duong n, ki hiéu u,, 12 s6 nim & vi trf thit n (k€ tir trdi qua
phai) cia diy s6 (1) tacod

1 n—;l
u, = ("'-2—) .
Diéu d6 cho thdy day s6 (1) thé hién mot quy tic ma nhd né, tng véi mbi s6
nguyén duong n, ta xdc dinh dugc duy nhat-mot s6 thuc u,. Vi thé, ta c6 thé
coi day s6 (1) 1a mot ham s6 xéac dinh trén tap hop céc s6 nguyén duong,
DINH NGHIA 1

Mot ham s6 u xdc dinh trén tap hgp cdc s6 nguyén duong N*
dugc goi 1a mot day sé vé han (hay con goi tit 1a day s6).

Mai gid tri clia ham s6 u dugc goi 12 mot s6 hang cha ddy s6 ; u(1) dudc goila
56 hang thit nhdt (hay so"hang ddu) ; u(2) dugc goi 1a s6 hang thir hai ; ..

. | 101
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Ngui ta thudng ki hiéu cc gid tri u(1), u(2), ... tuong tng béi u; , u, , ...

Vidu 1. Him s6 u(n) = - 1

— xac dinh trén tap N*, 1a mot day s6. Diy s6

ndy c6 vo s0 s6 hang :

’ u2=

N —

u1=

[H1] Hay xac dinh cac s6 hang thir9, thir99 va thir 999 cita day s6 6 vi du trén.
Ki hiéu. Ngudi ta thudng ki hiéu day s6 u = u(n) boi (u,,), va goi u, 1a sé
hang tong qudt clia day s6 d6. :
Nguoi ta cling thudng viét day s6 (u,,) duéi dang khai trién :
U, Uy oo s Up s .ee .

Y o e e L ”e 1 Lt e s oz
Chang han, c6 thé ki hiéu day s6 & vi du 1 boi (mj ; va khi viét day s6 d6
duéi dang khai trién ta duoc ‘

111
293, 49---’n+1,.-..

CHUY
Ngudi ta cling goi mot ham s6 u xé4c dinh trén tp hgp gébm m so
nguyén duong ddu tién (m tuy y thuoc N*) 1a mot day s6. Ra rang, day
s6 trong trudng hop nay chi c6 hitu han s6 hang (m s6 hang : uy, u,,
, U, ) ; Vi th€, nguoi ta con goi nbé la ddy so hitu han uy goi la s¢
hang ddu va u,, goi 1a s6 hang cudi.
Vi du 2. Him s6 u(n)=n , X4c dinhtréntaphopM ={1;2;3;4;5},lamot
ddy s6 hira han. D3y s6 nay c¢6 nam s6 hang :
|12 ]3]4]5

1_|8l27|64'125

u

n
112 56" hang ddu va 125 1 s6 hang cuéi.

Viét day s6 trén du6i dang khai trién ta duoc :
1,8, 27, 64, 125.

C e



2. Cac cach cho mot day so
Mot day s6 dugc coi 1a xdc dinh néu ta biét cach tim moi s6 hang cua diy s6
d6. Tir d6, ngudi ta thudng cho day s6 bang mot trong céc céch sau : '
Cach 1 : Cho day s6 bdi cong thitc cia s6 hang téng qudt.

3n+1 7

@ Hay tim cac s6 hang us; va us33 clia ddy s6 vifa néu trén.

Chéng han : "Cho day s6 (up) v6i u, =

Cdch 2 : Cho ddy so bdi hé thirc truy hoi (hay cdn néi : Cho ddy s6 bing
quy nap).
Vidu 3. Xét day s6 (u,) xdc dinh boi: u;=1vavéimoin=2
u,= 2u,_;+1. )
R& rang, vé6i cich cho nhu trén, ta ¢6 thé tim dugc s6 hang tuy y clia ddy s6 (uy,) :
— Do u; da biét nén dp dung (2) cho n = 2 ta tim dugc u,
uy=2u;+1=2.1+1=3;
— Vi biét u, nén ap dung (2) cho n = 3 ta tim dugc u;
u3=2uy+1=2.3+1=7; ...
Tiép tuc qua trinh trén ta s€ tim dugc s6 hang tuy y ciia day s6 (uy,).
Vidu 4. Xét ddy s6 (v,) xdcdinh bdi: vi=-1, v,=2 vavéimoin23
Vn =V + 2Vpp. 3)
Phan tich tuong ty nhu d6i véi ddy s6 («,) & vi du 3, s8 thiy : V6i cach cho
nhu trén, ta c6 thé tim dugc s6 hang tuy ¥ cia ddy s6 (v,).

[H3] véi (v,) 1a day s6 cho & vi du 4, hay tim v,

Ngudi ta néi cac diy s6 (un) va (v,) 8 vi du 3-va vi du 4 1a nhitng diy so6 dugc
cho boi hé thitc truy héi. Céc he thire (2) va (3) goi 1a hé thic truy hoi.

Cdch 3 : Dién dat bdng loi cdch
xdc dinh méi s6 hang cua ddy so.

Vi du 5. Cho day s6 (u,) véi u, la

d6 dai cha day cung AM,, trong
hinh 3.1.

Hinh 3.1
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CHUY
Mot day s6 c6 thé cho bang nhiéu cach. Chéng han, ddy s6 (u,) &
vi du 3 c6 thé cho bdi cong thitc ctia s6 hang téng quét nhur sau :

u,=2"-1, neN*
Hay tim céng thie cia s6 hang téng quat cla day s6 (u,) 6 vi du 5.
Diy s6 tang, day so giam
DINHNGHIA 2

Day s8 (u,) dugc goi la day s6 tang néu v6i moi ntacd u, < u,,;.

Dﬁy s6 (u,,) dugc goi 1a day s6 giam néu v6i moi ntacd u,>u,,,.
Vidu6
a) Day s6 (u,) v6i u, = n* 12 mot day s6 tang, vi v6i moi n ta luén c6
un=n2 < (n+ 1)2=un+1.
b) Day s6 (u,) & vi du 1 12 mot diy s& gidm, vi v6i moi n ta luén c6

u—1>1—
" n+l” n+2

Uy e1-

[Eil Héay cho mét vi du vé day s6 tang, mot vi du vé day sé gidm va mot vi du vé
day s6 khéng tang cing khéng gidm.

Day so bi chin
DINH NGHIA 3
a) Day s6 (u,) duoc goi la day sé bi chan trén néu t6n tai mot
s0 M sao cho
VneN* u, <M.
b) Day s6 (u,) dugc goi 1a day so bi chan duéi néu t6n tai mot
s6 m sao cho ,

VneN¥* u, > m.

¢) Day s6 (u,) duoc goi 13 day sé bi chan néu n6 vira bj chan trén,
vira bi chan dudi ; nghia 13, tén tai mot s6 M va mot s6 m sao cho
Vne N¥, m<u, <M.




9.

10.

Vidu7
a) Day s0 (u,) n6i téi & phén a) vi du 6 1a ddy s6 bi chan dudi, vi

VneN* u, 2 1.

Tuy nhién, day s6 d6 khong bi chin trén, vi khong ¢6 s6 M dé cho
Yne N* u < M.

n

+1

o< -l _,_ 3
n+1 n+1

. . 2 N ~ s | N 2 . 2
b) Day so6 (1,) v6i u, = i 1a day s6 bi chan, vi véi moi n € N* ta luén ¢6

Hay chon nhimg khéng dinh dung trong céc khdng dinh duci day :

a) Mbi ham s6 1a mot ddy s6.

b) Maéi day s6 1a mot ham s6.

¢) Mbi diy s6 tang 1a mot ddy s6 bi chin du6i.

d) Mbi day s6 giam 12 mot ddy s6 bi chan trén,

e) Néu (u,) 1a mot day s6 hitu han thi ton tai cdc hang s6 m va M, véim < M,

sao cho tat ca cdc s6 hang cta (u,) déu thudc doan [m ; M].

Cau hoi va hai tap
Tim 5 s6 hang d4u ciia mdi day s6 sau :
2n* -3

a) Day s6 (u,) v6i u, = - ;

b) Day s6 (u,) véi u, = sin’ % + cosznT1t ;
¢) Dy s6 (u,) v6i u,= (—=1)". \/4—" .
Tim s6 hang thit 3 va s6 hang thi 5 cia mbi ddy s6 sau :
a) Day s6 (u,) xac dinh boi :

2
u,%_] +1

uy=0 va u,= véimoi n=2;

b) Day s6 (u,) xac dinh bdi :

uy=1, upy=-2 va u,=u, 1 —2u, , véimoi n=3.
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11. Cho hinh vuéng A;B,C|D; cb A A B,
canh bing 6cm. Nguoi ta dung ‘
cic hinh vuong A,B,C,D,, B,
A3B;C3D;, ..., A,B,C,D

. o - theo
cichsau:V6imdin=23,4,.. 4

ldy cdc diém A,, B,, C, va D, ' ‘
tuong tmg trén céc canh A,_;B,_;, .
By 1Cp1:Cp 1Dy VaDy 1A, 4
saocho A, (A, =1cmvaA,B,C,D, ' :
12 mot hinh vuong (h. 3.2).: b '
2

Xét day s6 (u,) v6i u, la do6 dai
canh cta hinh vuéng A,B,C,D,.
~ o " .  Di G G
Hay cho day s6 (u,) néi trén boi Hinh 3.2
- hé thic truy héi. '
12. Cho day s6 (u,,) xac dinh bdi :

uy=1 va wu,=2u,_; +3 véimoi n22.
n+1-_3

Béng phuong phdp quy nap, ching minh ring véimoi n>1tac6é u,= 2
13. Hay xét tinh tang, gidm cua cac day s6 sau :
a) Day so (u,) v6i u, = n3-3n2+5n—7;

b) Day s6 (x,) v6i x, = n; .1 ;
c) Day s6 (a,) v6i a,= vn+1 — Jn.

Huong dén :

a) Xét hiéu u, | — u,.

re 2 e x
b) Xét ti sO L
. n+l

¢) Vi€t lai cong thic xdc dinh a,, du6i dang

1
a,= —————-
" \/n+1+\/;.,

Tiép theo, xét ti s6 In_
y+1
14. Ching minh ring day s6 (u,) vé6i
2n + 3
u, =
3n+2

l1a mot day s6 giam va bi chan.
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Bai doc thém

DAY SO PHI-BO-NA-XI

Phi-b6-na-xi (Fibonacci) (con cb tén 1 Lé-6-na-dé Pa
Pi-da (Leonarda da Pisa)) la mét nha toan hoc nédi
tiéng ngudi IHa-li-a. Trong cudn sach Li-ba A-ba-xi
(Liber Abacci - Sach vé toan dé), do 6ng viét vao
nam 1202, c6 bai toan sau : ‘

"MGt doi thé (g6m mét thd duc va mot thé cai) cur
méi thang dé dugc mot déi thd con (cling gém mot
thé duc va mét thd céi) ; mbi déi thé con, khi tron hai
thang tu6i, lai méi thang dé ra mét doi thé con, va
qua trinh sinh nd cu thé tiép dién. H3i sau mét ném
Sé co t4t cd bao nhiéu dbi thd, néu ddu nam (thang

giéng) c6 mot doi thé so sinh 2" Fibonacci (1170 - 1250)
Théng So'd‘Oi thod
1 | 9 | 1
2 | 4 1
3 ‘ 9
4 ] 3
5 S & 5
6 3 4 8
[ P ¢ b ‘ ® < % 13
8 ¢ 9 1 s L < s 3 4 21
9 b 39 b b ] b ] x>} b 34
10 94934 9 9 9 < L 404 4 9 55

T

"Gia dinh nha tho trong 10 thang"

R4 rang @ thang giéng, cting nhu & thang 2, chi c6 mét doi thd. Sang thang 3, di thd
nay sé& dé ra mét doi thd con, vi thé & thang nay sé ¢ 2 dbi thd. Sang thang 4, vi van
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chi c6 d6i thé ban ddu sinh con nén & thang nay sé c6 3 dbi thd. Sang théng 5, do ¢6
hai d6i thd (d6i thé ban dau va dai thé dugce sinh ra & thang 3) cling sinh con nén &
thang nay sé c63 +2=5d6ithd ;

‘M6t cach khai quat, néu véi mdi s8 nguyén duong n, ki hidu F, 1a s6 déi thd cé &

thang th( n, thivGin > 3 ta cb
F,=F,_, + S6 dbi thé dugc sinh ra & thang th( ».

Do cac dbi thé dugc sinh ra & thang thit n — 1 chua thé d& con & thang th(t n, va &
thang nay mdi d6i thd c6 & thang tht n — 2 s& dé ra mét doi tho con nén s§ déi thd
dugc sinh ra & thang th(r » chinh bang F,_,.

Nhu vy, viéc giai quyét bai todn ndi trén clia Phi-bé-na-xi dan ta téi viéc khdo sat
day s8 (F,), xac dinh bdi

F=1,F =1vaF,=F,_ +F,_, véimoinz3.

Day s6 trén sau nay dugc nha toan hoc Phap E. Lu-ca (Edouard Lucas 1842 — 1891)
goi 1a ddy sé Phi-b6-na-xi. Cac s6 hang clia ddy s6 Phi-bé-na-xi dudc goi la. cac sé
Phi-b6-na-xi. |

Béng phuong phap quy nap toan hoc, ngusi ta da chimg minh dugc riing

1 .
F,=—(@" - p"" véimoinz1,
"5
trong d6 o la nghiém duong va ,Blé nghiém am clia phuong trinh KP-x-1=0.
Déy s& Phi-bo-na-xi c6 rat nhiéu tinh chat dep, chang han :
1) F2 =F, F . +(=1""" véimoin22:

2) f +F3 +F5+...+F2,,_-1 =F,, véimoine N*;
3) F2+F?,=F,,, véimoineN*;

: Day s6 Phi-bd-na-xi c6 lién quan mat thiét vdi nhiéu van dé cla toan hoc (s6 nguyén

108

t6 trong dady s6 Phi-bé-na-xi, s§ vang, hinh chit nhat vang, s6 =, ...), vat li hoc, ... .
Céc s6 Phi-bd-na-xi c6 nhiéu lién quan véi ty nhién va nghé thuat (héi hoa, am
nhac, ...) ; ching xudt hién & nhiéu noi trong thién nhién. Chang han, hau hét cac
béng hoa cé s8 canh hoa la mét trong cac s6 Fy, Fs, Fg, F7, Fg, Fy, g, F{; © hoa

loa kén ¢ 3 canh, hoa mao ludng vang cé 5 canh, hoa phi yén co 8 canh, hoa clc
van tho ¢é 13 céanh, hoa .clc tdy c6 21 canh, hoa clc thudng c6 34, 55 hosc
89 canh, ....



15.

16.

17.

18.

S

4

1.

Luyén tap

Cho day s6 (u,) xac dinh boi
uy=3 va u,, 1= u,+5 véimoi n > 1.
a) Hay tinh u,, u4 va ug.
b) Ching minh rang u, = Sn—2véimoi n > 1.
Cho day s6 (#,) x4c dinh boi
uy=1 va u,, 1= u,+(n+1)2" véimoi n>1.

a) Chimng minh réng (u,,) 12 mot day s6 tang.
b) Ching minh ring

u,= 1+(n-1.2"
véimoi n>1.
Cho day s6 (u,) xac dinh boi

up=1 va u, = — véimoi n 1.
u, +1

Ching minh rang (u,) 1a mot ddy s6 khong doi (ddy s6 c6 tét ca cc s6 hang

déu bang nhau).
Cho ddy s6 (s,) V6i s, = sin (4n = 1)% :
a) Ching minh ring s, = s,,3v6imoi n > 1.

b) Hay tinh téng 15 s6 hang ddu tién clia diy s6 di cho.

CAP sO CONG

Dinh nghia
Quan st ddy c4c s6 ty nhién
0,1, 2,....,n,n+1, ..

ta thdy cdc s6 hang clia n6 ¢6 mot méi lién hé dic biét : K€ tir s6 hang thi hai,

mbi s6 hang bing téng cla s6 hang ding ngay truéc né va 1.

(L]



Ta con gap nhiéu ddy s6 khéc ciing c6 tinh chét twong tu nhu diy s6 trén trong
céc linh vyc khic nhau clia khoa hoc, ki thuat, cling nhu trong thuc t€ cudc
sOng. Ngudi ta goi cdc ddy s6 nhu vy 1a nhitng c4p s6 cong.

DINH NGHIA

Cap so cong 1a mot day s (hitu han hay v6 han) ma trong d6,
ké tir s6 hang thit hai, mbi s6 hang déu béng tdng clia s6 hang
ding ngay truéc né va mot s6 d khong déi, nghia 14

(u,)lacidpsdcong<>Vn22, u,= u,_+d.

S6 d dugc goi 1a cong sai cua cdp s6 cong.

Vidul
a) Dy céc s@ tu nhién 1é
1,3,5,...,2n—-1, ..

12 mot cdp s6 cOng vdi cOng sai d = 2.
b)Days6 -3,1,5,9,13,17,21, 25 1amot cdp s6 cong véicongsaid=4. 0O

[E Trong céc déy s6 sau, ddy s6 nao la cap s6 céng ? Vi sao ?
a -5,-2,1,4,7,10.
b) 35;5; 6,5;9;10,5;12.

Tinh chat

Ta c6 dinh 1i sau :

DINH Li 1

Néu (u,) 1a mot cap s6 cong thi ké tir s6 hang thtt hai, méi s6
hang (trir s6 hang cudi d6i vé6i cap s6 cong hitu han) déu 1a
trung binh cng cta hai s6 hang dimg ké né trong day, titc 1a

_ W Uy

uk 5

Chitng minh

Goi d 1a cong sai clia cdp s6 cong (u,). V6imoi k > 2 tacd
Upp) = U+ d,
U1 = U ~d.
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Tir hai ddng thic trén ta duoc
Up_q + U1 = 2uk - véi mOl k>2.
Tu d6 suy ra diéu cin chimg minh. O

@ Cho c¢ép s6 cong (u,) c6 u; = -1 va uz =3. Hay tim u, va u,.

3. S6 hang tong quat

Dé thdy, ta c6 thé tim dugc s6 hang tuSr ¥ cua mot cdp s6 cong khi biét so

hang d4u u, va cong sai d clia né. Ching han, dé tim uy, ta c6 thé 1am nhu sau
Uy = u3+a'= u2+2d =u1+3d.

Mot cich khai quat, ta c6

DINH Li 2

Néu mot cép s6 cong c6 s6 hang ddu u, va cong sai d thi s6
hang tdng quat u, cla né dugc x4c dinh theo cong thic sau :
u, = up+((n-1)d.

Chitng minh
Ta chimg minh bing phuong phdp quy nap. Céng thitc diing khi # = 1, vi
w =u +0d. Gia skt cong thic ding khi n = k, (keN*) tic 1a
w, =u + (k—1d.Khidétacé |

Uppy =W +d =[u + (k= 1Dd]+d =u + kd.

Vay cong thiic cling ding khi n = k + 1. Tr d6 suy ra dié€u can ching minh. O

@ Cho cép s6 cong (u,) c6 u, = 13 va cong sai
d = —3. Hay tinh us,.

Vi du 2. Cho mot ho cdc dudng tron dong tam -
O ;7). 071y, ..., (O, .. madiy s6 (r,)
1a mot cdp s6 cong c6 s6 hang ddu biang 3 va
cong sai bang 3.

Goi u; 12 dién tich hinh tron (O ; r{) va v6i mbi
s6 nguyén n > 2, goi u, 1a dién tich cla hinh
vanh khan tao boéi dudng tron (O ; r,_;) va
duong tron (O ; r,).
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- Ching minh rang (u,,) 12 mot cdp s6 cong. Hay x4c dinh cong sai va s6 hang

4.

112

téng quat cha cdp s6 cong d6.
Gidi
bat ry=0.Khi d6, vé6i mdi n> 1, tacod
Uy = Tty = Fp)= Ty = Fye )P+ Ty) = 300+ 7).
Suy ra ' ‘
Upoy = Uy =3y + 7 = Fy= 1)) = 3m(3+3) = 187 (véi moi n > 1).
Do d6 (u,) 1a mot cdp s6 cOng véi cong sai d = 18x, va s6 hang ddu
U= m. rl2 = 9r.
Tir 6, theo dinh i 2, ta dugc
=9 + (n—-1).187 = 92n - Dr (véimoin > 1). O

Tdéng n s6 hang diu tién ciia mét cap sé cong

Gia sir c6 cdp s6 cong (u,) v6i cong sai d. Xét n s6 hang ddu tién cia cép s6
cong do, ta c6 thé biéu dién méi lién hé gitta chiing nhu sau : ‘

+d +d. +d
ZIONST N TN
q [ | h | oo | [
u, l Uy, , ) ’ ‘ Uy 1 il
N T T N
—d —-d —d

Quan sit bang trén c6 thé thay téng clia hai s6 nim trong ciing mot cot bat ki
luon béng téng clia u; va u,. Nhan xét d6 din ta dén

DINH L{ 3

Gia sir (u,,) 1a mot cap s6 cong. V6i mbi s6 nguyén duong n, goi
Sy 12 tdng n s6 hang ddu tien chané (S, = uy + uy + ... + u,).
Khi d6, ta c6

(uy +u,)n
Sn=1_2n____.




Vi du 3. Mot cong ti trach nhiém hu’u han thyc hién viéc tra luorng cho céc
ki su theo phuong thitc sau :

Mic luong cta quy lam viéc déu tién cho cong ti 13 4,5 trieu déng/quy, va ké
tir quy 1am viéc thit hai, mic luong s& duoc tang thém 0,3 triéu déng méi quy.

Hay tinh tdng s6 tién luong mot ki su duge nhan sau 3 nam lam viéc cho
cong ti.
Giai
V6i méi s6 nguyeén duong n, ki hiéu u, (triéu déng) 1a mic luong cha ngudi ki
su 0 quy lam viéc thit n cho cong ti. Theo gia thiét clia bai toén, ta c6
uy=45 va u,,;=u, + 0,3 véimoin>1.
Do d6, day s6 (u,) 1a mot cdp s6 cong v6i cong sai d = 0,3.
Vi méi nam c6 4 quy nén 3 nim c6 12 quy. Nhu thé, theo yéu cdu cta bai
todn ta phdi tinh tong 12 s6 hang d4u tién clia c4p s& cong (u,).
Theo dinh 1i 2, tacé : up =45+ (12-1.03 = 7.8.
Do d6, theo dinh 1i 3, ta dugc

12(45+78)

> = 73,8 (triéu dong). O

S12 -

CHUY
Tir dinh 1{ 2 va dinh If 3, dé dang suy ra

Vnxl1, §, = (24 + (’;“ hd]r

- Cho cép s6 cong (u,) co u; = -2 va cong sai d = 2. Hay tinh téng 17 sé hang
d4u tién clia cép sé dé.

@ "Em sé chon phuong an nao ?".

Khi ki hgp dong lao dong dai han véi céc ki su
duoc tuyén dung, cong ti lién doanh A dé xuat
hai phuong 4n tré lwong dé ngudi lao dong tu lua
chon ; cu thé :

-0 phuong dn 1 : Ngudi lao dong s& dugc nhan
36 triéu d6ng cho nam lam viéc ddu tién, va ké
tir ndm lam viéc thit hai, mic luong s& duoc tang
thém 3 triéu déng mbi nam.
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-0 phuong dn 2 : Ngudi lao dong s& dugc nhan 7 triéu dong cho quy lam
viéc ddu tién, va ké tir quy lam viéc thi hai, mitc luong s€ duoc tang thém
500 000 déng méi quy.

Néu em i ngudi ki hop déng lao dong véi cong ti lién doanh A thi em s€ chon
phuong 4n nao ?

Cau hoi va hai tap
g

19. Chitng minh ring mbi ddy s6 sau 1a mot cép s6 cong va hdy xéac dinh cong sai

20. Trén tia Ox 14y c4c diém A,

21.

114

clia c4p s6 cong do :
a) Day s6 (u,) v6i u,=19n - 5;

b) Day s6 (u,) v6i u, =an + b, trong d6 a va b 1a c4c hang s6.

Ay, ...y A, ... 520 cho V6i mbi
s6 nguyén duong n, OA, = n.
Trong cling mot nira mit phéng
c6 bd la duong thing chia
tia Ox, vé& cdc nira dudong tron
duong kinh OA,, n=1,2, ...

Ki hiéu , 12 dién tich cha nita
hinh tron duong kinh OA; va

Hinh 3.3

v6i mbi n > 2, ki hiéu u, 12 dién tich clia hinh gi6i han boi nlra dudng tron
dudng kinh OA,, _ , nita dudng tron dudng kinh OA,, va tia Ox (h 3.3).

Ching minh ring diy s6 (u,,) 12 mot cdp s¢ cong. Hay xdc dinh cong sai cla
cép s0 cong do.

Trong mdi cdu sau, hdy danh dau "x" vao phin két luan ma em cho la ding :

a) MOi cap s6 cong véi cong sai d > 0 1a mot day s6

[ ] Tang. [ ] Giam. D Khong tang ciing khong giam.
b) MB&i cap s6 cong v6i cong sai d < 0 1a mot dy s6.

[ ] Tang. [ ] Giam. [ ] Khong tang ciing khong giam.
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22,

23.

24,

Mot cdp s6 cong c6 nam s6 hang ma tong cla s6 hang ddu va s6 hang thit ba
bang 28, téng clia s6 hang thit ba va s6 hang cusi bing 40. Hay tim cdp s6
cOng do.

Cho cap s6 cong (u,) cb uyg = — 52 va u5; = — 145. Hay tim s6 hang téng
qudt cta cap s6 cong do.

Cho cdp s6 cong (u,) v6i cong sai d va cho cdc s6 nguyén duong m va k, véi
m 2 k. Chitng minh réng u,, = u, + (m - k)d.

- Ap dung : Hay tim cong sai d clia cdp s6 cong (u,) ma uyg — uz =75.

. Cho cap s6 cong (u,) cé u; — u3 =6va us =— 10. Hay tim cong sai va s6 hang

tong quat clia cdp s6 cong do.

. Hay chitng minh dinh 11 3.
. Cho cdp s6 cong (u,,) c6 u, + uy, = 60. Hay tinh téng 23 s6 hang dau tién cia

cdp s6 cong do.

. 36 do ba géc ctia mot tam gidc vuong lap thanh mot cdp s6 cong. Hiy tim s6

do ba goc do.

S 4 CAP 56 NHAN
Ny

1.

Dinh nghia

Xét bai todn : Mot ngdn hang quy dinh nhu sau doi vdi viéc g tién tiét kiém
theo thé thitc 6 ki han : "Khi két thiic ki han gili tién ma nguoi giri khong dén
riit tién thi toan bg sd'tién (bao gom cd von va ldi) sé duoc chuyén g tiép voi
ki han nhuw ki han ma nguoi guti da gui”.

Gid sit c6 mot nguoi gui 10 tridu dong vdi ki han 1 thdng vao ngdn hang néi
trén va gid sw ldi sudt ciia loai ki han nay la 0,4%.

a) Hoi néu 6 thdng sau, ké tir ngay giti, nguoi dé méi dén ngan hang dé riit
tién thi s6'tién rit duoc (gom cd von va 1di) la bao nhiéu ?
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b) Ciing cdu hdi nhu trén, véi gid thiét thoi diém rut tién la 1 ndm sau, ké ti
ngay gui ? ‘ ‘

V6i mbi s6 nguyén duong n, ki hiéu u, 13 s6 tién ngudi dé rit dugc (g6m ca
von va 13i) sau n thang, ké tir ngay giti. Khi do, theo gid thiét ctia bai todn ta 6 :
up=u, | +u,_ x0004 = u, [ x1004 Vn22.

Nhu vay, ta c6 ddy s6 (u,) ma ké tir s6 hang thit hai, méi s6 hang déu bing

tich cha s6 hang dimg ngay truéc né va 1,004.
Nguodi ta goi cdc ddy s6 cd tinh chat twong tu nhu day s6 (u,) ndi trén 1a
nhimg c4p s6 nhan.

DINH NGHIA

Cap s6 nhan 12 mot ddy s6 (hitu han hay v6 han) ma trong do,
ké tir s6 hang thi hai, méi s6 hang déu bing tich ctia s6 hang
ditng ngay truéc nd va mot s6 g khong ddi, nghia 13

(u,) lacdpsénhdn < Vn22, u,= u, ;.q.

S6 g duge goi 1a cong boi clia cdp s6 nhan.

Vidu1l
a) Dy s6 (u,) v6i u, = 2" 12 mot cdp s6 nhan véi s6 hang ddu u; = 2 va
cong boi g =2. A
b) Day s6 -2, 6, —18, 54, -162 1a mot cap s6 nhan véi s6 hang ddu u; = -2
va cong bdi g = ~3.

El Trong céc day sé sau, day s6 nao la c8p s8 nhan ? Vi sap ?
a 4;6;9;13,5.

b) -1,5;3;-6;-12;24;-48;96;-192.

¢ 7,0,0,0,0,0.

Vidu 2. Cho diy s0 (u,) xdc dinh boi

5

u1=5

va u,= 3u, 1—1 v6imoi n=>2.

116



2.

Chiing minh rang diy s6 (v,) xdc dinh béi

1 .
Vp = Uy = 5 véimoi n21
12 mot cdp s6 nhan. Hay cho biét s6 hang ddu va cong boi clia cép s6 nhan do,
Gidi

Tir cong thitc xdc dinh day s6 (v,) va (u,), ta ¢

1 1 1 ' .
Va= Uy = 5 = 3u, ;-1 —5 = 3(u,_, —5) = 3v,.; Vv6imoinz22.
Tir d6 suy ra day s6 (v,,) 1a mot cap s6 nhan véi s6 hang ddu
1 5 1
My =gy 72
va cong bdi g = 3. O
Tinh chat

Ta c6 dinh Ii sau :

DINH Li 1

Néu (u,) 1a mot cap s6 nhan thi ké tir s6 hang thit hai, binh
phuong ctia méi s6 hang (trir s6 hang cu6i d6i véi c4p s6 nhan
hitu han) bang tich ctia hai s6 hang ding ké né trong day, tifc 1a

5 .
We = Up—1-Ugy1-

Ching minh
Goi g 1a cong boi cia cdp s6 nhan (u,).
- Né’ﬁ g =0 thi hién nhién ta c6 diéu cin chitng minh.
~Néu g #0 thi tir dinh nghia c4p s6 nhan ta c6
= g (k22),

W, = “kq“ (k>2).

Nhan c4c v€ twong tng cia hai déng thitc trén, ta dugc diéu cAn ching minh.”
O
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[H2| Hai co hay khong mot c&p s6 nhan (u,) ma tes = —99 va uzg; = 101 ?

Vi du 3. Cho cip s6 nhan (un) v6i cong bdi g > 0. Biét u; = 1 va uy = 3, hay

tim Uy.
Gidi
Theo dinh 1i 1, ta c6

W = u |y ¥6))

U = .y ‘ )
Te(1),douy >0 (viuy=1>0vag> O), suyra u, = ./ul.wj . Tu day va (2)
tadugc _

‘ 2 2
u3 3
Uu = = = 3\/3 D
4 \/ul u3 Y 1.3

S6 hang téng quat

3.

118

Tuong tu nhu d6i v6i cap s6 cong, ta c6 thé tim duge s6 hang tuy ¥ clia mot
cdp s6 nhan khi biét s6 hang ddu va cong boi clia né.-Cu thé, ta c6 két qué sau :

PINH L 2

Néu mot cdp s6 nhan c6 s6 hang dau u; va cong boi g # 0 thi
s6 hang téng quét u, clia n6 dugc x4c dinh béi cong thitc
-1

— n
u,=u.q

Vi du 4. Trd lai bai toan dat ra & phan ddu muc 1.

Theo yéu ciu ctia bai todn ta cdn tinh ug va u;,. Do (1,) 1a mot cdp s6 nhan
v6i s6 hang ddu u; = 10" + 10”. 0,004 = 10”. 1,004 va cong boi g = 1,004 nén
theo dinh 1i 2 ta c6 » _

u, =107 1,004 .(1,004)" "' =10".(1,004)" Vn21.
Suyra: g =10".(1,004)° ~ 10242 413 (d6ng),

Uy, =107, (1,004)"* ~ 10 490 702 (déng). O



[H3] Dan s6 cta thanh ph6 A hién nay Ia 3 triéu nguoi. Biét ring ti Ié tang dan s6
h&ng nadm clia thanh phé A 14 2%. H3i dan s6 cda thanh phé A sau 2 ndm nira sé I3
bao nhiéu ?

4. Téng n s6 hang dau tién ciia mot caAp s6 nhan

Tuong tu nhu d6i véi cdp s6 cong, ngudi ta cling quan tam tdi viéc xdc dinh
tdng n s6 hang dau tién clla mot cAp s6 nhan theo s6 hang ddu va coéng boi
cta no.
Gia str ¢6 cdp s6 nhan (u,) véi cong boi g. V6i mbi s6 nguyén duong n, goi S,
12 téng n s6 hang ddu tién chanéd (S, = u; + uy + ... + u,).
Néug=1thiu,= u; v6imoin > 1. Do d6, trong truong hop nay, ta ¢

S, = nu;.

Khi g # 1 ta c6 két qua sau :

PINH LI 3
Néu (u,,) 1a mot cdp s6 nhan véi cong boi g # 1 thi S, duge tinh
theo cong thic
5, =4d-d1
: 1-¢g
Chitng minh

Ta cod

qS,= qui+qus+ ...+ qu, 1+ qu, = Uyt uz+ .t u, U,
Dods  S,—qS,= uy—t,, 1= u—ug" = w(1-q",
hay (1= @S, =u(1 - q). O
Tir d6, do g # 1, suy ra diéu c4n ching minh.

Vi du 5. Cho cp s6 nhan (1) ¢6 u; = 24 va u, = 48. Hiy tinh téng nam s6
hang d4u tién cua cédp s6 do.

Gidi ,
Goi g 12 cong boi clia cép s6 nhan (u,), ta c6
48
=222
1= 24
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- duogc "bdn" tién cho 6ng ta theo thé thic sau :

- hai, mdi ngay nha ti phd phai "mua" véi gid

Do d6, theo dinh 1 2, ta dugc : 24 = uy = u;.2% Suy ra u; = 6. Vi thé, theo
dinh 1i 3, ta duoc

6.(1-2%)
=102

= 186. | : O
® D6 vui. "Mot hao déi Idy ndm xu ?" |
Tuong truyén, vdo mot ngdy no, c6 mot nha
todn hoc dén gip mot nha ti phi vA dé nghj

Lién tuc trong 30 ngdy, mbi ngay nha todn
hoc "bdn" cho nha ti phd 10 trieu déng vé6i
gid 1 déng & ngay ddu tien va k€ tir ngay tha.

gip doi gid cla ngdy hom truéc. Khong mot
chit dn do, nha ti phi déng ¥ ngay tic thi, -
1ong thdm cdm on nha todn hoc no di mang
lai cho 6ng ta mot co hoi hét tién "nidm mo
cling khong thay". ‘
Hoi nha ti phd d3 ldi dwgc bao nhiéu trong
cudc "mua - ban" ki la nay ?

Cau hoi va bai tap

29. Trong céc day s6 duéi day, day s6 ndo la cdp s6 nhan ? Hay x4c dinh cong boi

cua c4p s6 nhan d6.

a) Diy s6 1, -2, 4, -8, 16, =32, 64 ;
b) Dy s6 (u,) v6i u,=n6"*";

¢) Diy s6 (v,) v6i v, =(~1)".3%";
d) Dy s6 (x,) v6i x,=(~4)2"* 1,

30. Trong méi cau sau, hiy d4dnh dffu "x" vao phén két luan ma em cho 1a ding :

120

a) MOi cép s6 nhan c6 s6 hang ddu duong va cong boi 0 < ¢ < 1, 1a mot
day s6 :

[ ] Tang. ] Giam. [ ] Khéng tang ciing khong giam.
b) Mbi cdp s6 nhan ¢6's6 hang ddu duong va cong boi ¢ > 1 1a mot ddy s6

[] Tang. » (] Giam. [] Khong tang ciing khong giam.

L)



31.
32.

33.

34.
35.

36.

37.

38.

Cho cdp s6 nhan (u,) c6 cong boi g < 0. Bi€t u, = 4 vauy = 9, hdy tim u,.

Mot cép s6 nhan c6 nam s6 hang ma hai s6 hang dau tién 1a nhimg s6 duong,
tich cua s6 hang ddu va s6 hang thit ba bang 1, tich clia s¢ hang thit ba va s6

hang cu6i bing i% . Hay tim c4p s6 nhan do.

Cho cép s6 nhan (u,) voi c'Ong bdi g # 0 va u; # 0. Cho cdc s6 nguyén duong
m va k, v6i m > k. Chimg minh réng u,, = u;.q" k

Ap dung

a) Tim cong bdi ¢ chia cdp s6 nhan (u,) c6 u, =2 va u; = — 686.

b) Héi c6 ton tai hay khong mot cdp s6 nhéan (u,) ma u, = 5 va uy, = — 2000 ?
Hay tim s6 hang tdng qut clia cdp s6 nhan (u,,), biét ring u; = — 5 va ug = 135.

Chu ki ban ra clia nguyén t6 phong xa poloni 210 1a 138 ngay (nghia 1a sau
138 ngay kh6i lugng ctia nguyén t6 d6 chi con mot nita). Tinh (chinh x4c dén
hang phdn tram) khéi lugng con lai clia 20 gam poloni 210 sau 7314 ngay
(khoang 20 nam).

Tinh c4c tdng sau :

a) Téng tdt ca cdc s6 hang cha mot cdp s6 nhan, biét ring s6 hang ddu bing
18, s6 hang thit hai bang 54 va s6 hang cu6i bang 39 366 ;

b) Téng tat ca cic s6 hang clia mot cap s6 nhan, biét ring s6 hang ddu bing’

1 y i a1s. =1 o N 1
756" s6 hang thi hai bang 32 va s0 hang cu6i bang 1048576

S6 do bon gbc cua mot tit gidc 16i 1ap thanh mot cdp s6 nhan. Hay tim bén goc
do, biét ring s6 do clia goc 16n nhat gap 8 14n s6 do clia géc nhd nhat.

Luyén tap

Hiy chon nhitng khéng dinh diing trong cac khéang dinh duéi day :
a) Néu cdc s6 thuc a, b, c ma abc # 0, theo thit tu d6 1ap thanh mot cdp s6

o - S g o 1 . Lo s
cong voi cong sai khéc 0 thi cac s6 %, %, - theo thut tu d6 ciing 1ap thanh
mot cap s6 cong. |
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

122

b) Neéu céc s6 thuc a, b, c ma abc # 0, theo thit ty d6 lap thanh mot cép s6

1 . o~ N _
nhan thi c4c s6 R % , % theo thit ty d6 ciling 1ap thanh mot cap s6 nhan.
2 o_ w0 -1
O l+n+n"+..+1 = p—

Céc s6 x + 6y, Sx + 2y, 8x +y theo thit ty d6 14p thanh mot cdp s6 cong ; dong
thoi, cac s6 x ~ 1, y + 2, x — 3y theo thit ty d6 1ap thanh mot c4p s6 nhan. Hay
tim x va y.

Cho cdp s6 cong (u,) v6i cong sai khdc 0. Biét ring cac s6 uluz, Upliz VA Uzl
theo thi ty d6 1ap thanh moét cap s6 nhan véi cong boi g # 0. Hay tim q.

S6 hang thif hai, s6 hang ddu va s6 hang tht ba clia mot c4p s6 cong véi cong
sai khdc 0 theo thit ty d6 14p thanh mot cép s6 nhan. Hay tim cong boi clia cdp
sO nhan d6.

Hay tim ba s6 haﬁg ddu tién clia mot cdp s6 nhan, biét ring téng chia ching
bang —1—‘91—8- va dong thoi cic s6 hang d6 tuong ing 1a s6 hang d4u, s6 hang thi
tu va s6 hang thi tdm clia mot cap s6 cong.
Choi ddy s6 (u,) x4c dinh béi

uy=1 va u, ;= 5u,+8 véimoi n>1.

a) Chitng minh rang day s6 (v,), v6i v, = u,, + 2, 12 mot c4p s6 nhan. Hiy fim
s6 hang tdng qudt clia c4p s6 nhan do.

b) Dua vao két qua phén a), hiy tim s6 hang téng qudt clia day s6 (u,).

Céu héi va bai tap on tap chuong Il

Ching minh ring

n(n® = 1)Gn + 2)
12

122423+ +(n-1a? =

v6i moi s6 nguyén n > 2.



45.

46.

47.

48.

Cho day s6 (u,) xac dinh béi

N u, (+1 .
uy=2 va u, =——”——12— voimoin =2,
Ching minh ring
2y
n —
.2n 1
v6i moi s6 nguyén duong n.
2
y n”+1 2n
Cho céac day so (u,) va (v,) v6i u, = va vy, =
y 86 (up) va (v) "on+1 " n+1

a) Hay xdc dinh s6 hang tdng quét ciia ddy s6 (a,) v6i a,= u, + vnv.
b) Hay xdc dinh s6 hang téng quat clia ddy s6 (b,) V6i b, = u,—. v,.

¢) Hay xdc dinh s6 hang tdng quét ctia day s6 (c,) v6i ¢, = u,.v

nrn°

d) Hay xdc dinh s6 hang tdng quét cha day s6 (d,) v6i d, = z—” :

n
Chu y
Céc day so (a,), (b,), (c,) va (d,) néu trén thudng dugc ki hiéu twong tng boi

(u, +vy), (0, = ,), (U,.v,) V2 U—") .

n

Trong cdc day s6 dué6i day, ddy s6.ndo la cdp s6 cong, diy s6 ndo 1a céap
s6 nhan ? Hay x4c dinh cong sai hodc cong boi ciia mbi cép s6 do.

a) Day s6 (u,) v6i u,=8n+3; | '

b) Day 6 (u,) Vi u,= n°+n+1;

c) Day 56 (u,) VOi u, = 3.8” :

d) Day s6 (u,) v6i u, = (n+2).3".

Hay chon nhitng khing dinh ding trong cdc khing dinh duéi day :

a) Day s6 (u,) xac dinh boi

uy=3 va u, = u,+5 véimoi n21,
1a moét cdp s6 cong.
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b) Day s6 (u,) xdc dinh bai
Uy =3 va u,, ;= u,+n véimoi n>1,
12 mot c4p sO cong. ‘
¢) Day s6 (u,) xdc dinh bdi

uy=4 va u,, ;= Su, véimoi n>1,
1a mot cép s6 nhan.
d) Day s6 (u,) xdc-dinh boi

uy=1va u, ;= nu, véimoi n=1,
1a mot cdp s6 nhan.

49. Cho day hinh vuéng H,, H,, ... , H,,... V6i méi s6 nguyén duong n, goi u,, p,

va S, 1an luot 1a d9 dai canh, chu vi va dién tich cta hinh vuong H,,.
a) Gia st dy s6 (u,,) 1a mot cdp s6 cong véi cong sai khdc 0. Hoi khi d6 céc
day s6 (p,) va (S,) c6 phai 1 cic cdp s6 cong hay khong ? Vi sao ?

b) Gia st ddy s6 (u,,) 1a mot c4p s6 nhan véi cong boi duong. Hoi khi dé cic
day s0 (p,) va (S,,) c6 phai 1a cdc cdp s6 nhan hay khong ? Vi sao ?

50. Cho day s6 (u,) x4c dinh boi

up=3 va i, =\u,+6 véimoi n>1.

- Chitng minh rang (u,) vira 1a cdp s6 cong, vira 1a cdp s nhan.

51. Tim hiéu tién cong khoan giéng & hai co s& khoan giéng, ngudi ta duoc biét :
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~ 3 Co sd A : Gid cha mét khoan ddu tién 12 8 000 dong va ké tir mét khoan
thit hai, gid ctia méi mét sau tang thém 500 dOng s0 v6i gid cia mét khoan
ngay trudc né.

— 0 Co s B : Gid cha mét khoan d4u tién 1a 6 000 dong va ké tir mét khoan
thif hai, gid chia méi mét sau tang thém 7% gid ctia mét khoan ngay trudc no.

V6i mbi s6 nguyén duong n, ki hiéu u, va v, tuong ting 13 gid cia mét khoan
thit n theo c4ch tinh gid clia co s6 A va clia co s B.

a) Hay tinh wu,, us, v,, vs.

b) Chitng minh rang day s6 (u,) 12 mot cép s6 cong va diy s6 (v, ) la mot cap
s6 nhan. Hay tim s6 hang tong quit clia mbi day s6 dé.

L)



¢) Mot ngudi mudn chon mét trong hai co s§ néi trén dé thué khoan mot
giéng sau 20 mét 14y nudc ding cho sinh hoat clia gia dinh. Hoi ngudi dy nén
chon co s& ndo, néu chdt lugng ciing nhu thoi gian khoan gléng clia hai co s&
12 nhu nhau ?

d) Ciing cau héi nhu phén c), véi gié thi€t do sau cla giéng cin khoan 12
25 mét.

Bai tap trac nghiém khach quan

52. Mdi khéng dinh sau day ding hay sai
a) Ton tai mot c4p s6 nhan (u,) c6 us < 0 vaus > 0.
b) Néu céc s6 thyc a,b,c theo thit tu d6 1ap thanh mot c4p s6 cong c6 cong

sai khdc O thi cac s6 a 2 b, c? ¢” theo thit ty d6 ciing 1ap thanh mot c4p s6 cong.
¢) Néu céc s6 thuc a,b,c theo thi tu d6 1ap thanh mot c4p s6 nhan thi cdc s6

a?,b%,c* theo thit t d6 ciing 1ap thanh mot c4p s6 nhan.

Trong cdc bai tir 53 dén 57, hdy chon két qud diing trong cdc két qud da cho.
53. Cho day s6 (u,) xdc dinh bdi : u = —é—vé U, =u, 1 +2n v6i moin > 2.

Khi d6 us, bang | ; A

(A) 12745 (B) 2548,5 ; (C) 5096,5 ; (D) 2550,5.

54. Cho dy s6 (u,) xdcdinhbdi : u; = -1 va u, = 2nu, | véimoi n > 2. Khi dé
u;, bing
A) 210111 B) -21%111;  (©2°111° . (D)-2191119,

55. Cho déy s6 (u,) xdc dinh bdi : w =150 va u, =u, ;| —3 véimoi n > 2.
Khi d6 téng 100 s6 hang ddu tién ctia diy s6 d6 bing

(A) 150 ; (B) 300 : (C) 29850 ; - (D) 59700,
56. Cho cdp s6 cong (u,) c6: u, = 2001 va us = 1995 . Khi d6 1,4, bing
(A) 4005 ; (B) 4003 ; ©3; (D) 1.

§7. Cho cép s6 nhan (ﬁn) ¢0: uy =-2 va us =54 . Khi d6 téng 1000 s6 hang
d4u tién cha cdp s6 nhan d6 bing

A ——; B=—5—: OZF—: O
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GIM HAn

126

GIO1 HAN

Gigi han la mét trong cac van dé co ban clia Giai tich.
C6 thé néi : Khdng co giGi han thi khong co Giai tich,
hau hét cac khai niém cua Giai tich déu lién quan dén
giéi han. ‘

Chuong nay gici thiéu khai niém giéi han clia day s6,
clia ham s6 va néu mét s6 dinh Ii, quy tac tim giéi han.
Yéu cdu trong tam cua chuong la van dung mot cach
linh hoat cac dinh Ii, quy tac d6 dé tim giéi han clia day
6 va ham s0.



A. GIGI HAN CUA DAY SO

DAY sO CcO GIGI HAN 0

1. Pinh nghia day s6 c6 giéi han 0

_1\"
Xét day so (u,) v6i u, _ ’? , tic 1a day s6
gLt et 1o 11
727 3747 5777107 11777 2372477

Biéu dién c4c s6 hang cla diy s6 di cho trén truc s6, ta thdy khi n tang thi cdc
diém biéu dién chum lai quanh diém 0 (h. 4.1).

211 11 1 1
- 375 T34 1 2
. —H
TR
Hinh 4.1

\ , | L aea , ) . -
Khoang céach |un| = — tur diém u, dén diém O tro nén nho bao nhiéu cling
n
duoc mién 13 n da 16n.
Diéu nay duoc giai thich rd hon trong bang sau :

n ‘ 1 2 3 10 11 12 ... 23 24 25 .. 50 51 52
P R U R T N
n 2 3 10 11 12 ™ 23 24 25 7 50 51 52

— Moi s6 hang ctia ddy s6 da cho, k€ tir s6 hang thit 11 trd di, déu c6 gid tri
. 1 | P
tuyét doi nho hon 10’ tic 1a
1 | '
I“n|=;<ﬂj véi moi n > 10.
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— Moi s6 hang ctia day s6 da cho, ké tir s6 hang thtt 24 tr& di, déu c6 gid tri

tic 1a

tuyét d6i nho hon —21—3,

lu,] < 2i3 v6i moi n>23.

[H1] K& tir s6 hang thir m&y trd di, moi s6 hang ciia day s6 da cho déu c6 gié tri

1
tuyét d6i nhé hon — -
uyét doi n n 3o

e 1 1 1
Cing céu hdi d6 cho mdi so’. =5 500 1000 000

Nhu vay moi s6 hang caia day s6 da cho, ké tir mot s6 hang nao d6 trd di, déu
c6 gid tri tuyét d6i nhé hon mot s6 dwong nhé tuy ¥ cho truée. Ta néi ring
D"

n

day so ( ) c6 gidi han 1a 0.

Mot cich téng quat, ta c6
PINH NGHIA

Ta néi ring ddy sé (u,,) c6 gi6i han 0 (hay c6 gi6i han 12 0) néu
v6i mdi s6 duong nho tuy ¥ cho trudc, moi s6 hang ctia diy s6,
ké tir mot s6 hang nao d6 tré di, déu c6 gi4 tri tuyét d6i nhd hon
s6 duong d6.
Khi d6 ta viét _

lim(u,) = 0 hodc limu,, = 0 hoac u, > 0.

(Ki hiéu "limu, = 0" con dugc viét nlgr;o u, = 0", doc la day s6 (u,) co6 gi6i
han 1a O khi » din dén vo cuc).

Nhdn xét

Tir dinh nghia suy ra ring

a) Déy s6 (u,) c6 gi6i han 0 khi va chi khi ddy s6 (Ju,|) c6 gi6i han 0.

D"

n

va lim =0.

_ n
Ching han, ta c6 lim~ = 0 vi + = (S
: n n n

b) Day s6 khong d6i (u,,), v6i u, = 0 c6 gi6i han 0.



2. Mot s6 day s6 cé gi6i han 0
Duya vao dinh nghia, nguti ta chitng minh dugc ring

1 1
a) lim—=0 ; b) lim——= = 0.
Jn Un |
Dinh li sau day thuong duoc sit dung dé chiing minh mot s6 ddy s6 c6 gi6i han 0.
| DINHLI1.

Cho hai day s6 (u,) va (v,).
Néu | u, | < v, V6i moi n va limv, = 0 thi limu, = 0.

Chimg minh. Cho mot s6 duong nhé tuy ¥. Vi limv, = 0 nén ké tir s6 hang thit
N nao d6 tré di moi s6 hang ciia day s6 (v,) déu nhd hon s6 duong d6. Do
lu,,l < v, nén moi s6 hang clia ddy s6 (u,, ), ké tir s6 hang thit N & di, déu c6

gid tri tuyét d6i nh6 hon s6 duong da cho. Vay limu,, = 0. : a
Vi du 1. Chiing minh ring lim > = 0.
| Vn

Gidi
Ta cé

sinn 1 1

—=| £ —= va lim—= =0.

V| n Jn

Tix d6 suy ra diéu cdn ching minh. O

@ Chok la m@t s6 nguyén duong. Chimg minh réng lim—lk- =0.
’ n

Ap dung dinh Ii 1, c6 thé chimg minh dinh If sau :
DINH L{ 2 |

" Néu |g| <1 thi limg" = 0.

Vidu2
S N 4 D L= (=2)
a) 11m2—n = hm(ij =0; b) lim 3 = llm(—3—) =0.
nnw
COS—
[H3] ching minh réing lim 4n5 = 0.
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Cau hoi va bai tap

1. Chimg minh ring céc ddy s6 v6i s& hang tdng quat sau day c6 giéi han 0 :

D" sinn cos2n
2) n+5 "’ b) n+5’ : C)J;+1
2. Ching minh ring hai ddy s6 (u,) va (v,) v6i
1 _(=1)"cosn
= a1 I

c6 gidi han 0.
3. Ching minh ring cic day sd (u,) sau day c6 gidi han 0 :
N | sin—
a) u,=(099"; b) u, = D" . D= — 3.
‘ 2" +1 (1,01)"

4. Cho day s6 (u,) v6iu, = 3% -

. . s Upsy
a) Ching minh rang

12 .
LALRE el v01 mo1 n.
u, 3

. . n
b) Béng phuong phép quy nap, chiing minh ring 0 <u, < [%) v6i moi n.

¢) Ching minh ring day s6 (u,,) c6 giéi-han 0.

§ 2 DAY s6 cO GIOI HAN HUU HAN

1. Pinh nghia day s6 c6 gidi han hiru han
D"
n

- Tacd

D"
n

Xét day so (u,) v6i u, =3 +

lim(u, — 3) = lim =0.
Ta néi rang day s6 (u,) c6 giéi han 1a 3.
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Mot céch téng quét, ta c6 ;

DINH NGHIA
Tanéi ring day s6 () 6 gi6i han Ia s6 thyc L néu lim(u, — L) =0,
Khi d6 ta viét

lim(u,,) = L hoac limu, = L hodc u, — L.

Day s6 c6 giéi han 1a mot s6 thue goi la day sé co6 gidi han
hiru han. :

Vi du 1. Ddy s6 khong d6i (u,,) v6i u,=c (c 12 hang s6) c6 gi6i han 1a ¢ vi
lim(u, - ¢) = lim(c — ¢) = 1im0 = 0. : O

n
Vi du 2. Chiing minh ring lim[( D _ 1] =-1.

Jn
Gidi
) -1
Vn

bat u, =

D"

Vi lim(u, — (-1)) = lim =0 nén limu, = —1. O
N |
EI Chimg minh réng :
(2 ) 2-51) 5
a) th(E) +1)=1; | b) hm( P )=__2_.

Nhdn xét »
1) Tir dinh nghia vira néu, suy ra ring hmu = L khi va chi khi khoéng
cachlu - Ll tir di€ém u,, dén diém L tré nén nhod bao nhiéu cling dugc mién

la n @1 16n ; néi mot c4ch hinh anh, khi n tang cac diém u, chum lai quanh
diém L.

2) Khong phai m01 day s6 deu c6 gi6i han hitu han. Chéng han day s6 ((-1)"),
titc 1a day s6 :
-1,1,-1,1, ...

khong cé gidi han hitu han.
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Trén truc s6, cdc s6 hang clia ddy s6 46 duoc biéu dién boi hai diém —1 va 1.
Khi n tang cdc diém (-1)" khéng chum lai quanh bt ki mot diém L nao.

Mot s6 dinh li

‘Ta thira nhan c4c dinh li sau

PINH Li 1

Gia sir limu, = L. Khi d6 .
a)lim |u,| = |L| va lim3fu, = ¥L ;
b) Néu u, > 0 v6i moi n thi L > 0 va lim \Ju, = VL.

Vidu 3. 1im,/9 + °°:2" =3 v umv(g + 0022”) =9, O
| —
[H2] 7im tim 3‘/27” n,
. n2 '

DINH Li 2 ‘

Gia st limu,, = L, limv, = M va ¢ 1a mot hang s6. Khi d6
lim(u, +v,))=L+ M,
lim(u,-v,)=L—- M,
lim(u,.v,) =LM,

lim(cu,) = cL,

im¥n = L e
lim y, = M(néuM #0).

2
Vidu 4. Tim limu,, véi u, = 3’”——#—1-
n
Gidi
 Tacé
limu, = lim(3 4 12) Z lim3 + lim > - liml2-
' n p n n
= 1ims+41iml—71imi2 =3+40-70=3. B u
m— .
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2n° = 4n” +3n+3

n®—5n+7

Vidu 5. Tim limu, v6i u, =

Gidi
Chia tlr vA miu cha phan thic cho n (1 lu§ thira bac cao nhat clia n trong
tr va miu cla phan thiic), ta dugc

4 3 3
2-—+—+—3
n n n
un=
1___5_+l_
23
Vi
lim(Z _4, -35 + %) = lim2 - lim > + lim%+ lim—- =2
n n n n n n3
3 4.2 |
va 1im(1—-52-+—7-3-)=1¢0nen lim 22 34" i3 2 5
| n n n” —=5n+17 1
n?-n+3
[H3] 7im gici han cia day s6 (u,) voi u, = "
n° +2n

3. Téng ciia cap so6 nhan lui vé han
Xét cap-s6 nhan vo han
upug, ulqz, s Uy g .
c6 cong boi g véi | ¢ | < 1 (goi 1a mot cdp s6 nhdn lii vé han).
Ta biét ring téng cita n s6 hang ddu tién clia clip s6 nhan d6 1

_wmd-¢") _ q'n
1-g l-g 1-q7°

S,=u+uq+...+uq"

Vilgl<1nénlimqg" = 0. Do dé6

. u
llmS,, = I—_I—q- .
Ta goi gi6i han d6 14 téng ctia cap s6 nhan di cho va viét
S=u +uq+uq2 + .= ty .
1t 1 =12y
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Tim t8ng cia c&p s6 nhén
1 1 1

vy 9 eor o

R
Vi du 6. Bi€u dién s6 thap phan vo han tudn hoan 0,777... duéi dang phan s6.
Gidi

Tacé 0,777...= —7— + 'lz' +—+
10 10> 10
Day 1a téng clia mot cdp s6 nhan 1di vo han véi s6 hang ddu u, = 176 va
. 1 )
cong boi g = T Do d6
7
0777..= —10__ 7 O
-+ 7
10

I_I:I__S_l Biéu dién s6 thap ph&n vé han tuén hoan 0,3 13131... dudi dang phén s6.

Cau héi va bal tap
S. Tim céc gidi han sau : ‘
) D" . (sin3n )
a) 11m(2+ s | b) lim . 1];
. n-1 _ . n+2
c) llmT ; | d) lim 1
6. Tim limu, véi
2 Al n2
a) u, = n 23n+5 : b) u, = 2n 4+n+2_
2n° -1 3n"+5
J2n?- n
C)un=—r'l—2n';. d)un=-—4-———-
1-3n" 2.3" +4"



7.

8.

9.

Cho day s6 (u,,) xac dinh bai
u =10 va Uy =-ug"—+ 3‘vé‘im‘Qin2 1.

a) Chitng minh rang day s6 (v,) x4c dinh bdi v, = u, — % 12 mot cép s6 nhan.

b) Tim limu,, ‘
Cho mot tam gid¢ déu ABC canh a. Tam gidc A;B,C; c6 céc dinh la trung
diém céc canh clia tam gidc ABC, tam gidc A,B,C, c6 c4c dinh 12 trung diém
cdc canh cia tam gidc A B,Cy, ..., tam gidc A, B,.C,,, c6 cdc dinh 12 trung
diém céc canh clia tam gidc A,B,C,, ... . GOi Py, Pa, woos Ppy - VAS1, Spy vy Sy o
theo tht ty 1a chu vi va dién tich ctia cdc tam gidc A;B\C, A,B,C;, ...,
ABC, ...
a) Tim gi6i han ctia c4c ddy s6 (p,,) va (S,,).
b) Tim céc tong

Pr+Dy+ . tp, . va S +S+ .+, + .

Biéu dién c4c s6 thap phan v6 han tudn hoan sau duéi dang phan s6 :
a) 0,444...; , b)0,2121...; c)0,32111....

10. Goi C 1a nlra dudng tron dudng kinh AB = 2R,

~a)Tinhp,va §,.

C; 1a dudng gém hai nita dudng tron dudng kinh—AZ£ ,

C, 12 dudng gém bon nira dudng tron dudng kinh ;A4§,

C, 12 dudng gém 2" nita dudng trdn dudng kinh %, ... (h.4.2).

Goi p, 13 d6 dai cha C,, S, 1 dién
tich hinh phing gi6i han bdi C, va
doan thing AB.

b) Tim gidi han cla céc day s6 (p,)

va (S,).- Hinh 4.2



DOAN NHAN GIGI HAN CUA MOT DAY SO THUC
BANG HINH HQC

1) Ta da biét t8ng clia cép s6 nhan Iti vo han
111 1
2

11 1

S=5+22 +2—3

(xem trong §2).
C6 thé doan nhan dudc két qud nay nhd hinh 4.3 hoac hinh 4.4.

1 1,1 1,1 .1
o) 2 2+?;2+?+?1

i,1.1.,1 1,1 ,1,1.,1

St s R e b R
2 22 23 o4 2 22 93 94 9

+..=1

Hinh 4.3

3 hinh 4.3 : trung diém clia doan. [0 ; 1] 12 diém % trung diém clia doan {% ; 1} 13

diém L +—1—,trung diém clia doan —1—+—1—;1 la diém l+i+i, -
2 22 2 22 2 22
Do d6 :
—1—+—1—+—1——+...=1. D H C
2 2 3
@ hinh 4.4 : hinh vudng ABCD c6 canh
dai 1 don vi va dién tich bang 1, hinh _21_2 J 25 |k

chitnhat AEFB c6 dién tich bing -;— %
hinh vuéng DHGE c6 dién tich bang E ‘ F

1
1 96
24 I

. G
iz' hinh chir nhat GIKF cé dién tich
2 | 1
bing 515- - 2
Do dé % + -—15- + 13 +..=1 A B
272 Hinh 4.4



2) Xét bai toan sau :

Cho day s6 thuc (u,) xac dinh bdi
Uy =cvau, y=au, +bvéinz1l,

trong dé a, b, ¢ Ia nhitng sé thuc cho trude, 0<a<1vab =0.
Tim gidi han cla day sé da cho.

D& doan nhén gidi han cla day s da cho, ta s& bidu dién cac s§ hang cha né trén
hai truc toa dd (h. 4.5). Dung hai dudng thang (d) va (A) theo thir ty ¢6 phuong trinh
lay=ax+bvay=x (3 day ta gia thiét b> 0 ; trong trudng hop b < 0, cach gidi va
két qua hoan toan tudng tu). Goi A va B, theo thit tuf Ia giao diém clia dudng thing
x = uy Vi dudng thang (d) va dudng thiing (A). Diém A, ¢6 tung d6 auy + b = u,
va diém B, c6 tung db 13 u,. Dudng thing di qua A, va song song véi truc hoanh cit
~ (A) tai B,. Biém B, c6 hoanh db 1a u,. Budng thing di qua B, va song song vdi truc -
tung cat (d) tai diém A,. Tung d6 clia A, 13 auy + b = us. Cac diém B, A3, By, A,...,
B, A, ... dugc xac dinh mét cach tuong ty. ‘
Goi I (I ; I) 1a giao diém cla hai dudng thing (d) va (A). Khi n tang thi diém A, ngay
- cang dén dén diém I, cac diém wu,, trén truc hoanh (va trén truc tung) ngay cang dan
dén diém I, tirc 14

limu, = 1.

()

=Y

Hinh4.5 _
Vil 12 giao diém cla hai dudng thdng (d) va (A) nén ! la nghiém cia phuong trinh

ax+b=x,
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tirc 1a

Nhdén xét

Goi C,, Cy, ..., C,, ... 12 cac giao diém clia dudng thlng y = I v6i cac dudng thing
XZ UL X = Uy oy X = Upyy o

Khi d6
AC _AE _ Bl _

BIC, OE 4B '
VIA|Ci=1~-uy, va B|C|=1-u;néntirdétacod
‘ u, .
-y

=da.

Chimg minh tuong tu, ta cé

I-u .
— 0+ = g v8i moi n.
I-up,

Do d6, néu dat v, = | - u, thi day sé (v,) 1& mét cp s nhan Ui vé han,

§ " DAY S6 CO GIST HAN VO CUC

- A

1. Day so c6 gi6i han +oo
Xét day s6 (u,) v6i u, =2n-3.
Ta thdy khi » tang thi u, trd nén 16n bao nhiéu ciing dugc mién 1a n dua 16n.

N6i cdch khéc, moi s6 hang clia day s6, ké tir mot s6 hang nao dé trd di, déu
16n hon mot s6 duong 16n tuy ¥ cho trude.

Ta néi ring day s6 (2n — 3) c6 gidi han 1a +o0.
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Mot céch téng quat, ta c6

DINH NGHIA

Ta néi rang day s6 (u,,) c6 gi6i han la +o00 néu véi méi s6 duong
tuy ¥ cho trude, moi s6 hang cia diy s6, ké tir mot s6 hang nao
dé6 trg di, déu 16n hon s6 duong dé.

Khi d6 ta viét

lim(u,,) = +o0 hodc limu,, = +o0 hodc u, —» +oo.
Ap dung dinh nghia trén c6 thé chimg minh ring :

a) limn = +o0 ; b) limvn =+ o ; ¢) lim3n = + .
2. Day s0 co gi6i han —oo

DINH NGHIA

Ta néi ring day s6 (u,) c6 gi6i han 14 —o néu véi mbi s6 am tuy
¥y cho trudc, moi s6 hang clia day s6, ké tit mot s6 hang nao dé
trd di, déu nhd hon s6 am d6.

Khi d6 ta viét

lim(u,) = —o0 hodc limu,, = —o hodc u,, — —o.
- Dé dang thdy ring _
‘ limu, = — 0 & lim(-u,) = + «.

Vidu 1. Vi lim(2n — 3) = 40 nén lim(-2n + 3) = —oo,

CHUY
C4c ddy s6 c6 gi6i han +oo va —o dugc goi chung 13 céc ddy 56 cé
8idi han vo cyc hay ddn dén vé cuc.

Nhdn xét. Néu lim|u,| = +0 thi |u,| trd nén 16n bao nhiéu ciing duoc, mién

o tr& nén nhd bao nhiéu ciing dugc, mién 1a n

1a » déi 16n. Do d6
| J|

da 16n.
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Ngudi ta chitng minh dugc

DINH Li

Néu lim|u,| = +o thi 1im;1— = 0.
n

3. Mot vai quy tic tim gidi han vé cuc
Vi +o0 v —o0 khong phai 12 nhitng s6 thuc nén khong 4p dung duoc c4c dinh If
trong §2 cho cdc ddy s6 c6 gidi han vo cuc. Khi tim céc giéi han vo cuc, ta ¢6
thé sl dung c4c quy tic sau day.

a) Quy tic 1
Néu limu, = +oo va limv, = too thi lim(u,v,) dugc cho trong
bang sau :
limu, limv, lim(u,v,)
+00 +00 +00
+00 ‘ —00 - —o0
-0 +00 © =00
—0 | -0 4o

Vidu 2. Vi n*=n.nvalimn = +o nén limn® = +oo.

Tuong tu, véi moi s6 nguyén duong k, ta c6 limn® = +oo.

b) Quy tic 2 ‘
Néu limu, = + oo va limv, = L # 0 thi lim(u,v,) dwoc cho trong
bang sau :
limu,, Daucual lim(u,v,)
+00 + . +00
+00 ‘ - —o0
—0 : + —00
—00 - 40
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-5

Vi du 3. Tim a) lim (3n% - 101n — 51); b) lim— :
3n% —101n - 51
Gidi
a) Tacé 3n®> — 101n — 51 = n2(3 _lot —%1-)
n n P
Vi limn? =+oovd lim(3 —1—0—1 - %) =3 >0nén
; n n
lim (3n® — 1011 — 51)= +o0.
b) Vi lim(3n2 - 101n — 51) = +o0 nén
lim—; - = —5lim— 1 =(-5.0=0. O
3n° —101n - 51 3n° —101n - 51
[H1] 7im
a) lim(n sinn — 2n3); b) im 3
' nsinn—2n
¢) Quy tic 3

Néu limu, = L # 0,limv, =0 va v, >0 hoic v, <0 ké tir

mot s6 hang nao d6 trd di thi lim :—” duoc cho trong bang sau :

n

. . u
D#4u ciia L D4u ctia v, hm-vi
. : n
+ + +00
+ - | ~o0
- + —0
- - 400
3 —
Vi du 4. Tim 1im3”+2—2”1 :
2n° —-n
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Gidi
Chia tif va miu chia phan thic cho ° (#° 1a luy thira bac cao nh4t cha » trong
tlr va méu cta phan thitc), ta duoc

3+£——1—
~:311,3+2n—1 P
2n* — n ) 2 1
;__2
Vilim(3+—27 %) =3>0, hm( ——15) —2—————>0v01m01nnén
lim ______3;1 +2n -1 = +00, Od
2% —n :

C =213 4

Gau hoi va bai tap

11. Tim gi6i han ctia céc day s6 (u,) vé6i

a)u, =-2n° +3n+5; | b)u, =\/3n4 +50° — 7n.
12. Tim gidi han clia céc day s6 (u,,) v6i
—2n +3n-2 ‘%/n6 —n® -5n+8
Au,= ———- ; b)u, = .
3n-2 n+12

13. Tim cac giGi han sau :
| a) lim(2n + cosn); b) lim (%nz —3sin2n + 5).
14. Ching minh rang néu ¢> 1 thi limg" =+ oo

15. Tim gi6i han cta céc day s6 (u,) v6i

3" +1
2n 1’

a)yu, = b) u,=2"-3"
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Luyén tap

16. Tim céc giGi han sau :

2 Lo i 5 4 _

2) lim n3+ 41;2 5 : b) limn +3n 2}1 2
3n”+n"+7 - 4+ 6n°+9

4 n n

N -2 . - 2.

c) lim 2n2 +3n ; d) hm3___%i
2n° —n+3 7+3.5"

17. Tim c4c gi6i han sau :
a)llim(3n3—7n+11); b) lim \/2n4—n2 +n+2;

¢) lim \3/1+2n—n3 : d) lim \/2.3" -n+2.

18. Tim c4c gidi han sau :

a) lim(\/n2 +n+1- n) ;
Hubng ddn : Nhan va chia biéu thitc da cho v6i Vn? +n+1 +n.

b) lim

1
Jn+2—Jn+1’

Hudng ddn : Nhan tif va miu clia phan thic di cho véi vn + 2 + Vn + 1.

c) lim(\/nz +n+2 —,/n+1); ~d) lim 1

\/3n+2—\/2n+1 ;

2
e) lim(Vn+1-a)n ; . f l‘im‘/”‘“"‘/”“_

3n+2

19, Téng clia mot c4p s6 nhan 1 vo han I % , téng ba s6 hang d4u tién ctia n6 la % :
Tim 6 hang ddu va cong boi ciia cip s do.
20. Bong tuyét Von Koc

Ta bat ddu tir mot tam gidc déu ABC canh a. Chia méi canh cia tam gidc ABC
thanh ba doan thing béng nhau. Trén méi doan thing & giita, dung mot tam
gidc déu ndm ngoai tam gidc ABC r6i xo4 ddy ctia né, ta dugc dudng gap khiic
khép kin H;. Chia méi canh clia H; thanh ba doan thing bing nhau. Trén méi
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doan thing & gilta, dung mot tam gidc déu nim ngodi H 1 161 x0d ddy cua né,
ta dugc dudng gép khiic khép kin H,. Tiép tuc nhu viy, ta dugc mot hinh
giéng nhu bong tuyét, goi 12 bong tuyét Von Ko ™ (h. 4.6).

Hinh 4.6

a) Goi py, py,..., P»-.. 12 40 dai cha H,, H,,..., H,,,. Chung minh ring (p,) 12
mot c4p s6 nhan. Tim limp,,.

" b) Goi S, 12 dién tich cia mién giéi han béi duong gdp khic H,,. Tinh S, va
tim gidi han cta day s6 (S,).
Hudng ddn : S6 canh clia H, 12 3.4". Tim d6 dai méi canh clia H,,, tit d6 tinh p,.
D¢ tinh S, cdn chi § ring muén c6 H,,, chi can thém vao mét tam gidc déu
nho trén méi canh cta H,.

(*) Helge von Koch (1879 - 1924) 12 mot nha todn hoc Thuy Pién. Tén cla Ong gén lién véi mot
vi du vé mot hmh phéing ¢6 chu vi v6 cyc va dién tich hitu han.
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John Wallis (1616 - 1703)

1)
Sl

GION UO-LIT —- NGUOI SANG TAO Ki HIEU

TU rat sGm, nha toan hoc Anh Gién Ua-lit (John Wallis) da hoc
ti€ng Hi Lap, tiéng La-tinh va ti€ng Hé-bro. Nam mudi 13m tudi,
dng bt dau say sua hoc Toan.

N&m 24 tudi, 6ng dugdc phong linh muc va trdthénh giao su
Toan tai trudng Oc-xphdt (Oxford) & Anh. Ong gidng day va
nghién clu tai d6 cho dén cudi dai.

Ong ¢6 cdng 16n vi da phat hién dugc thién tai toan hoc cla
Niu-ton. Ong Ia ngudi dau tién da dinh nghia mét cach chinh
Xac luy thira v6i cac s6 mi khong, am va hitu ti.

Ong con la ngudi sang tao ra ki hiéu co d& chi khai niém vé cuc.

B. GIGI HAN CUA HAM SO. HAM SO LIEN TUC

S

1.

PINH NGHIA VA MOT SO PINH Li
VE GISGI HAN CUA HAM sO

Gi6i han cia ham sé tai mot diém
a) Gi6i han hiru han

Xét bai toan sau :

2 : :
Cho ham 56 f(x) = % va m¢t ddy bdt ki x,, xy, ..., X, ... nhiing s6 thuc
khdc 2 (tiec la x,, # 2 v6i moi n) sao cho limx,, = 2. ¢))

Hdy xdc dinh ddy cdc gid tri tuong vng f(x,), f(xp), ..., f{x,), ... clia ham s6 va
tim limf(x,,).
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Vix, #2nén

20x% -
f(x,) =—(;"_24)

n

= 2(x,, + 2) v6i moi n.

Do d6

Six) =2(x; +2), fixy) =2(xp +2), ..., fix,)=2(x,+2),....
Tu (1) suy ra

limf(x,) = lim2(x,, + 2) = 2(limx,, + 2) = 2(2 + 2) = 8.
Ta néi ring ham s6 f c6 gii han 1a 8 khi x ddn dén 2.

Mot cach téng quat, ta co

DINH NGHIA 1

Gia st (a ; b) 1a mot khoang chita diém x;, va f1a mot ham s6 xéc
dinh trén tap hop (a ; b)\ {xo). Ta n6i ring ham s6 f c6 gi6i han
1a s6 thyc L khi x ddn dén x (hodc tai diém x) néu véi moi ddy s6
(x,,) trong tap hop (a ; b) \ {xy} (tic 1a x,, e(a ; b) va x,, # xq Vi
moi 1) ma limx,, = x, ta déu c6 limf(x,) = L.

Khi do6 ta viét

lim f(x) =L hodc fix) — L khi x — x,.

XXy

Vidu 1. Tim lim (xcos—i—) .

x—0
Gidi
Xét ham s6 f(x) = xcos—- V6i moi diy s6 (x,) ma x, #0 v6i moi n va
. X

limx, =0, tacé f(x,) = x, cos'xi - Vi
' n

< Ixn| va lim|xn| =0

|f(xn )l = Ixn|

1
cos—
xn
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2.

nén lim f(x,) = 0. Do d6

lim f(x) = lim (xcos—)lz) = 0. O

x—0 x>0

2
IEI-”"" limx +3x+2'
x—-1 x+1

Nhdn xét. Ap dung dinh nghia 1, d& dang ching minh dugc ring :

a) Néu f(x) = ¢ v6i moi x € R, trong d6 ¢ 1a mot héng sd, thi v6i moi x5 € R,

lim f(x)= lim ¢ =c.
x—)xO x—)xO

b) Néu g(x) = x véi moi x € R thi véi moi xy € R,

lim g(x) = lim x = x,.
)C-)XO x—)xo

b) Gié6i han vé cuc
Gi6i han vo cyc clia ham s6 tai mot diém duoc dinh nghia twong ty nhu gi6i

han hitu han ctia ham s6 tai mot diém. Chéng han, lim f(x) = + o c6 nghia
x—)xo

1a v6i moi ddy (x,) trong tap hop (a; b) \ {x,} ma limx, = x;, ta déu c6

lim f(x,) = + oo.

Vidu 2. Tim lim

xo1 (x = 1)2 '
Gidi. Xét ham s6 f(x) = Go1p - V6i moi day s6 (x,) max, # 1 v6i moi n
x—
va limx, =1, ta c6 f(x,) = ——2———2— Vi lim3 =3 >0, lim(x, — D? =0
(x, = 1)

va (x, - 1)2 > 0 v6imoi nnén lim f(x,) = +o0. Do d6

lim f(x) = lim 5 = +o. (]
x—l x=1(x — 1)

Gi6i han cua ham sé tai vo cuc

Gi6i han clia ham s6 tai vo cyc (khi x dan dén +wo hodc —o0) dugc dinh nghia
twong tu nhu giGi han cla ham s& tai mot diém.
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DINH NGHIA 2

e Gia sir ham s6 f xdc dinh trén khoang (a ; +o0). Ta néi ring

ham s6 f c6 gidi han 1a s6 thuc L khi x dan dén +oo néu v6i moi

ddy s6 (x,) trong khoang (a ; +o0) (tdc 12 x, > a v6i moi n) ma

limx,, = +o0, ta déu c6

limf(x,) = L.

Khi d6 ta viét '
lim f(x) =Lhoac f(x) = L khi x — +oo.

X—>+00

e Céc gi6i han

lim f(x) =+ oo, lim f(x)=-o0, lim f(x)=L
X—>+00 X—>+00 X—>—0
lim f(x)=+0 va lim f(x)=-o0 du'orc dinh nghia
X —>—00 X—>»~0
tuong .
Vidu3
a) lim i— = 0,vi v6i moi ddy s6 am (x,) ma limx, = — o, ta déu c6
X—>—00
limi = (.
xn
b) Tuong tu, tacé lim L =0. : O
x—>+0 X
Nhdn xét

Ap dung dinh nghia gi6i han ctia ham s6, c6 thé ching minh dugc ring :
V6i moi s6 nguyén duong £, ta c6

+00 néu k chan
a) lim =+ ; b) lim £
X—»+00 X—>—00 ~oo néu k 1é
¢) lim —lk—=0; d) ]im_k=
X—>+00 X X——00 X

Mot s6 dinh li vé gi6i han hitu han

Ap dung cic dinh 1i vé giéi han cla day s6, c6 thé chitng minh duoc cic
dinh 1i sau day vé giéi han ciia ham s6.



DINH Li 1

Giast lim f(x) =L va lim g(x) = M (L, M € R). Khi d6

a) lim [f(x) + gx)] =L+ M;
x—)xo

b) lim [f(x) - g(x)] =L- M;
x—)xO

©) lim [f(x)g(x)] =LM;
X=Xy

Dic biét, néu ¢ 1a mot hing s6 thi lim [c f (x)] =cL;
X—)xo

. < 4. f(x) L
A Néu M=0thi 1 — = .
) New g M

Pé dé nhg, ta néi

Gidi han cia tong, hiéu, tich, thuong cia hai ham s tai mot diém bdng tong,
hiéu, tich, thuong cdc gidi han cia ching tai diém- dé (trong truong hop
thuong, gidi han cia mau phdi khdc khéng).

Dinh Ii 1 vira néu va dinh Ii 2 ti€p theo van ding khi thay x — x; bdi x — +o0
hodc x —» —w. .

Nhdn xét

Néu £ 1a mot s6 nguyén duong va a 12 mot hang s6 thi véi moi x; € R, ta c6

lim ax* = lim @. lim x. lim x... lim x =a( lim x)* = ax¥.
X=Xy XXy XXy XX XX X=Xy
kthf}aso'
Vi du 4. Tim
2
) ) x“=-x-2
a) lim (x**=5x%+7) ; b) lim ~———=.
x—>2 x—=>-1 x° 4+ x

Gidi

a)Tacé lim (x*-5x2+7) = lim x* - lim (5x%) + lim 7
X2 x->»2 x—2 X2

23 _5.2247=25.
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2-— p— — —
b)Véix¢—1,tac6x X 2:(x+1)(x 2)=x 2'

2+ x° x2(x+1) X
Do do6
ot —x=-2 .ox=2
Lim ——3—2'= lim 2 =—3. D
x=-1 x4+ x x->-1 x

2_
[A2] 7im tim 2 XL

xo-1 x% 4 2x

2—
Vidy5.Tim fim 22 —X*10.
x>+ x” +3x -3

Gidi
Chia t&r va mau cua phan thitc cho £ 1a luy thira bac cao nhat cia x trong
tir va miu cta phan thitc), ta dugc

2_ 110
2 - Pl
2)‘3 10X 2 2 6imoi x 0.
x*+3x-3 1+i___3_
x2 x3

Vi lim (2—L+£)= lim 2— lim L+ lim E

x>+ X x2 x3 x—>+0 X x>+ x2 X—>+00 x3

=2 lim 1_ lim —1—+10 lim L
x40 X x>+ x2 X—>+0 x3

=2.0-0+10.0=0,

va lim (1+%—%)=lnéntheodinhli 1.d),tacé
X—>+00 X X
. 2x2-x+10 0
lim ——3———'—'——:—2
x>+ x0 43x -3 1

0. O

4 3
. 2XxT —x" +x
[H3] Tim tim 2t
X—>-o x* +2x° =77
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PINH Li 2

Gid st lim f(x) =L.Khid6

x—)xo

a) lim [f(x)| =|L] ;

b) lim ¥f(x) =YL :

X—)XO
¢) Néu f(x) > 0 v6i moi x € J\{xp}, trong d6 J 1a mot khoang
nao d6 chita xo, thi L >0va lim /f(x) = VL.

x—)xO

4 3
Vidu6.Tim lim |22 —**X

-0\ x* 42427

Gidi
) 2%t - P+ ) - P4 x
Vi lim %——2—{=2nén lim —4——2———=\[2—. a
x>—0 x* 4 2x°—17 x>—o \ xT 4+ 2x° -7
Tim lim ’x3+7x| va lim ¥x3+7x.

x—=>-1 x—>-1

~ 2. . m ~
Gau hoi va bai tap
21. Ap dung dinh nghia gi6i han ctia ham s6, tim c4c gi6i han sau :

2
x“=-3x—4 1
a) lim ———— ; ‘ b) lim .
) x->-1 Xx+1 ) x>1 5 -x

22. Cho ham s6 f(x) = cos—)lz va hai day s6 (x),), (x,)v6i

[ 1 xn . 1 .
" 2nm

X

n n

Qn+ 1)12‘-
a) Tim gidi han cua cic day s6 (x},), (x), (f(x,)) va (f(x))).

b) Tén tai hay khong lim cos% ?

x—0
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23. Tim céc gi6i han sau :
a) im(3x% + 7x + 11);
x—2
) 1
¢) lim x(l - ——) ;
x—0 X

¢) lim |x* — 4
x—>V3

24. Tim céc gidi han sau :

. 3x2 —x+7
a) lim —
X—>—0 2_x _l

O+2

¢) lim 3
x—>+0 Jx” —1

.
b

25. Tim céic giéi han sau :

2
a) lim 3__')%._4-&_;
x>\ 8x% — x +3

Bai doc thém

x—x3

b) liﬁ 2 ;
x=>1(2x - D(x" -3)

Jx-3

2 *

d) lim
x99x—x

9 lim x4+3x—1.
=2\ 2x2 -1

~_ 4 3_
by tim 2% +47x 1s
X—>—00 x +1
6
d) lim Y 2.

x>0 3x3 -]

b) lim in
x40 x° — x + 2

CAC DINH LI KEP VA DINH Li VE DIEU KIEN TON TAI GIOI
HAN HOU HAN CUA DAY SO TANG HOAC GIAM

Trong bai nay ta sé& dé cap dén mét vai dinh li quan trong trong li thuyét gidi han,
dudc sir dung nhiéu trong li thuyét cling nhu trong thuc hanh.

1. Cac dinh li kep

Ta nh3c lai mét dinh i 8 ddu chuong : Cho hai day s6 (i) va (v,). N&u |u,| < v, véi

moi n va limv, =0 thi limu, =0.
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" D6 1a mt trudng hop riéng cda dinh li sau ©
Binh li 1 (Binh li kep vé gidi han cla day sG)
Cho ba day s8 (u,), (v,) va (w,). Néu
u, <v, <w, véimoin : )]

va limu, =limw, =L (L eR) thi limv, =L.
Chumg minh. TU (1) suy ra

0<v, —u, <w, —u, v6i moin.
Vi lim(w, —u, ) = limw, —limu, = L—L =0 nén lim(v, —u,)=0.
Do d6 limv, = im[ (v, —u, )+u, | = lim(v, —u, )+ limu, =0+ L=L.

Vi du. Tim gi6i han clia day s6 (u,,) vdi

u, = ! + ! +...+ !
n— » e . ——
\/n2+1 \/n2+2 n2+n
Gidi. V8i m&i s6 nguyén kma 1<k <n, tacod
PR ST
\/n2+n \[n2+k n? +1
Do dé
n n
<u, < v@i moi n.
n® +n Vn? +1
D& thy lim ——m—— = lim ————=1,do d6 limu, =1. O

\/n2+n \/n2+1

Tu dinh Ii 1 va dinh nghia gidi han cla ham s6 ta suy ra

Pinh Ii 2 (Dinh li kep vé gidi han clia ham sG)
Gia st J 1a mét khodng chifa x, va f, g, h 1a ba ham s6 xac dinh trén tap hgp
IN{xp}. N&u f(x) < g(x) S h(x) v6imoi xeJ\{xo} va lim f(x)= lim h(x)=L

X=X XXy

thi lim g(x)=L.

X—)XO
Ap dung dinh li 2, ngudi ta chimg minh dugc dinh li sau :
Dinh1i 3

lim 22X =1,
: . x=0 X

Chting minh ‘
Vi x # 0 nén ta chi cdn xét x trong mdt khoang nao d6 chifa diém 0, chdng han
xe ('%%) vax=0.
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e Trudc hét gia st x (0;%). Trén dudng tron , uAT
lugng giac, ta dat cung AM c6 s6 do béng x rad.

Tia OM ct truc tang tai diém T (h.4.7). Ta c6 dién x

tich A OAM < dién tich hinh quat OAM < dién tich 0 A
A OAT, tic 1a

L sinx<lx <ltanx
2 2 2  Hinh 4.7

Vi xe (0 ; E) nén sinx >0 ; do d6 chia cac vé& clia cac bat dang thitc trén cho

2
1 .
Esm x, ta dugc

X 1
. < .
sinx cosx '

1<

(1
Vi cosx > 0 vdi xe[O;—g—) nén tu (1) suy ra
cosx<s—1}£<1. @)

Néu x e [—g ; 0) thi —x € (O ; gj ; &p dung céng thifc (2) véi (-x), ta dugc

cos(—x) < Em_(;x)

sin x
<1, hay cosx < —— <1,
X

Vay véi moi x e (—g : g) va x = 0 ta luén 1udn ¢ (2).
Dé th8y lim cos x = cos0 = 1. Theo dinh Ii 2, tif (2)
x—0

. sinx
suyra lim ——=1. O
x—0 X

2. Piéu kién dé mét day sé ting hodc giam cé gidi han hiru han

Ta thira nhan dinh li sau :

Pinh li 4

a) Day s6 tang va bj chan trén thi cé gidi han hitu han.

b) Day s6 giam va bj chan dudi thi c6 gi6i han hitu han.

Ap dung dinh Ii 4, ngudi ta chimg minh dugc su tén tai gidi han hitu han cda nhiéu
day s6. O day ta chi néu mét vi du quan trong. Xét day s6 (u,) vdi

n
u, =[1+%j .
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Dung may tinh b tdi, ta tinh dugc céc gia tri gan dung cha céac s6 hang cla né :
252,25;2,37037037 ; 2, 44140625 ; 2,48832 ;.. . ; ujgpo = 2,71692393; .. .;

Ngu’c‘!i ta chimg minh dugc réng day 1a mot day s6 tang va bi chin trén (chdng han
bdi s6 3). Theo dinh i 4, day s6 nay cb gibi han hitu han. Gigi han d6 dugc ki hiéu la

e ticla
n
e=lim(1+l) .
n

Ciang nhu s6 &, s6 e c6 mdt vai trd quan trong trong toan hoc. Ngudi ta da chimg
minh dugc rng n6 1a mot s8 vo ti va cb gia tri la
e =2,718281828459...

GIOI HAN MOT BEN

Trong dinh nghia lim f(x), ta gia thi€t ham s6 f xdc dinh trén tap hop

x—)xO
(a; b)\ {xp}, trong d6 (a ; b) 12 mot khoang chita diém X . Nhu vay, cic gid
tri duge xét clia x 1 cdc gid tri gdn x,;, bao gom ca cic gia tri 16n hon 1an nho
hon x,. Khdi niém gi¢i han mot bén xudt hién khi ta chi xét cac gid tri cla

ham s6 v6i x > x; hodc chi xét cdc gid tri cla ham s6 v6i x < x;.
Giéi han hiru han

DINH NGHIA 1
Gia sir ham s6 f x4c dinh trén khoang (x; ; b) (xy € R). Ta néi
rang ham s6 f ¢6 giéi han bén phai 12 s6 thuc L khi x d4n dén x,
(hodc tai diém x;) néu v6i moi dy s6 (x,,) trong khoang (xg ; b)) ma
limx,, = x;, ta déu c6 limf(x,) = L.
Khi d6 ta viét

lim f (x) =L hoac f(x) > Lkhix —> xO

X——)XO

Dinh nghia giéi han bén trdi clia ham s6 dugc phdt biéu tuong tu.
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DINH NGHIA 2

Gia sir ham s6 f xdc dinh trén khoang (a ; xg) (xo € R). Ta néi
rang ham s6 f c6 gi6i han bén trai 13 s6 thuc L khi x dén dén x,
(hoc tai diém x;) néu véi moi day s6 (x,) trong khoéﬁg (a; xp)
ma limx,, = xo, ta déu c6 limf(x,)) = L.
Khi d6 ta viét

lim f(x)=L hoicfix) > L khix — Xg -

X—‘)XO

Nhdn xét

1) Hién nhién néu lim f(x) =L thi ham s6 f c6é gi6i han bén phéi va gidi
.X—-)XO

han bén trdi tai diém x, va lim f(x) = 11m fx) =
X—>Xxg x—)xo

2) Ta thira nhén diéu nguogc lai ciing diing, nghia 1a

Néu lim f(x)= lim f(x)=L thi ham s6 f c6 gi6i han tai diém Xo va
X—')./\O Y—)XO

lim f(x) =L

X—)XO ]
3) C4c dinh If 1 va dinh Ii 2 trong §4 van ding khi thay x — x, bdi x — Xo
hoac x — x,".

Vi du 1. Goi d 13 ham dau
-1 véi x <0,
dx)=1< 0vé6ix=0,
| 1 v6i x > 0.

Tim lim d(x), lim d(x) va hm d(x) (néu co).

x=0" x—0*
Gidi
Vé6ix <0, tacé dx)=-1. Do do
lim d(x) = lim (-1) =-1.

x—0" x—0"



2.

Tuong tu, ta c6

by
lim d(x)= lim 1=1.
x—0" x—0"
Vi lim d(x) # lim d(x) nén khong tén 1 ,
x—0" x—=0* s
- ‘ 0 X
tai lim d(x) (h. 4.8). O 1
x—0
[H1] 7im gi6i han bén phai, gisi han bén tréi

va gidi han (néu c6) clia ham s& Hinh 4.8
3 o
VOl x < —1,
flo) =
2x% -3 véi x > -1

khi x dan dén —1.

Gié6i han vo cuc
1) Cic dinh nghia lim f(x)=+o0, lim fx)=—-o, lim f(x)=

XXy X=>Xg x> x§

va lim f(x)=-o duoc phat bidu tuong ty nhu dinh nghia 1 va dinh

x—)XO

nghia 2.
2) Nhan xét 1 va nhan xét 2 vén diing déi véi gi6i han vo cuc.

Vidu 2

a) Tir dinh nghia gi6i han bén trdi va giéi han bén phdi clia ham s6, ta c6

) 1 . 4. 1
lim —=-oovd lim — =+ o,
x>0 X x>0t X

Vi lim 1 # lim 1 nén khong tén tai hm — (h 4.9a).
x=0" X x50t X -0 X

b) D& dang thdy ring lim L +o, Do d6
x>0 x|

lim 1 =+o0vid lim 1 = +00 (h. 4.9b). O
x>0 1 x ] x>0+ 1 x|
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a) b)
Hinh 4.9

Céau hoi va hai tap
26. Ap dung dinh nghia gi6i han bén phai va giéi han bén trdi clia ham s6, tim céc
gidi han sau :

a) lim Vvx-1; ‘ b) lim(x/5-—x+2x);

x—-1* x5
. 1 .
¢) lim ——; d) lim
x—)3+x—3 x_>3_x_3

27. Tim céc gidi han sau (néu cf) :

2) lim X2 b) lim 1= 2!. ¢ lim X =2

X2t X =2 xs2” X =2 x—2 X —2

28. Tim céic gi6i han sau :
2

a) 1imff—2i;-; b) lim 42X .

x—>0" x —x , X927 2 —-Xx

X2 +3x+2 \/x2—7x+12

¢) lim —f/———; d) lim .

x>0 S 4+ x4 x—3" \[9 - x?
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29. Cho ham s6

21x =1 Vol x £ -2,
fx)=

\/2x2+1 VoL x > — 2.

Tim lim f(x), lim f(x) va lim f(x) (néuco).
x> (=2)" x> (=2)" x—>=2
Luyén tap
30. Tim céc gidi han sau :
2
a) lim_ 1x? - 8I; b) lim x_2_+x_+1 .
x—o/3 =2 x° + 2x

3
o lim | d) lim 3{3’%"—19 :
x—>-1\{x“ =3 x—3 x° -6

\/1—x3—3x. o 2lx+11=5Jx* -3

e) hm : lim
)x—>—2 2x2+x_.3 f)x—>——2 2x +3
31. Tim céc gibi han sau :
3 4 _
a) lim T T2 22 | | b) lim —*— 27X
x=2 x* =2 x>32x" -3x -9
4
- Jl—-x+x-1
o lim X 10 &) lim XXX
*>-2x° + 6x + 8 x—=1" \/x2 -5
32. Tim céc gi6i han sau :
200 + 13 =1 206 +3
a) lim 3 ; b) lim ————
H+w\/ 2x° - + x) x>0 [0 1y

[ 2

X+ x+2x X

¢) lim Y¥—4m——; d) lim (x+1 /————
)x—1->—oo 2x+3 o )x—>+oo(x ) 2t + X% +1

33. Cho ham s6
f(x)—{xz -2x+3 véix<2,

4x -3 voL x > 2.

Tim lim f(x), lim f(x) va lim f(x) (néu co).
x—2F x—>2" x—2
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MOT VAI QUY TAC TiM GIGI HAN
vO CUC

Céc dinh 1i trong muc 3 §4 chi diing d6i v6i cdc giGi han hitu han, khong 4ap
dung dugc cho cac giéi han vo cyc. Trong muc nay, ta s€ gidi thiéu mot dinh
Ii lién quan dén gidi han vo cuc va hai quy tic tim gidi han vo cuc. Pinh Ii va
céc quy tac nay duoc dp dung cho moi trudng hop :

X=>Xg X>X5, X—>X;, X—>+0Vix—>—0o,

Tuy nhién, dé cho gon, ta chi phat biéu cho trudng hgp x — x;.

DINH Li

Néu lim |f(x)|=+co thi lim 0.

1
x—)XO X‘—)XO f(-x)_

Dé dang suy ra dinh i trén tir dinh nghia giéi han clia ham s6.
Quy tic 1
Néu lim f(x)=f2o va lim g(x) =L #0 thi lim [fAx)gx)]

X—> Xg X—> XO X—> XO
duoc cho trong bang sau :

xlirl}co f(x) D&u caa L xILH;O[f(x) g(x)]
+00 o+ +00
400 - — —00
—00 + —a0
—00 - +00
Vidu 1. Tim
a) lim 2x°-x*+3x-5); b) lim — 21 :
X—>—0 x2>=02x” — x“+3x -5
Gidi
a) Tacé
20 P +3x— 5= x3(2—-1—+—32———5—) véimoi x # 0.
X x %



Vi lim ¥’ =—o va lim (2——1—+—3——-—5—j =2>Onén

lim (2x —x?+3x — -5) =

X—>—00
b) Vi lim ‘2x3—x2+3x—5, +00 nén hm 3 ! =0. O
X—>—0 X2-0Qx” — x +3x—5
Vidu2.Tim lim 3x%- 5x.
X—>—0

Gidi

V6ix<0,tacod

\/Sx—5x 3——— 3——)5;. Vi limlxl=+0 vi

X—>»—00

lim ,, \/—?; >0nén lim \/sz— 5x = 4. a

X—>—©0 X—>—00

]E_‘ Tim lim 3x?-2x3.

X+
Quy tic 2

Néu lim f(x)=L#0, lim g(x) =0 vag()> 0 hoic g(x) <0

XX X=X

voi moi x € J \{xy}, trong d6 J 12 mot khodng nao d6 chira X

thi lim S dugce cho trong bang sau :
XX g( )
o ) S
L] L] l m

Diuctua L | Déu cua g(x) g 2(x)

+ 4 +00

+ | —_ v —00

— + ) —00

- - 4+
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Vidu3. Tim lim -%”f-ii
x—>-2 (x+2)

Gidi

Tacé lim (2x+1)---3 <0, km (x+2) —0va(x+2) >0 vdi moi

x> =2

x % =2 Dodé 1lim _;_m = ~00, , O

x-2 (x +2)
2

Vidud Tim lim X2
xo2t X=2

Gidi
Vi lim (x2+x-2,)==4 >0, lim (x ~2) =0 vax—-2>0véimoix>2 nén
x=»2" x=2°
2 - R
im 2P X=2 Lo o
X2t X=2
2
2 7m tm SrX=2
x =2

x->2"

nod &2
Vidus. Tim lim 25X *1
x>-o  x"e—x4+1

Chia tf va mdu clia phan thic cho & @ n luy thira cia x c6 bac cao nhit
trong tit va miu ctia phan thiic), ta duge

. 2__24..}..
23 -5x2+ 1 Toox 3
5 ='1 1 1~ v6imoi x # 0.
X =x+1 A
x 25
Vi lim 2-—-5-+—L'-=2>(), lim .1___.1,_+_l_ =0 va
X =P O X x3 : x>\ X x2 x3
l—-—!—+--!-—=-1- 1-——+—~1- <0 v6i x<0nén
X g2 0 )
3 2,2, _
im 2x” = 5x +1=__°b‘ O

x=>-o x2—x 41
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Céu hol va bai tap

34, Tim céc gidi han sau ;

a) lim (3x 5247y b) lim y2x* —3x+12,

X=»—=0 X=r+e0

38, Tim cAc giGi han sau :

2x+1 2x+1
lim . b) lim ;
)x—ﬂ*x 2 )x—>2x—-2
e (1 1Y o (]

36. Tim céc gi6i han sau ;

¥ -5
5 b) lim -

lim - i .
a) +1 X->—=© 1 = 2x

X=p+0 x*

37. Tim cdc gidi han sau :

(x 1) "3x -3

x>

§ 7 CAC DANG VO DINH

a) hm{ 2% +1} _ b) tim —— 25
=21 (x = 1(x" = 3x + 2)

Khi gidi cdc bai todn vé gidi han, ta c6 thé gap mot s trudng hop sau day

1) Tim lim= PAS ), 1rorig 46 limf(x) = limg(x) = 0 hoic limf(x) = £ w,

g(x)
limg(x) =+ o,

2) Tim lim[f(x)g(x)], trong 46 limf(x) = 0, limg(x) = £ w.
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3) Tim lim[f(x) — g(x)], trong d6 limf(x) = limg(x) = +
hodc limf(x) = limg(x) = —oo.

(Khi x — xg, hodc x - xg , x = x5 , X —> 400, X — —0).

Khi d6 khong ap dung dugc céc dinh 1i vé gidi han hitu han cling nhu cdc quy
tic tim gidi han vo cuc. Ta goi d6 1a cdc dang vo dinh va ki hiéu chiing, theo
thi tu, 1a

o0

O .
1)‘6,;, 2) 00 ; - 3) 00— o0,

Khi tim gidi han cic dang ndy, ta cdn thuc hién mot vai phép bién ddi dé co

- thé sir dung dugc cic dinh Ii va quy tac da biét. LAm nhur vay goi 13 khir dang

1. Dang

164

vO dinh. Sau day 1a mot s6 vi du.

0

0 va

88

Vidu 1. Tim 11m—2————2—x——1—
x-1x° —12x + 11

Gidi
Ta c6 dang v6 dinh —g— Nhan tir va méu cla phan thic véi x + \/2)c_—1,
ta duoc '

- m ; ch——)(x + \/ZCT)

¥ —12x +11 (x —12x+11)(x+1/2x )

_ x? -2x+1
(x=D(x—1Dx +2x-1)
x—1 '

viix=#1.

EETIYn J2x-1)

—2x -1 ’ x-1 —0. ol

limz———h
x-1x% —12x + 11 x—>1(x—11)(x+\/2x—1)

IE_?J Tim lim _x___—__1_6_

x5-2x3 4+ 2x?

Do d6




2.

Vx® - 3x

Vidu 2. Tim lim -
¥—-0 2x° +1] .
Gidi ‘ S

Ta c6 dang v6 dinh ; Véimoix <0, tacéd

Vb = 3x = x6(1—i)=x|3 1-——3—=—x3 1_3.
x

x5 P 5
Do d6
JE Sh-2 0 ho3
X "3)(.';_ x5 _ xs .
22 +1 ¢ 2x% +1 2.1
1Y x x3
Vi lim 1—%—:1, lim (g+—13—)=0vég+—1—<0v6imoix<0
X—>—00 X x—>—-oo{ X X X X
nén
< 4
\/ -3 )
lim Y "2 _ o ‘ |

xo-o0 23 41

,6
@T/m lim YX =3

x>+ 232 4] _
Dang 0.0

Vidu3.Tim lim (x - 2) |—>

x—2" x2 -4

Giai
Ta c6 dang v6 dinh 0.c0. V&i moix >2,tacé -

X Jx __,/x—-2.\/;.

(x-2) =(x-2) = =
x* - : \/(x - 2)(x+2) \/x +2
Do d6 |
lim (x - 2) [5*— = lim Vx"z"/;=0‘ﬁ=0. O
x—2" xc -4 xo2t \/x+2 2
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3. Dangow -~
Vidyd. Tim lim (V1 +x - x).
' X=3400 ] .
Gidi
Ta c6 dang vo dinh c — . Nhan va chia biéu thdc di cho véi biéu thic
Jsx+ ,«/; , ta duoe

o o~ (Wlx- f)(«/i+x+f) 1
1+x—«/§ J+x+4x \/1+x+f

. | |
fim (V1+ lim e = 0.
x—-l-btgoo( - \/—_ x—1>r§oo 14+ x ++x

(V1 + X+ ,j; duoc goi 1a biéu thitc lién hgp cta bidu thifc /1 +x —+/x).0

Do d6

Cau hél va bal tap

38. Tim cdc gidi han sau :

3 . ) _
a) lim x2 8 ; b) lim m ;
x2 x°~4 x(=3)" (x + 3)?
2x%+ 5x-3 \/x3+1 -1
¢) lim ———— d) lim Y————--
x>(-3"  (x+3)? ‘ x>0 x%4x

39. Tim c4c gi6i han sau :

2, . 2 _
2) lim 2x“ +x~-10 b) lim \2x Tx+12

9

X400 93—3_x3 . _ X~y—00 31x1-17

40. Tim céc gioi han sau :

) lm P+ 5 b lim (x+2) |5
x> (~1)* x* -1 . X—>+00 X+ x

41. Tim c4c gidi han sau :

@ lim (\/x.2+l—x); b) 1im_gi‘_2:’iiz_l‘.l. h

X-y+ad " ‘ x—-1 xX° -x
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Luyén tip

42. Tim c4c gi6i han sau :

, 3
a) lim |~ + | ; b) lim 5 .
x50\ x 42 x5-2 X+2
29 9-x . x—0 X
. 4 3 4
- 4
&) lim L -X *11. f lim Y212

1+ 2x -7 >-o X+4

43. Tim céc gi6i han sau :

x3+3«/§_ \/;-2_

b) lim

a) lim

x—-)—\/§ 3- x2 x4 x2 —4x ,
x -1 | Ve x+1-1
¢) lim ; d) lim ' .
) o1t x2 — x ) x—0 3x

44. Tim cic gi6i han sau :

27 +x by lim [d+yx2 +x

a) lim x ; 5
)'x——)—oo x5 - x2 +3 ’ X—>—00 x+10
V2xt + 2% -1 ' v
¢) lim ¥ *X ; d) Hm (y2x2 +1+ x)..
X=>»+00 1-2x X=>—00

45. Tim céc gi6i han sau :

2 rx-x | =%

a) lim 3 ; b) lim x :
x—0* X x->1" 2\/1 -x+1-x
— ‘ b Y 3 —
o) fim —_ . d) lim Y =8

X3 427 _ 53 x—»2" x% ~2x
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§ 8 HAM SO LIEN TUC
Il |

Trong dinh nghia gi6i han chia ham s6 tai mot diém, ta khong gia thiét ham s6
xéc dinh tai di€ém d6. Hon nifa, n€u ham s6 x4c dinh tai diém duogc xét thi gi6i
han (néu c6) va gié tri clia ham s6 tai diém d6 khong nh4t thiét bing nhau. Tuy
nhién v6i nhitng ham s6 thudong gap nhu cic ham da thic, cdc ham phan thic
hitu i, cdc ham s6 lugng gidc, ..., gi6i han vA gi4 tri ctia ham s6 tai méi diém ma
n6 xdc dinh 12 bang nhau. Cdc ham s6 c6 tinh chat vira néu déng vai trd quan
trong trong Gidi tich va trong cic nganh Todn hoc khdc. Ngudi ta goi chiing 13
cac ham s6'lién tuc.

1. Ham sé lién tuc tai mot diém
PINH NGHIA |
G sirham s6 f x4c dinh trén khoang (a ; b) va x, € (a ; b). Ham
s6 f dugc goi 12 lién tuc tai diém x, néu

lim f(x) = f(x).

lx~)x0
Ham sd& khOrig lién tuc tai diém x; dugc goi 1A gian doan tai
dlém Xp- .

-Vidul
a) Ham s6 f(x) = x° lién tuc tai moi diém

XpeRvi

lim f(x)=x5 = f(x)).

X—> Xy

b) Ham s6

1 véi x # 0
fy=1<x
0 véix=0 ' Hinh 4.10
gin doan tai diém x = 0 vi khong t6n tai lim f(x) = lim 1 (h. 4.10). a
' . x>0 x>0 X
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EI Xét tinh lién tuc cha ham s6 f(x) = Ix! tai di€m x = 0 (h. 4.11):
Vi du 2. Xét tinh lién tuc cia ham s6 ' Y
¥ +lvsix = -1

%

f) =

1 L. | 4

— Vviix=-

2
tai diém x = 1. \ 0 X

- Gidi
Taco

lim f(x)= lim (x*+1) =2 vafi-1)= 1
x—>-1 x->-1 2

- Hinh 4.11
Vi limlf(x) # f(~1) nén ham s6 f gidn doan tai diém x = -1 (h. 4.12). O
xX—-— ) .

A

\X
\““ <
|
I .

Hinh 4.12 ‘ © Hinh4.13
[I'_'IZI Xeét tinh lién tuc cda ham s6

2 e
Ao = X +1voix<l1
x—=1 v6ix>1

tai diém x = 1.(h. 4.13).
2. Ham s6 lién tuc trén mot khoang, trén mot doan

DINH NGHIA ‘

a) Gia sir ham s6 f xdc dinh trén tap hop J, trong d6 J 1a mot
khoang hodc hgp clia nhiéu khoang. Ta néi rang ham sé f lién
tuc trén J néu no lién tuc tai moi diém thudc tap hop do.

b) Ham sd f xac dinh trén doan [a ; b] dugc goi 1a lién tuc trén
doan [a ; b] néu nd lién tuc trén khoang (a ; b) va

lim f(x) =fla), 1iH11]_ f(x) =fb).

x—>a
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Vi du 3. Xét tinh lién tuc ciia ham s6 v 4y
Fo) = 1= x* trén doan [-1; 1].

Gidi |
Ham s6 di cho x4c dinh trén doan
[~1; 1. v ~1 0
Hinh 4.14

Vivéimoix, e (-1;1)tacé

lim £(x) = lim -2 = 1- 2 = Fxy),

XX . X=>Xy

nén ham s6 flién tyc trén khoang (=1 ; 1). N godira, ta cé

im f(= Lm 1-x* =0=£-1)

x=>(-1D* x—=(-1)7*
va lim f(x) = lim {1-x® =0=A1).
x=1" x-}1‘ ‘
Do d6 ham s6 di cho lién tuc trén doan [-1 : 1] (h. 4.14). Qa
CHUY

Tinh lién tuc cha ham s6 trén cdc nia khoang [a ; b), (a ; b],
[a ; +00) va (~o0 ; b] dugc dinh nghia twong tu nhu tinh lién tuc clia
ham s& trén mot doan. ‘

E[ Chung minh réng ham s6 fx) = \[x + 1 fién tuc trén nia khodng [~1 ; +o)
(te 1a lién tuc trén khodng (-1 ; +0) va  lim fx) = f(-D).

x> .
Qua céc vi du da xét, ching han vi du 3, ta thdy ham s6 lien tuc trén mot
khoang hoac trén mot doan c6 d6 thi 1a mot dudng "lién nét". Trong vi du 2,
ham s6 f gidn doan tai diém x = -1 ; dé thi cia né khong phai 12 mot duong
lién nét. V

Nhdn xét. Tix dinh If 1 va nhan xét sau dinh li 1 trong §4, d& dang suy ra

1) Téng, hiéu, tich, thuong cta hai ham s6 lién tuc tai mot diém 13 nhimg ham
s6 lién tuc tai diém d6 (trong trudng hop thuong, gid tri clia méu tai diém dé
phai khac 0). '
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2) Ham da thtic va ham phén thic hitu ti (thuong clia hai da thic) lién tuc trén tap
x4c dinh cua chiing (tc 12 lién tuc tai moi diém thudc tap x4c dinh ctia chiing).
Ta thira nhan dinh If sau

DINH Lf 1

Céc ham s6 lugng gidc y = sinx, y = cosx, y = tanx, y = cotx
lién tuc trén tap x4c dinh cha ching.

Tinh chéit cia ham sé lién tuc
DINH Li 2 (Dinh I vé gid trj trung gian cia ham s6 lién tuc)

Gia slr ham s6 f lién tuc trén doan [a ; b]. Néu f(a) # f(b) thi
véi mbi s6 thuc M nim giita fla) va f(b), ton tai it nhat mot
diém ¢ e (a ; b) sao cho fic) =M.

Y

Y nghia hinh hoc ciia dinh I O S y =)
Néu ham s& f lién tuc trén doan [a ; b] va ‘ / ™ i
M la mot s6 thuc ndm giika fla) va f(b) thi M f(aM : y=M
dudmg thdng y = M cdt do thi ciia ham so ! L
y = f(x) it nhdt tai mot diém c6 hoanh dp =~ ¢ 0 ¢ b X
c € (a;b)(h 4.15). '

Hinh4.15

HE QUA

Néu ham s6 f lién tuc trén doan [a ; b] va fla) fib) < O thi tén
tai ft nh4t mot di€m ¢ e (a ; b) sao cho f(c) = 0..

Y nghia hinh hoc cia hé qua

Néu ham s6 f lién tuc trén doan la ; b] va

Aa)fb) < O thi d6 thi ciia ham s6'y = f%) 1’ )
cdt truc hoanh it nhdt tai mgt diém c6 [ () ) S y -
hoanh dé ¢  (a ; b) (h. 4.16). | /e\i
a
Vi du 4. Cho ham s6 P(x) = ° + x -1 S %
. N ! I
Ap dung hé qua, chiing minh ring phuong ol _}'/
tinh P(x) = 0 c6 it nhdt mét nghiém
duong nhé hon 1. Hinh 4.16
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Gidi

Ham s6 P lién tuc trén doan [0 ; 1], P(0)=-1vaP(1)=1. ‘

Vi P(0)P(1) < 0 nén theo hé qua, ton tai it nhat mot di€m ¢ € (0 ; 1) sao
cho P(c) =0. ,

x = ¢ chinh 12 mét nghi¢ém duong nho hon 1 ctia phuong trinh P(x) = 0. O

) X% +5x=2 L .
Cho ham 6 fix) = """~ Ching minh réng t6n tai it nh&t mot diém

c € (0; 2) sao cho fic) =-0,8.

Céau hoi va bai tap

46. Chiing minh rang :
3

a) Cac ham s6 f(x)=‘x3 -x+3 va gx) = x -1 lién tuc tai moi diém
x°+1
xeR.
| ‘ ’________xz—3x+2 véi x # 2
b) Hims6 f(x) =< x-2 ’
{ véi x =2
lién tuc tai diém x = 2.
- véi x # 1
c)Hams6 f(x) =4 x -1 ’
2 véi x =1

gi4n doan tai di€m x = 1.
47. Ching minh ring :

a) Ham s6 f(x) = x* = x? +2 lien tuctrén R ;

1
\/1 — x?

" ¢)Ham s6 f(x) = V8 — 2x% lién tuc trén doan [-2 ; 2] ;

b) Ham s6 f(x) =

lién e trén khodng(~1; 1)

d) Him s6 f(x) = v2x —1 lién tuc trén nita khoang |:% ; + ooj.' '
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48. Chiing minh rdng m&i ham s6 sau day lién tuc trén tap xac dinh cdia né :

x2+3x+4_

8) f0) = ——7—; b) f(x)=v1—-x+2 - x.

49. Ching minh ring phuong trinh
x%cosx + xsinx+1=0

c6 it nhit mot nghiém thuéc khoang (0 ; ).

Bai doc them

TIM GIA TR| GAN BUNG NGHIEM
CUA PHUONG TRINH

Ta sé duara mét' ki thuat tim gia tri gan dung nghiém clia mét phuong trinh nhd ap
dung hé qua cla dinh Ii vé gia tri trung gian cia ham sé lién tuc.

Gia s(r ham s6 flién tuc trén doan [a ; b] va fla), f(b) trai ddu. Khi d6, khoang (a ; b)
chifa it nhat mét nghiém cta phuong trinh f{x) = 0.

V-4 ? g BN + b
Goi m la trung diém ctia doan [a ; b], tic la m = a .

1. Néu fim) = 0 thi m 1& mét nghiém ctia phuong trinh.

2. Néu f(m) = 0 thi fim) trai dau v6i fla) hodc trai dau vai f(b).

a) Néu f(m) trai ddu véi fla) thf phuong trinh ¢6 nghiém nam trong khoang (a ; m).
~b) Né&u fim) trai ddu véi f(b) thi phuong trinh cé nghiém nam trong khoang (m ; b).

Gia st xdy ra trudng hop a). Goi m, la trung diém cla doan [a : m], tic 1A

a+m
2 B

Tiép tuc qua trinh d6, sau mét s8 hitu han budc, ta tim dugc hosc mét nghiém cla

phuong trinh ho#c gia tri gan dung clia mot nghiém véi @6 chinh xac mong muén vi

céc doan chira nghiém ngay cang "that" lai.

my = . Ta lai xét gia tri f(m;) nhu da lam ban d4u.

Vi du 1. Ham s6 f(x) = 2x% +7x% + 6x — 21 lién tuc trén R, Viif(—2) =11va

f(=1) = =18, nén phuong trinh 233 +7x* +6x - 21=0 cb it nhat mc}t'nghiém
trong khoang (-2 ; —1). Ta tim gia tri gan dung cGa nghiém d6 theo cach da néu.
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e Trung diém ciia doan [-2 ; 1] 1a 1,5 ; Vi i-1,5) = —7,5 nén phuong trinh cé
nghiém nm trong khoang (-2 ; —1,5).

e Trung diém cla doan [-2 ; —1,5] 14 —1,75 ; Vi (-1,75) = 0,65625 nén phuong trinh
c6 nghiém n&m trong khoang (1,75 ; -1,5).

Ta tiép tuc ldam nhu vay cho dén khi dat dugc gia tri gén dang cda nghiém véi 46
chinh xac cén cb.

Quy téc thyc hanh

Trong tinh toan ta khéng quan tam dén cac gia tri lién tiép clia f(x) mé chi quan tam
dén d&u clia chang. Vi vay, ta ghi cac gia tri lién tiép cla x trong mét bang gém hai

-cot : cbt + va cht -

» Trong c6t + ta ghi cac gia tri cla x, tai d6 f(x) 18y gia tri duong.

« Trong cét - ta ghi cac gia tri cla x, tai d6 f(x) 18y gia trj am.

» Mdi gi4 tri tiép theo clia x 14 trung binh cdng ciia gia fri sau cling clia cft + va gia trj
sau cling cla cft — trudc nb.

» Nghiém clia phuong trinh nam giita gié tri sau cling cilla cot + va gi4 trj sau cling
cla cot —.

Chéng han, véi vi du 1, ta ¢6 bang sau :

+ —
f=2)=11 -2 ‘
~1 A-1)=-18
-1,5 fi-1,5)=-7,5
£(-1,75) = 0,65625 -1,75 ‘
-1,625 | f(=1,625) = -3,68359375
~1,6875 f(~1,6875) = ~1,5805664063
~1,71875

Phuong trinh c6 nghiém x, thod man
~1,75 < x, <—1,71875.
Gia tri gén ding clia nghiém 1a —1,7 sai khac khong qua 0,1. . o

Vi dy 2. Tim gi4 tri gn ddng ciia ~/2 v6i ba chir s6 thap phan.
Gidi
Tathdy 2 14 mét nghiem clia phuong trinh

fiy=x*~-2=0. ‘
Vif{1) = -1 va 2) = 2 nén phuong trinh trén c6 mdt nghiém nam trong khoang (1 ; 2) ;
d6 1a /2 (cdn nghiém —J/2 clia phuong trinh ném ngoai doan {1 ; 2)). Béng sau
@4y cho ta gié tri gdn dung clia V2.



- , +
1
2
1,5
1,25
1,375 «
1,4375
1,40625
1,421875
1,4140625
1,41796875
1,416015625
1,4150390625
1,41455078125
Tir bang trén ta c6 | :
1,4140625 < JE < 1,41455078125.
Gié trj gén dung clia 2 14 1,414 sai khéc khong qua 0,001. |

Luyén tap

50. Chitng minh ring :
a) Him s6

gidn doan tai diém x = 0.
b) Méi ham s6

g =X -3 vahx)={*"2

lién tuc trén tap x4c dinh cia nd.
51. Gidi thich vi sao
a) Ham s6 fix) = x*sinx — 2c052 x+3 litntuctren R ;

x4 xcosx + sinx

b) Ham 56 g(0) = —— =713

litntuctrén R ;
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(2x + Dsinx — cos> x

c) Ham s6 A(x) = — lién tuc tai moi diém x # kn, k € Z.
xsinx v
52. Chimg minh ring ham s6 f{x) = x> + x + 3 + " i 3

lién tuc trén tip x4c dinh

cua no.

53. Ching minh ring phuong trinh x> + x +1=0 c6 it nhit mot nghiém am

16n hon —1.

54. Cho ham s6

176

1 véi x =0
f)=qx
-1 voi x =0
a) Chiing té rang f(-1)f(2) < 0. ‘
b) Chimg t6 rang phuong trinh f(x) =0 khong c6 nghiém thudc khoang
(-1;2).
c) Diéu khéng dinh trong b) c6 mau thuln véi dinh 1i v€ gid tri trung gian cta
ham s6 lién tuc hay khong ? '

80 4/,
Sphle.

cO-sl, NHA TOAN HQC LON :

Nha toan hoc Phap Cé-si (Cauchy) la mét trong nhimg ngudi sang 1ap ra Gidi tich
hién dai, déng thai 6ng cling c6 nhiéu déng gop sau sic trong cac nganh toan hoc va
khoa hoc khac. Ong da dé lai dau an thién tai clia minh trong nén Toan hoc thé ki XIX.

Sinh 8 Pa-ri, tif rat sém 6ng da ham mé toan hoc. N&m

mudi sau tudi-éng vao hoc Pai hoc Bach khoa Pa-ri va
trd thanh ki su. Sau d6, 6ng tham gia xay dung quan
cang Sec-bua (Cherbourg). Hang say lao dong nhung
sttc khoé khéng tot, 6ng danh phai trd vé gidng day
Gidi tich va Co hoc tai Dai-hoc Bach khoa Pa-ri.

T thE ki XVIIl, nha toan hoc Thuy &7 Lé-6-na O-e
(Leonhard Euler, 1707 — 1783) da phat trién phép tinh
vi phan clia nha toan hoc Anh Niu-ton (Newton, 1642 — 1727)
va nha toan hoc Dic Lai-bo-nit (Leibniz, 1646 — 1716).
Tuy nhién, cac khai niém vd cuc, vo cung bé va vé cung
I6n van con t8i nghia, khdng rd rang, 18p luén con thiéu
chat ché.

Augustin Louis Cauchy
(1789 - 1857)



55.

56.

§7.

Trong giang day, Co-si quén tam dac biét dén viéc dinh nghia cac khai niém mot
cach chat ché. Nhiéu dinh Ii va phuong phap do 6ng chiing minh va phat minh mang
tén 6ng. Chinh 6ng la ngudi déu tién da trinh bay khai niém gidi han clia ham s8
bang ngdn ngir nhu hién nay dang dugc gidng day trong cac trudng dai hoc.

Gio trinh Gidi tich ma 6ng gidng day va cong b da ngay lap tdc bj cac sinh vién va
cac déng nghiép phé phan bdi vi ndi dung clia né vugt xa muc tiéu dao tao cac ki su
tuong lai thai d6. Cudc cach mang nam 1830 da lam gian doan su nghiép clia 6ng.
Trung thanh véi Sac-lo X (Charles X), éng da tir chdi khong tuyén thé trung thanh véi
vua Lu-i Phi-lip Dooc-lé-sang (Louis Philippe d'Orléan), ngudi thay thé Sac-lo.

Ong da bi di day & Tu-rin, sau d6 & Pra-ha. Tai day 6ng da lam gia su cho cong tudc
Booc-d6 (Bordeaux), chau ciia vua Phép bi phé truét.

Trd vé Pa-ri nam 1838, tinh ¢d chap clia éng vé chinh tri d6i véi ché dé mdi da khién
dng b 18 nhiéu vi tri cdng tac ma nhiéu ngudi ao udc. :

Cudc Cach mang Cong hoa nam 1848 da giai Ii thé trung thanh cho cac cdng chitc.
Nha toan hoc thién tai da hét uu phién va nhan ghé Giao su Thién van — Toan tai
Pai hoc Sooc-bon (Sorbonne). Ong gidng day va nghién ciu & dé cho dén cudi dai.

Ong da c6 nhidu déng gép vé Giai tich, Dai s8, Hinh hoc, S8 hoc, Li thuyet ham s6
phirc, Cd hoc, Quang hoc, Thién van hoc, .

Céau hoi va bai tap on tap chuong IV
A. GIGI HAN CUA DAY SO

Tim gi6i han cha c4c ddy s6 (u,,) v6i

3 | : | 4
-n-— Jn© -2
a)u=2n n-3 . ' b) u, n n+3;

n 5n—-1 , 2n%+3

C) Uy =—-2n"+3n-17,; Cdyu,=Yn® +8n% - 7.

Tim gi6i han cta cac day. s6 (u,,) v6i

Nosin vos
aAu,=3n-,1-2n-1; bu,=—"—.
. | . LT
Cho mot cdp s6 nhan (u,), trong dé

243“8 = 32”3 voi Us 0.
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a) Tinh cong boi cuia cdp s6 nhan di cho.

b) Biét ring tdng cha c4p s6 nhan di cho bﬁhg 3% tinh uj.

58. Tim gi6i han cua ddy s6 (u,) xdc dinh boi
U = _1_ + _1_ + + ' 1 .
"T12 237 n(n+1)

Hudng ddn : V6i mdi s6 nguyén duong k, ta c6

1 . —
k(k+1)

kK k+1

B. GIGI HAN CUA HAM SO. HAM SO LIEN TUC

59. Tim céc gi6i han sau :

4
o lim —>*1 . d) lim ——

x+5

, 4 é_
2) lim 2x +3x+1 : by Lim X
x—-2 x2—x +2 x——0 2Xx-—1

s

(=3 x

X+ 4 )
24 4x+3° X2 (x = 2)? \I4—-x",

e) lim Br2x -2, f) lim (\/x2+x—\/4+x2)-

x—>(=2)* 1/,wc +2 X—>—c0
60. Ham s6 _ ‘
3

fﬁ vl x # -2
fxX)=14 4x+8
3vol x = -2

0 lién tyc trén R khong ?
61. Tim céc gid tri cla tham s6 m d€ ham s6
———————xz —3x+2 voi x <2
_f(x):; x? - 2x .

mx+m+1 véi x=>2
lién tyc trén R.
62. Ching minh ring phuong trinh

x*-3x2+5x-6=0
c6 it nhat mot nghiém thudc khoang (1 ; 2).
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Bal tap tric nghiém khach quan

Trong méi cdu cila cdc bai tir 63 dén 65, hay chon két qud diing trong cdc két

qud dd cho. '
63. a) lim2— 2nsin2n Ia:
2n
1
A)1; (B) R O -1; D)0.
2 4.3
b) 1im—-';——§”—_ Ia:
2n” +5n -2
1 ' 1 | 3
(A) > - (B) 3 - © R | (D) 0.
c) lim—o —1 la:
2"~ 23" +1
‘ 1 3, 1 T
(A)—E ; (B) 5 © 5 (D) -1.
d) lim2n - 32> 1 : |
(A) +0; B)-w; . (©2; (D)-3.
3
64. a) lim 2 —2; 1a:
1-3n
1 2
(A) "3 : (B) 35 O+ (D) —co.
b) lirh(2” —5") Ia:
(A) + 0 ®1; (©) =0 © 3
©) lim(Va+1-r) Ia:
(A) +0; (B)—o0; ©0; (D) L.
d) hm; Ia:
Vﬂz +n—-n

(A) +00; ®B0; (©)2; by -2.
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1 _ n
65. a) lim la:
3" +1

2 1
(A) -3 BO0; O1; D) 3
b) Tdng ctia cdp s6 nhan vo han

11 1 (-1

——2—, Z, - 8,..., 2” sene

la:

1 1 1
(A-7: (B) 53 ©-1; D) -3
¢) SO thap phan.vo han tudn hoan 0,5111... dugc biéu dién boi phan s6

6 46 43 47
O ®) g5 : © 55 ; D 55°
66. a) Trong bon gidi han sau day, giéi han nao la -1 7?
2 _ .3
A) lim 2t 3 ®) limZ—L ;
2-3n 20 +1
‘nz +n ' 3
() lim————z— ; (D) lim 3 .
- =2n-n n+3
b) Trong bon gi6i han sau day, gidi han nao la + o ?
2 . 3 _
(A) 1imf’_2_3”_f_g; (B) limn—i&%—l ;
n“+n n—2n
2 2 _
(C) lim—z-';—zl-; (D) im -+l
n’ +3n , 2n -1
¢) Trong bon gidi han sau day, giéi hannaola 0 ?
’ : n ' ' » n
(A) lim——F1_ . ®) lim>—"3 .
3.2" -3" 1-2" ,
v ~ 2
©tim~—" 5 | D) lim 2D
n“ +2n " n—-2n
67. Hay chon két qua diing trong cic két qui sau day :
2
2) lim = aH
x=>-1x7 42
' 3
A) 25 B 1; © -2; D)7
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b) lim f—?i‘— I
x=>3Vx"—x—6

1 | | NG

(A) 7 B2; © 3; (D) =
7 .
¢) lim % 1a
x4 x“+4x
5 5
(A) 1’ B 1; © 1 (D) -1
68. Hay chon két qua diing trong cac két qua sau day
2_
0 lim 2273
X+ x° + Sx
3
(A) 2; B 0; © ~3 (D)_ -3.
b) lim 3x5 +74x 11 I
x=>-0  x"4+x" =3x
(A) 0; B -3; © 3; (D) —oo.
o lim XX 73,
x—-0  3x°_7
(A) —o; B -2; ©o; (D) +oo.
69. Hay chon két qua ding trong cic két qua sau day
2) lim —X—L I
X—>+0a ’x2 -1 ’
(A) 1; - (B)-1; © 0; (D) + .
b) lim =X =1,
x—0 X _
1 1 :
(A) 3 (B)_E ; (O + D) 0.
&) tim =X = 12 Ia
x> (x — 1) , |
(A) 2; _ B)-1; ©) +o; . D)-oo.
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d lim > 1
x=-1x° +3x +2
2 .
A 2; (B) 3 © -1; (D) 0.
70. a) Trong bon gi6i han sau day, giéi han nao la -1 ?
‘ 2
(A) tim 22Xl ® lim 2212
x40 3x + x - x——0 x* —5x
32 ; 2
© lim 22X *3. ©) lim 2 1.
X~ +00 5x2 — x3 ) x-——-00 X +1

b) Trong bén gidi han sau day, giéi hannao 12 0 ?

x—-1 2x+5
A) li ; B) lim ;
( )xl—+rnlx3—-1 ()xi—2x+10
) ;

(©) 1im-—2—f—1— ; (D) lim (\/x2 +1 —x).

x>l x“ =3x+2 X+
c) Trong bon gidi han sau day, giéi han nao khong ton tai ?
(A) lim 2; *1 ; (B) lim cosx ;

x-»—00 x° + 1 X~>»+00

X X
(O lim ; ~ (D) lim
T ax=04x + 1 x>-1(x 4 1)2

71. Tim khing dinh dtng trong cdc khing dinh sau :
Ham s6

2

X ..
— voix<lLx=%0
X

f)=50 v x=0
\/; véix 21

|

(A) Lién tuc tai moi-diém trir cic diém x thuoc doan [0 ; 1].
(B) Lién tuc tai moi diém thuoc R.
(C) Lién tuc tai moi diém trir diém x = 0.

(D) Lién tuc tai moi diém trir diém x = 1.
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BA0 HAM

Dao ham la mét khai niém quan trong cta Gidi tich, né
la mdt cong cu séc bén dé nghién clu cac tinh chét cla
ham sé va giip hoan thién viéc vé df thi ham sé.

Hoc sinh can nam ving dinh nghia va y nghia cla dao

ham ; nho cac cong thiic, céc quy tac tinh dao ham va st
ding thanh thao chung.
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9

KHAI NIEM PAO HAM

1. Vidu mé dau

184

Tt vi tri O (6 mot do cao nhét dinh nao d6), ta tha mot vién bi cho roi tr do
xudng dét va nghién ciu chuyén dOng cta vién bi. Trong Vit Ii 10 ta da biét :
Néu chon truc Oy theo phuong thing ding, chiéu dwong huéng xuéng dat,
goc O 1a vi trf ban ddu cia vién bi (tai thoi diém ¢ = 0) va bo qua sitc can cua
khoéng khi thi phuong trinh chuyén dong ctia vién bi 1a

y=£) = % gr? (g 12 gia t6c roi tw do, g ~ 9,8 m/s°).
Gia st tai thoi diém ¢, vien bi & vi tri M, c6 toa d@ yo = £t ; tai thdi diém
t; (t; > ty), vien bi § vi tri M, c6 toa 40 y, = f(t;). Khi d6, trong khoang thoi
gian tit 7, dén ¢}, quang dudng vién bi di dugc 1a MM = f(t;) — f(ty) (h.5.1).
Vay vdn téc trung binh clia vién bi trong khoang thoi giandé1a .

@) - f) .

1
o (1) |
Néu #; — t; cang nho thi ti s6-(1) cang phan 4nh
chinh xdc hon sy nhanh chim cta vién bi tai 0
thoi diém ¢,. Tir d6, ngudi ta xem giGi han cia ti N
CFE) =) s s e s , g,
s0 1) = ) khi t; dan dén ¢ 1a vdn téc tic \
tl - tO - :f(t )
. . g ” . . . (tai tO)' MO / L
thoi tai thoi diém ¢, ca vién bi, ki hiéu 1a v(zy). /
N6i cach khac, ’ i A
. . tai tl [ Sdet
. L) — (& M
v(to) = lim M D !
tl—)to t - tO
Nhiéu vén dé cua todn hoc, vat 1i, ho hoc, smh
hoc, ... ddn dén bai todn tim gidi han
lim f(X) - f(x()) , _yY
XX X — Xy :
trong d6 y = f{x) 1a ham s6 nao d6. Hinh 5.1



Trong toan hoc, ngudi ta goi gidi han d6, néu c6 va hitu han, 1a dao ham cuia
ham 56’y = f(x) tai diém x,,. '

2. Pao ham cia ham s6 tai mét diém
a) Khai niém dao ham ctia ham sé tai mét diém

Cho ham s6 y = f(x) x4c dinh trén khoang (a'; b) va diém x, thuoc khoéng do.

PINH NGHIA -

)= FX0) i da‘n‘
X"xO

Gi6i han hitu han (néu cé) cua ti s6

dén x, dugc goi 1a dao ham cia ham s6 da cho tdi diém x;, ki
hiéu 12 f '(x,) hodc y'(x,), nghiala

f'(x()) = lim f(x) - f(x()) .

XX, X — Xp

Trohg dinh nghia trén, n€u dat Ax =x — x, va Ay = flxg + Ax) — fixy) thita co

. Ax) — . A
f'(x()) = AI):I_I:() f(xo + A)z f(xo) = Al;r_n)O—A—'z . )

CHUY

1) S6 Ax = x — xo dugc goi 1a sd' gia cua bién s6 tai dié'm Xg ; SO
Ay = flxg + Ax) — fixg) dugc goi 1a 56 gia ciia ham s6 (ng véi s6 gia
Ax tai diém x. . . '

2) S6 Ax khong nhét thiét chi mang dau duong.

3) Ax va Ay la nhiing ki hiéu, khong nén nhdm 14n rang : Ax 1a tich
clia A vGi x, Ay la tich clia A v6i y.

IE] Tinh s6 gia cia ham s6' Y = x* img voi s6 gia Ax clia bién s6 tai diém x = 2.

b) Quy tic tinh dao ham theo dinh nghia

Ta ¢ quy tic tinh dao ham cta ham s6 y = f(x) theo dinh nghia nhu sau :
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QUY TAC

Mu6n tinh dao ham clia ham s6 f tai diém x, theo dinh nghia,
ta thuc hién hai buéce sau :

* Buoc 1. Tinh Ay theo cong thic Ay = f{xy + Ax) — fixy), trong
d6 Ax 12 s gia ciia bi€n s0 tai x;

* Buoc 2. Tim gi6i han lim L

Ax—>0

Trong quy tic trén va d6i véi mbi ham s6 dugce xét sau day, ta ludn hidu Ay 1a
s6 gia cia ham s6 {ing véi s6 gia Ax di cho cha bién s6 tai diém dang xét.
Vidul. Tinh dao ham cia ham s6 y = K tai diém Xo=2.
Gidi. bat fix) = x2, ta thyc hién quy tic trén nhu sau :
* Tinh Ay S

Ay = fxg + Ax) — fixg) = (2 + Ax)* — 2% = Ax(4 + Ax).
* Tim giéi han

Ay

lim — = lim (4 + Ax) =4.
Ax—0 Ax—0

Vay£'(2)=4. | | O
Nhdn xét '
Néu ham s6'y = f(x) ¢6 dao ham tai diém xq thi né lién tuc tai diém x,.

That vay, gia sir ham s6 f c6 dao ham f'(xp), téc 12 lim Ly f(xg)-
Ax—0 Ax

Tacd

. . Ay . Ay
lim Ay = lim — - Ax = lim — - lim Ax =f'(x;). 0 =0.
AJL)O Y A):—-)OAX A:—>0Ax A;EIO ALY

Do d6 lim (f(x) - f(xp)) = Jim Ay =0. Diéu nay ching t

x—)xo

lim f(x) = f(x).
X=>Xy

Tir d6 suy ra ring ham s6 f lién tuc tai diém x,,.



3. Y nghia hinh hoc ciia dao ham
Cho ham s6 y = fix) ¢6 do6 thi (0), ¥4
mot diém M, c6 dinh thuoc (C) c6

hoanh do x, Vé&i méi diém M Fe)

thudc (C) khac M, ta ki hiéu x,,1a

hoanh d¢ clia n6 va ky, 1a hé s6 goc fexo

cua cdt tuyén MyM. Gia st ton tai / -

gi6i han hitu han &k, = limk, . =~ © x
Xpm '—).XO

Khi dé, ta coi dudng thing M, T di Hinh 5.2

qua M, va cb6 h¢ s6 goc kg 1a vi tri gidi han cla cat tuyén MyM khi M di
chuyén doc theo (C) ddn dén M,.

Duong thing M T dugc goi 1a tiép tuyén cla (C) tai diém My, con M, goi 1a
tiép diém.

Bay gi¢r gia sir ham s6 f c6 dao ham tai diém x,,.

- f(xM)"f(x())

Chi y ring tai mdi vi trf clia M wen (C), taluon o6 ky = L2200 1 5.)
. M~ X0 :
Vi ham s6 f ¢6 dao ham tai diém xonén
Fiag) = fim L0 =S00) i g
xm—x Xy X Xy %o ‘

Tir d6 ta c6 thé phat biéu § nghia hinh hoc clia dao ham nhu sau :
Pgo ham ciia ham s6'y = f(x) tai diém x, la hé s6 géc ciia

tiép tuyén ciia do thi ham so' d6 tai diém M y(x, ; fx,)).

GHI NHO

Néu ham s6'y = f(x) c6 dao ham tai diém x, thi tiép tuyén ciia do thi
ham s6'tai diém My(x, ; fixy)) c6 phutong trinh la

Y =f'(xp)(x — xp) + fxp).
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Vi du 2. Viét phuong trinh ti€p tuyén cta d6 thi ham s6 y = X tai di€ém c6
hoanh do x, = —1. -
Gidi
Trudc hét ta tinh dao ham chia ham s6 f(x) = x° tai xg=—1.
* Tinh Ay o
Ay = fixg + Ax) — fixg) = (=1 + A’ — (=1)° = Ax (3 = 3Ax + AxD).
¢ Tinh giéi han

tim Y - fim (3- 3Ax + AX?) =3.
Ax——)OAX Ax—0

Vay f'(-1)=3.
Ngoai ra, ta ¢6 f (xp) = (—1)3 = —1 nén phuong trinh ti€p tuyén can tim la

y=3(x+1)—1,hayy=3x+2. O

[H2| Dua vao két qué cla vi du 1, hay viét phuong trinh tiép tuyén cba d6 thi ham
s6'y = x* tai diém My(2;4).

4. Y nghia co hoc ciia dao ham

- Xeét sy chuyén dong chia mot cht diém. Gia sir quang dudng s di dugc ctia n6
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12 mot ham s6 s = s(¢) clia thoi gian ¢ (s = s() con goi l1a phuong trmh chuyen
dong cha chét diém).

Tuong tu nhu vi du m& d4u, khi | Az | cang nho (khéc 0) thi ti s6
s(tg + At) — s(ty)
At
cang phan dnh chinh xdc d6 nhanh cham cha chuyén dong tai thoi diém ¢,
Nguoi ta goi gidi han hiru han

s(ty + Ar) — s(t)
tp) = lim
i) = At—0 At

(néu cb) 12 vdn téc tic thoi chia chuyén dong tai thoi diém to-

Tix d6, ta c6 thé phat biéu ¥ nghia co hoc clia dao ham nhur sau :
Vdn téc tic thoi v(ty) tai thoi diém ty (hay vdn toc tai ty) cia mot
chuyén dong cé phuong trinh s = s(t) bdng dao ham cia ham sé
s = s(¢) tai diém t,, ticc la

v(ty) = s'(t).



Chéng han, trong vi du md& ddu, ta cé

fioy-fup = 2 - 7]

1
=§g(t+t0)(t—t0). |
Do d6 dao ham clia ham s6 y =f(¢) 1a

f'(t)) = lim PAORFAC)) — f(to)

1>t =1

1
lim 2g(t + to) = gly.

=1

Vay van t6c cha vién bi tai 7y 12 v(tg) = f(fp) =gty -

@ Mot chét diém chuyén déng c6 phuong trinh s = * (¢ tinh bdng gidy, s tinh
béng mét). Véh téc cla chét diém tai thoi diém t, = 2 (gidy) bang :

(A)2mis; B)Y3mis; (Cydmis; (D)5mils.
Chon két qua dung trong céc két qua trén. |

Pao ham cia ham s6 trén mot khoing

a) Khai niém

Cho ham s6 f xac dinh trén tap J, trong d6 J 1a mot khoang hoic 1a hop cla
nhitng khoang nao dé6. Ta c6 dinh nghia sau day.

DINH NGHIA

1) Ham s6 f goi 1a c6 dao ham trén J néu n6 c6 dao ham f'(x) tai
moi diém x thudc J.

2) Néu ham s6 f c6 dao ham trén J thi ham s6 ' xdc dinh baoi

f':J—> R goiladao ham cia ham so f.
x> f'(x)

Pao ham ctia ham s6 y = f(x) ciling dudc ki hi¢u boi y'.

Vi du 3. Tim dao ham ctia hAm s6 y = X trén khoang (—o0 ; +).
Gidi | | |
Véi moi x thudc khoang (—oo ; +00) ta c6 :

o Ay = (x + Ax)’ — x> = Ax 3% + 3x.Ax + AYD) ;
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o lim 2 = im Gx® + 3xAx + AF%) =342
Ax—0AX  Ax—0

Vay him s6 y = X co dao ham trén khoang (—oc ; +0) va y' = 352, - a
a) Chumg minh r&ng ham s6 hdng y = ¢ c6 dao ham trén R. Tim dao ham do.

b) Chimg minh riing ham s6'y = x c6 dao ham trén R. Tim dao ham do.

b) Pao ham cita mét s6 ham so thudng gap

Ta ¢6 dinh 1i sau :

DINH Li

a) Ham s6 hing y = ¢ c6 daoham trén Rvay' =0;
b) Hims6 y=xcé daohamtrén R vay' =1;

)Hams6y=x"(ne N,n>2)codaohamtren R vay =nd" " ;

d)Haims6y = Vx cédaéhémtrénkhoéng(();+oo)vay_'= —2—\17—..—
‘ X

Chitng minh ‘
Qua hoat dong , ta dd chiing minh cdc két luan a) va b). Sau day ta éhl’mg
minh hai két luan con lai.

¢) V6i méi x thudc R ta tinh dao ham clia ham s6 tai di€ém x theo dinh nghia :

* Tinh Ay : Ap dung cong thitc nhi thite Niu-ton d6i véi (x + Ax)", ta c6
Ay =+ A0 —x" = CLamAx + C2x"2Ax% + .+ Cleax™™ ! + Ax"
« Tim gi6i han (chd § rdng C. = n)

lim 2 = fim (CLa"! + C2x"2Ax + . 4O A 4 A
A0 A% A0
n—1

=nx .

Vay ham s6 da cho ¢6 dao ham trén Rva y = nx" .



d) V6i méi x thudc khoang (0 ; +0) ta ¢6 : _
x + Ax — Vx )(Vx + Ax + Vx
o TR B )
, Vx+ Ax ++x
Ax

] \/x+Ax+_\/;.

. limg— lim 1 =1
Ax—0 Ax Ax~+0\/x+Ax+\/; 2\/;'

Vay ham 6 y= X c6 dao ham trén khodng (0 ; +00) VA y' = —o -
| 2Jx
CHUY
Ham s6 y = |x| x4c dinh tai x = 0, tuy nhién ngudi ta ching minh
dugc ring n6é khong c6 dao ham tai diém x = 0.
Vidud
. a) Tim dao ham cua ham s6 y = .
b) Tim dao ham ciia him s6 y = V/x tai diém x = 9.
. Gidi
a) Véiy=x4, tacéy' = 4> (véimoix eR).

b) Véiy = \/;,tac()y'= —1— (v6i moi xe (0 ; +0)).

2x |

Do d6 y'(9) = . 0

Q| ==

1' —_
29
Cho ham s8'y = f(x). Tinh £ "(-1) va f (1) (néu c6) trong mdi truiing hop sau :
a) fr) =x'; b)fiX) = Vx.
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Céu hoi va bai tap

Tim s6 gia clia ham s6 y=x* -1 tai diém Xxo = 1 tng véi 6 gia Ax, biét
a)Ax=1; b) Ax =-0,1.

Diing diﬁh nghia, tinh dao ham clia mdi ham s& sau tai diém x;,.
a)y=2x+1,xy=2; b)y=x2+3x,x0=1.

Dung dinh nghia, tinh dao ham ctia méi ham s6 sau tai diém x; (a 12 hing s6).

a)y=ax+3; ‘ b)y=%ax2.

Cho parabol y = x* va hai diém A(2;4)vaB(2 + Ax ; 4 + Ay) trén parabol do.
a) Tinh hé s& goc cua cat tuyén AB biét Ax 14n luot bang 1; 0,1 va 0,01. ‘

b) Tinh hé s6 géc cla ti€p tuyén clia parabol da cho tai diém A.

Viét phuong trinh tiép tuyén cla dé thi ham s6 y = x°, biét

a) Ti€p diém c6 hoanh do bing -1 ;

b) Ti€p diém c6 tung d6 bing 8 ;

c) He s6 gbc clia ti€p tuyén bang 3.

Mot vt roi tr do c6 phuong trinh chuyén dong 1a S = % gt‘2 , trong d6 g=9,8 m/s”
va t dugc tinh bang giay (s).

a) Tim van t6c trung binh trong khoang thoi gian tit 7 dén ¢t + At v6i do
chinh xdc 0,001, biét t = 5 va Ar'14n lugt bang 0,1 ; 0,01 ; 0,001.

b) Tim v4n t6c tai thoi diém t = 5. '

Tim dao hAm clia ham s6 f (x) = * trén R r(‘Si suyraf'(-1),f'(-2) vaf'(2).

Tim dao ham ctia méi ham s6 sau trén R .

a) y = ax’ (a 12 hiing s6) ; b)y=x +2.
Tinh dao ham cta mdi ham s6 sau.

. 1 :
a)y—zx_1 vcnxiz, b)y—x/? x vOix<3.



Bai doc thém

DAO HAM MOT BEN

Ta da biét réng dao ham cia ham s f tai diém x; 1a gi6i han sau day

. f(x)—f(xo)_

XX X —Xg

(D

Né&u thay vi xét gidi han (1), ta xét gi6i han mét bén cla clng bidu thic d6 thi gidi
han mét bén &y sé duoc goi la dao ham mét bén clia ham sé da cho tai diém xg.

1. Khai niém dao ham mét bén tai mét diém
Dinh nghia. Cho ham s6 f xac dinh trén nilfa khoang [xq ; b). Gi6i han bén phai (néu
f(x) = f(xo)

X=X

c6) cla ti s6 khi x dan dén xy duoc goi 1a dao ham bén phai cliia ham

s6 da cho tai dim xg, ki hiéu fa f'( x5 ) hodc y'(xg ).

XXy X=Xy
Dao ham bén trdi ciia ham s6 f xac dinh trén nifa khoang (a ; xol, ki hiéu la f'( xq )
hoac y'( xy ), cling dudc dinh nghia tuong tu, nghia la

gy =" tim L2700,

X=Xy X=X
DPao ham bén trai va dao ham bén phai dudc goi chung la dao ham mét bén.
» T dinh nghia va cac két qua da biét vé gidi han mét bén, ta dé dang suy ra :
1) Néu ham s8 f xac dinh trén khoang (a ; b) c6 dao ham tai diém x, thudc khoang
d6 thi né cling c6 dao ham bén phai va bén trai tai xg, va f'( xa) =f'(xp)=f"(xp).
2) Nguac lai, néu ham sd f xac dinh trén khoang (a ; b) cb dao ham bén phai va dao
ham bén trai tai diém x, sao cho f'( xg) =f"(xg ) thi nd cling c6 dao ham tai x.
3) Tuy nhién, mét ham s6 c6 dao ham bén phai va dao ham bén trai tai diém x, van
c6 thé khong c6 dao ham tai didm x, (khi f'(xg ) #f'(xg ).
> Sau day 1a mét sé vi du.
Vi du 1. Xét ham s8 y = x>. D& thdy ham s& cé dao ham tai x = 3, do d6 n6 c6 dao

ham bén phai, dao ham bén trai tai x = 3 va ’
Y(3")=y(3)=y(3)=6. O
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Vi dy 2. Xét ham s8 f(x) = x* —2[x].

Tach : y ‘
v =x2 - 2lxl
fm TO=SO _pxf-2x
ot X0 -0t X , 0
., N 2 x

lim FO-fO) _ lim szzz.

xs0-  X—0 x>0 X tia ti€p tuyén ben phai
Do d6 tai diém x = 0, ham s6 f ¢6 dao

ham bén phai f'(0") = -2 va dao ham
bén trai f '(07) = 2, nhung khéng cb
dao ham tai diém dé. O

Hinh 5.3

X . n

tuyén mot bén cla mot dudng cong tai mot diém. Tia tiép tuyén bén phai clia d6 thi
ham s6 y = f(x) tai diém M, c6 hoanh d6 x, c6 hé s6 gbc bang dao ham bén phai

f'(xg). Diéu tuong tu ciing xay ra dsi véi tia ti€p tuyén bén trai (h.5.3).

Né&u tai diém x, ham s f ¢c6 dao ham bén phai va dao ham bén trai, nhung ching
khéng bang nhau thi d6 thi ham s8 y = f(x) goi la gdy tai diém M, (xy; fixp)).

2. Dao ham cda ham sé trén mét nira khoang hay mét doan

Pinh nghia. Cho ham s6 f xac dinh trén tap K, trong d6, K la mét nlta khoang
hay mot doan.

Ham s6 f goi la c6 dao ham trén nira khodng K = [a ; b) néu nd cb dao ham tai
moi diém thudc khodng (a ; b) va c6 daoc ham bén phai tai a.

(Tuong tu néu K = [a ; +o0)).

Ham s6 f goi 1a ¢6 dao ham trén nita khodng K = (a ; b] néu n6 cb dao ham tai
moi diém thudc khodng (a ; b) va c6 dao ham bén trai tai b.

(Tuong tu néu K = (- ; b]).

Ham s& f goi la c6 dao ham trén doan K = [a ; b] néu n6 cb dao ham tai moi diém
thudc khoang (a ; b), cb6 dao ham bén phai tai « va dao ham bén tréi tai b.

Vi du 3. Ham s6 y = | x | ¢c6 dao ham b&ng 1 trén nlra khodng [0 ; +w) va c6 dao
ham b&ng —1 trén nita khoang (—oo ; 0].
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Luyén tap

a) Tinh £'(3) va £'(—4) néu f (x) = X°.
b) Tinh £'(1) vaf'(9) néu f (x) =/x .

Cho ham s6 y = f{x) c6 dao ham tai diém x, va do thi (G). Ménh d sau day
ding hay sai ?

a) Néu f '(xp) = 0 thi ti€p tuyén cla (G) tai diém M(x, ; fixy)) song song vdi
truc hoanh.

b) Néu ti€p tuyén cua (G) tai diém M(x, ; f(xy)) song song v6i truc hoanh thi

f'Gxp)=0.

Hinh 5.4 1a d6 thi cha ham s6 y = f(x)
trén khoang (a ; b). Biét rdng tai cic
diém M,, M, va M;, d6 thi ham s6 c6 A/
ti€p tuyén duogc thé hién trén hinh vé.
Dua vao hinh v&, em hay néu nhan xét vé
dau Cﬁaf’(xl),f'(xZ) Vélf’(x?,).

Chitng minh ring dé dudng thang y = ax + b
12 ti€p tuyén cha d6 thi ham s6 y = fix)
tai diém (x, ; fxp)), diéu kién cén va di
X {a = f'(xp) |

la

axg +b = f(xy).

Hinh 54

Chohamsdy=|x|.
a) Chiing minh ring ham s6 da cho lién tyc tai diém x = 0.
b) Tinh dao ham cta ham s6 tai x = 0, néu cé.
¢) Ménh dé "Ham s6 lién tuc tai diém x,

thi c6 dao ham tai x," ding hay sai ?

Hinh 55 1a d6 thi cha ham s6 i
I
y = f{x) xac dinh trén khoang (a ; b). Dua '
vao hinh v&, hiy cho biét tai mdi diém x, i
Xy, X3 VA Xy

!

: VF‘

i
i
1 { i
i 1
X1 Xz X3 Xy

1

1
. !
a) Ham s6 c6 lién tuc hay khong ? 0 b X
b) Ham s6 c¢6 dao ham hay khong ? Hay

tinh dao ham néu c6.

Hinh 5.5
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MOT S6 CHUYEN PONG
cO VAN TOC LON

* Van t6¢c am thanh : khoang 343m/s.

* Van t6c chuydn dong cla vé tinh cach
Trai D4t 200km : 22km/s.

* Van téc chuyén dong cla Trai Pat quanh
Mat Trai : 30km/s.

* Van téc anh sang : 300 000km/s.

* Van téc may bay E-b6t (Airbus) : 270m/s.

* Van téc tén Ilta dua ngudi 1én v tru : khoang
11km/s.

CAC QUY TAC TINH PAO HAM

N6i chung, viéc tinh dao ham bang dinh nghia thudng rat phic tap. Bai nay sé
cung c4p cho ching ta nhimg quy téc tinh dao ham, nhd d6 viéc tinh dao ham
ctia mot ham s6 phiic tap sé dugc quy vé tinh dao ham cta nhing ham s6 don
gian hon.

D¢ tién cho viéc dién dat, ké tlr bai ndy, ta s& st dung ki hiéu J dé chi tdp con
cua R gom mot khodng hodc hop cua nhiéu khodng.

Pao ham cua tong hay hiéu hai ham so

DINH Li 1

Néu hai ham s6 u = u(x) va v = v(x) ¢6 dao ham trén J thi ham
$O y = u(x) + v(x) va y = u(x) — v(x) cling c6 dao ham trén J, va
a) [u(x) + v(0)] = u'(x) + v'(x) ;

b) [u(x) —v(0)]' = w'(x) - v'(x) .




2.

Ghi chii. Cac cong thic trén c6 thé viét gon 1a

u+v)'=u+v'vau—-v) =u-v'

Chitng minh
a) Taimdi diém x € J,tacé6
*Ay= [u(x + Ax) + v(x + Ax)] - [u(x) + v(x)]

= [u(x + Ax) = u(x)] + [v(x + Ax) = v(x)] = Au + Av.
A = S = i g = e )
Vay [u(x) + v(x)] = u'(x) + v'(x). | _
b) Két luan nay dugc ching minh tuong tu. a
Nhdn xét
C6 thé md rong dinh 1i trén cho téng hay hiéu clia nhiéu him s6 : Néu cdc
ham sé'u, v, ..., w cé dao ham trén J thi trén J ta cé

(utvr. . tw=uxVv . .tw.
Vi du 1. Tim dao ham ctia ham s6 f(x) =x° — Vx +2 trén khoang (0 ; +o0).
Gidi
Trén khoang (0 ; +o0) ta ¢
1

¢ _Jx+2) =) -x)+ Q) =68 ——=.
(x X+2) =) -Hx)+(2) X e
1

Vay £'(x) = 6x° ——— - O
y f'(x) N
@ a) Tinh (1) néu ) =x° —x* +x* - 1.

2
b) Cho hai ham s6 fix) =

2_ va g(x) = - Biét réng hai ham s6 nay cé dao
x“+1 X

ham trén R . Chimg minh rdng v8i moi x thuéc R, ta cé f '(x) = g'(x).

X
241

Pao ham cua tich hai ham s6
Dinh 1i 1 c6 thé néi gon 1a : Pao ham cla téng (hay hiéu) hai ham s6 bang
tdng (hay hiéu) cdc dao ham ctia hai ham s6 do.

Liéu diéu tuong tu cd xay ra déi véi tich cia hai ham s6 hay khong ?
Dinh 1i sau s€ tra 10i cau hoi dé.
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DINH L 2

Né&u hai ham s6 u = u(x) va v = v(x) ¢6 dao ham trén J thi ham
sO y = u(x)v(x) cling ¢6 dao ham trén J, va

[u(x) vOOI' = w'(x) . v(x) + u(x) . v'(x)
Dic biét, néu k 12 hdng so thi [ku(x)] = ku'(x).

Ghi chu. Céc cong thic trén c6 thé viét gon 12

(wv) =u'v+uv'va(ku) = ku'.

Chitng minh .
Dat f(x) = u(x)-v(x). Ta s& tim dao ham cia f tai mot diém x tuy ¥ thudc J.
Khi bién s6 nhan s6 gia Ax thi Au = u(x + Ax) — u(x) nén
u(x + Ax) = u(x) + Au.
Tuong tu, do Av = v(x + Ax) — v(x) nén
v(x + Ax) = v(x) + Av.
Ta s& st dung cic dang thitc trén d€ tinh dao ham cta ham s6 f.
o Ay =flx + Ax) — fX) = u(x + Ax) - v(x + Ax) — u(x) - v(x)
= [u(x) + Au] - [ v(x) + Av] — u(x) - v(x)
=Au - v(x) + u(x) - Av + Au - Av.
Ay Au-v(x)+u(x) - Av+ Au - Av

e lim — = lim
Ax—0AX  Ax50 Ax

= lim é-"-v(x) + dim | )2 |+ lim A48
Ax—0| Ax Ax—0 Ax A0 Ax

DE ¢ ring
= Llj_rgo%} v(x)=u'(x) - v(x),

. Av | . Av o
lim [u(x)—&x—} = u(x)AI;EO A u(x) - v'(x),

. Au Av '
lim — - lim — - lim Ax =u'(x) - V'(x)-0=0,
Ax—0  Ax AxToAx Ax—0AX  Ax—0 wx) - vix)
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ta c6 két qua
. . Ay :
f'(x) = lim — =u'(x)v(x) + u(x)v'(x).
Ax—0 Ax
Khi v(x) = k (hang s6) thi v'(x) =0 nén ta ¢6 [k - u(x)]' =k - u'(x). O
l@ Céch tinh dao ham nhu sau dung hay sai, tai sao ?
P02 — ) = () - (8 —4) = (32 )20 = 6x°.

Vi du 2. Tinh dao ham clia ham s6 y = f(x) trong méi trudng hop sau :

8 6
a)fix) = 364———2—§—+3x;
b) fr) = 2% + Dx .

Gidi

8 6 !
a) f'(x) = (% - 2—;— + 3x] = i—(xs)'— %(x6)'+ 3(x)'=2x — 4% + 3.
b) f(x) = [(2x2 + 1)\/}] = 232 + D'V + 2% + D)

= dxx + 2% + 1)337. | O

@ a) Chuimg minh rdng néu cac ham s6 u, v va w c6 dao ham trén J thi ham s6
f xac dinh béi f(x) = u(x)v(x)w(x) (véi moi x € J) cling c6 dao ham trén J va
(wvw) = u'vyw + uwv'w + uvw',

b) Ap dung, tinh dao ham ciia ham s6 y = x*(1 —x)(x + 2) tai diém x =2
Pao ham cua thuwong hai ham so

Sir dung dinh nghia, ta cling chitng minh dugc dinh If sau

DINH Lf 3

Néu hai ham s6 u = u(x) va v = v(x) c6 dao ham trén J va v(x) # 0
v6i moi xe J thi ham s6 y= % cling c6 dao ham trén J, va
[um] ' ov(x) — u(xv'(x)

v(x) V2 (x)
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Ghi chii. Cong thiic trén c6 thé viét gon 1a
ul _ uv-uw
v) 2

Chimg minh hé qua dudi day

HE QUA

a) Trén (—o0; 0) U (0 ; +00) ta co (1) =——-
x X

b) Néu ham s6 v = v(x) ¢6 dao ham trén J va v(x) # 0 v6i moi x
v'(x)

vZ(x)

thuoc J thi trén J ta cd 1 =
' v(x)

Ghi chi. Cong thite thit hai trong hé qua trén ¢6 thé viét gon 1a

Ny
v) V2

Vi du 3. Tinh dao ham cta ham s6 y = f(x), néu :

1+9x . - .
a) flx) = Py (a 12 hang so) ;
1
b) f00) = —
' x° =1
Gidi

200

a) Ap dung dinh Ii 3 (& day u =1 + 9x va v = x + 2a), ta c6
1+90)'(x+2a) - (1 +9x)(x +2a) _ 9Nx+2a)—(1+9x)

)=

(x + 2a)? (x + 2a)?
_ 18a -1 '
(x + 2a)2
b) Ap dung hé qua ciia dinh 1i 3 (& day v = P 1),tacd
(x* =1 2x
flx)=- = - :
(x* - 1)? (x* —1)?



4.

@ Chon két qud dung trong cac két qua ché sau day.

2 p—
Pao ham cla ham s6 y = X o3xrl béng
2x-1
_ — 2 _ 2
) 2x 32 . (B - 2x 32 © (© 2x 2X;‘1 ; B 6x 14x2+5.
2x-1) 2x-1) Q2x-1) S (2x-1)

Pao ham cua ham so6 hgp
a) Khai niém ham sé6 hop
Vi du 4. Cho hai ham s6 y = f(u) va u = u(x), trong do6
flw) = u® va u(x) = 4+ 3x+ 1.
Néu trong f(u), ta thay thé€ bién s6 u bbi u(x) thi duge
flu(o)] = (& + 3x + 1>,
bat g(x) = flu(x)] = (x2 +3x + 1)3. R4 rang y = g(x) 1a mot ham s bién s6 x.
Ta goi g 1a ham 56 hop cha ham s6 f qua ham s6 trung gian u. O
Mot céch téng quat, ta ¢6 khdi niém ham s6 hgp nhu sau (& day ta chi xét cac
ham s6 duogc cho bdi biéu thitc).
Cho hai ham s6 y = f{u) va u = u(x). Thay thé bién u trong biéu thiic f{u)
bdi biéu thitc u(x), ta dugc biéu thitc flu(x)] véi bién x. Khi d6, ham
s6 y = g(x) v6i g(x) = flu(x)] dugc goi 1a ham s6 hgp cua hai
|l ham s6 f va u ; ham s6 u goi 1a ham s6 trung gian.
Trong dinh nghia trén, tap x4c dinh clia ham s6 hop y = g(x) 1a tap cac gia tri
ctia x sao cho biéu thitc flu(x)] c6 nghia.
Cho fu) = Nu va u(x) = x — 1. Hay tim ham s6 hop y = flu(x)] va tap xéc dinh
cta no.
b) Cach tinh dao ham ciia ham sé hop
DINH Li 4
a) Néu ham s6 u = u(x) c6 dao ham tai diém x, va ham
s6 y = flu) c¢6 dao ham tai di€ém uy = u(xy) thi ham s hop
g(x) = flu(x)] c6 dao ham tai diém x,, va
g '(xg) =1 (up) - u'(xp)-
b) Néu gia thiét trong phdn a) dugc thoa min doi v6i moi diém
x thudc J thi ham s6 hgp y = g(x) cé dao ham trén J, va

g ') =f"[u(x)] - u'®).
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Ghi chii. Cong thic thit hai treng dinh Ii trén con duge viét gon 1a

8x = fu Uy

Vi du 5. D6i v6i ham s6 g(x) = flu(x)] = (x2 +3x+ l)3 dugc néu trong vi du 4,
ta tinh dao ham cta né nhu sau :

Tacod f'(u) = (u3)' = 3u>. Do u(x) = x*+3x+ 1nén

FIue)] =302 +3x+ 1)% vauw@) = (C+3x+1) =2x +3.

Vay g'(0) =fTu()] - w'(x) = 3(x* + 3x + 1)*2x + 3). O
Téng quat ta xét ham s6 y = (u(x)") (véi n € N va n >2). C6 thé xem ham s6
nay 14 ham s6 hop clia ham s6 f(u) = u” va ham s6 trung gian u = u(x). Do do,
néu ham s6 u = u(x) c6 dao ham trén J thi ta 4p dung dinh Ii 4 d€ tinh dao ham
ctia him s6 hop y = (u(x))" (con viét 1a y = 1" (x)) nhu sau :

fwy=u" = @=nu"" = uWl=nu""0;

('@ = F ) w0 = n-u 0w,

Vay ta c6

HE QUA 1

Néu ham s6 u = u(x) c6 dao ham trén J thi ham s6 y = u"(x)
(v6in € Nvan2>2)cédao ham trén J, va

[u” (x)] =n. "N x) . u'(x).

Ghi chi. Cong thic néu trong hé qua 1 dugce viét gon 1a
(u")' = nu"lu'.
Tuong tu, ta xét ham s6 y = fu(x) .

a) Tim ham s6 f sao cho ham s6 y = m la ham s6 hgp cla ham s6 f va

ham sé trung gian u = u(x).

b) Chimg minh rdng néu ham s6 u = u(x) c6 dao ham trén J va u(x) >0 véi moi
uw'(x)

2Ju(x)

xeJ thiham s6y= Ju(x) ciing co dao ham trénJ vé (,/ u(x))' =



HE QUA 2
Né&u ham s6 u = u(x) c6 dao ham trén J va u(x) >0 véimoi x € J
thi ham s6 y =+/u(x) c6 dao ham trén J, va

; v u'(x) .
o) = 2 i

Ghi chit. Cong thic néu trong hé qua 2 duge viét gon la

) - 27

) 4 2 ' 3
Vidu6.(m)=(x 32+ 2% -3x o

Wat =32 +7  Axt -3 47

GHI NHO

a) Pao ham cua mét s6 ham s6 thuong gdp (6 day u = u(x))

(¢)'=0 (cla hang s0)

)'=1
"=n""" (ne N, n>2) (u")' — "My
1Y 1 ! u'
| =—= x20) -
(xj x? u?

)
C
(J}') =S >0 (\/z?

b) Cdc quy tdc tinh dao ham (5 day u = u(x), v = v(x))

v =uxv

(uv)Y=u'v+uv’

(u)' _uv—uy'
v V2

¢) Pao ham cuia ham sé hop (6 day g(x) = flu(x)])

8x = Ju U
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

204

”~ 2w by m n
Cau hoi va bai tap
Tinh dao ham cta méi ham s6 sau tai diém x, dugc cho kém theo
a)y=7+x—x2, -x0=1, b)y=x3“2.x+l, XO=2,

c)y=2x5—2x+3, xo=1.

Tim dao ham cia méi ham s6 sau (a va b 1a hing s6)

a)y=x5—4x3+2x—3\/;; b)y=%—%x+x2—0,5x4;
4 3 2
_Xx X xt 3. _ax+b
WEFoFEyosres dy=7r
Tim dao ham ctia m6i ham sg sau
) y=("+x7°; b)y ="+ 1)(5-3x%);
2x S5x -3
c)y= ; dy=———;
x* =1 » 2 +x+1
2
xX“+2x+2
e)y——xTI—_’ ) y=x2x - 1)(3x + 2).
Tim dao ham cta méi ham s sau
a)y=(-x)"; b)y=L'

xx
¢)y = l+x d)y= X
y_\ll—x, y_‘/az_xz

Cho ham s6 f(x) =Vx* — 2x . Hay giai bat phuong trinh f'(x) < f(x).

(a 1a hang s6).

Luyén tap

Cho ham s6 f(x) = x* — 3x + 2. Hiy gi4i bat phuong trinh :
a)f'(x)>0; b) f'(x) <3.



22. Tim céc nghiém cua phuong trinh sau (lam tron két qua nghiém géan ding dén
hang phan nghin)
3

a)f'(x):Ovéif(x):i;——zxz—6x—1;
4 2
b) £'(x) = =5 véi flx) = 2 — x® = 3 _3,
4 2
23. Tinh dao ham cia m6i ham s& sau
2x +3 v 1
Ay= —5—"—_3; b)y=-———"=;
x°=5x+35 x*-x+1
Oy=x"+xJx +1; dy=x+Dx+2)%x+3)°;
e)y= x2+1.
Y= X

24. Viét phuong trinh ti€p tuyén cua d6 thi ham s6
a)y= ;C—:_i , biét hoanh d¢ tiép diém 1a x;=0;

b) y = Vx + 2, biét tung do ti€p diém 1a y, = 2.

25. Viét phuong trinh ti€p tuyén cua parabol y = %, biet ring ti€p tuyén d6 di qua
diém A0 ; -1).

Huédng ddn : Truéc hét viét phuong trinh ti€p tuyén tai diém c6 hoanh do x,
thugc parabol da cho. Sau d6 tim x, dé ti€p tuyén di qua diém A (chd ¥ rang
diém A khong thugc parabol).

26. Hinh 5.6 thé hién man hinh cla mot trd
choi dién to. MOt mdy bay xuat hién &
bén trdi man hinh réi bay sang phai theo
mot quy dao (C) 1a d6 thi cia ham s6

y = f(x), trong d6 f(x) = -1 —%, (x>0).

Biét ring tén lra dugc ban ra tr mdy bay
tai mot diém thuoc (C) s€ bay theo
phuong ti€p tuyén cua (C) tai diém dé.
Tim hoanh do cic diém thudc (C) ~ Hinh5.6
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sao cho tén lira ban ra tir d6 c6 thé ban tring mot trong bén muc tiéu nim &
trén man hinh cé toa d6 (1 ; 0), (2; 0), (3 ; 0) va (4 ; 0) (lam tron két qua dén
hang phan van).

27. Mot vién dan dugc ban Ién tir mat d4t theo phuong thing ding véi toc do ban

el

dau vy = 196 m/s (b qua siic can cua khong khi). Tim thdi diém tai do t6c do
cha vién dan bang 0. Khi d6, vién dan cdch mat dét bao nhiéu mét ?

PAOHAM CUA CAC HAM SO LUGNG GIAC

Muén xay dung cong thitc tinh dao ham ctia cac ham s6 lugng gidc, truéc hét
chiing ta can nghién cttu gidi han co ban sau day.

1. Giéi han lim 2%
x>0 X
Dé hinh dung gi4 tri cha gi6i han nay, ta ding mdy tinh bo tdi 1ap bang gid tri
clia biéu thic su;x khi x nhan cdc gid tri duong va rat gdn diém O nhu sau
x L3 n L3 n n
(radian) 180 360 720 1800 5400
s x 0,999949321 | 0,999987307 | 0,999996826 | 0,999999492 | 0,999999943
X

206

) . T T ) « B S
Qua bang trén ta thdy khi x cang nho thi gia tri cua biéu thitc —— cang gan
X

dén 1.
Ta da ching minh dugc dinh 1i sau day (xem bai doc thém trang 154).

PINH Li 1

. sinx
lim

x>0 X

=1.




2.

CHUY

Ngudi ta cling ching minh duge két qua sau day : Néu ham s6
u = u(x) thoa man céc diéu kién : u(x) # 0 v6i moi x # x, va
limu(x) = O thi

X—)XO
lim smu(x):
x—xy, U(x)
Vi du 1. Tim céc gidi han
2) lim sin 2x; b) lim 1-cosx _
x>0 X x>0 x2
Giai
a) lim SM2% _ i 2(s‘“2xJ =2 im 302 o120
x=0 X x—0 2x x—0 X
2 2
2sin il 1 sinﬁ sinf
by Tim %% _ Jim 2 — lim=| —2| == lim —2
x—0 xZ x—0 x2 x—02 X 2| x>0 X
2 2
1 1
= —l=—- O
2 2

Eﬂ Cho m = lim (xcot3x) . Hay tim két qud dung trong cac két qua sau day.
x—0
|
(Aym=0; B) m=3; Cm=1; (D)ng-
Pao ham cua ham sé y = sinx

PINH Li 2

a) Ham s6 y = sinx ¢6 dao ham trén R, va (sinx)' = cosux.

b) Néu ham s6 u = u(x) ¢6 dao ham trén J thi trén J ta c6

(sinu(x))' = (cosu(x)) - u'(x).

Ghi chiti. Cong thic néu trong dinh 1i 2b) ¢6 thé viét gon 1a

|(sinu)' = (cosu).u' = u’cos&]
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3.
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Chung minh

a) Ta tinh dao ham clia him s6 y = sinx tai diém x bat ki thuéc R béng dinh
nghia.

* Ay = sin(x + Ax) — sinx = 2cos(x + ﬂ]sing-

2 2
. Ay sin—-
* Tim giéi han lim — = lim | 2cos| x + — s= .
ST B0AY ~ arso [ 2 j Ax 2
2
. Ax
Sln—i— Ax
Do lim =1 va lim cos(x + —] = cosx (vi ham s6 y = cosx lién
Ax—0  Ax Ax—0 2
2
a1 AY N
tuc) nén lim —— = cosx. Vay (sinx)' = cosx. O
Ax—0 Ax

b) Cong thitc dao ham cta sin(u(x)) dugc suy ra tir két qua trén va cong thirc
14y dao ham ctia ham s6 hgp.

Vi du 2. Tinh dao ham ctia ham s6 y = sin(x3 —x+2).
Gidi

[sin( — x + 2)]' = [cos(x® —x + 2)] - (> = x +2)' = 3x* = Dcos(x’ —x +2). O

@ Cho ham s6 y = sin Jx . Hay chon két qué dung trong cac két qué sau :

A)y = cos~/x cosx/;
2x Jx

Pao ham cua ham s0 y = cosx

1
; (C)y'= cosx ;(D)y’ = cos—=-

2Vx

;(B)y'=

Tir cong thic tinh dao ham cua ham s0 y = sinu(x), ta ¢

oy =i =) (5] (3

—xj = — sinx.

A



Ta suy ra dinh Ii sau

DINH Li 3

a) Ham s8 y = cos x ¢6 dao ham trén R va (cosx)' = —sinx.|
b) Néu ham s6 u = u(x) c6 dao ham trén J thi trén J ta c6

(cosu(x)) = (—sinu(x) u'(x).

Ghi chi. Cong thic néu trong dinh Ii 3b) c6 thé viét gon 1a

(cosu)' = (—sinu).u'.

@ Cho ham s6 y = cos*x. Hay chon két qud dung trong céc két qua sau :

(A) y’ = sin

2

x; (B)y'=-sin’x; (C)y =sin2x ; (D) y'= —sin2x.

Pao ham caa ham s6 y = tanx

St dung quy téc tinh dao ham cla mét thuong hai ham s6, hay tinh dao ham

cliahamséy=

sin x

cosx

Tir d6 suy ra dinh Ii sau :

14A DS&GT - 11

DINH Li 4

a) Ham s6 y = tanx c¢6 dao ham trén mdi khoang

(—g—+kn ;—Tzﬁ+knj (V6ike Z),va

(tanx)' = 3
: cos“ x

b) Gi sit ham s6 u = u(x) c6 dao ham trén J va u(x) # g + kn

(k € Z) v6i moi x € J. Khi d6, trén J ta c6

t ' = .
( anu(x)) cos® u(x)
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Ghi chii. Cong thifc néu trong dinh li 4b) c6 thé viét gon 1a

(tanu)' = 3
cos“ u

Vi du 3. Tinh dao ham clia ham s6 y = Vtan x .

Gidi
' 1 1 1 1
tanx} = ——=(tanx)' = = .
( ) 2+/tan x 2+/tan x cos2 x  2cos? x\ftanx
Do 12 =1+ tan? x nén két qua trén con viét 1a
cos” x

an e’ 1+tanx
(Weanx)'= “2tanx

5. Pao ham cua ham s6 y = cotx
Tuong tu dinh 1i 4, ta co

DINH Li 5

a) Ham s6 y = cotx ¢6 dao ham trén méi khoang (kw ;(k + D)
V6ike Z),va
1

sin? x

(cotx) = —

b) Gia sir ham s6 u = u(x) c6 dao ham trén J va u(x) # kn
(k e Z) véimoi x € J. Khi d6 trén J ta c6
u'(x)

sin? u(x)

(cotu(x))' = -

Ghi chi. Cong thitc néu trong dinh 1i 5b) c6 thé viét gon 12

'(cot u)'=-—

sin® u

Vi du 4. Tinh dao ham ciia ham s6 y = cot 2x.
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Gidi

' 2
(COt3 2x) = 3(COt2 2x)(cot2x)' = 3(C0t22x)(— (2x) ) - _6COS 2x .

sin? 2x sin? 2x
Vi S — =1+ cot? 2x nén két qua trén con viét 1a
sin“ 2x
(cot3 2x)' = —6(cot? 2x)(1 + cot? 2x). |
E‘IE, Hay chon két qua dung trong cac két qué néu sau day déi véi m&i ham sé
da cho. '
a) Cho y = tan2x + cot2x.
, 1 1 , 2 2
(A) y= - ; B) y=

cos?2x sin®2x sin? 2x B cos? 2x
(C) y' =2(tan’2x — cot*2x) ; (D) y' = tan?2x — cot®2x.

b) Cho y = cot(sin5x).
(A) y=—(1+ cot? (sin5x))cosSx ; B) y=-51+ COtZ(SiIISx))COSS)C ;
©C)y=0a+ cotz(sinSx))COSSx ; (D) y=5(1+ cotz(sinSx))cos5x.

Céu hai va bai tap

28. Tim céc giéi han sau :

2 .

. . 1-cos“x . l+sinx—cosx

a) lim — ; b) lim —— ; ¢) lim - .
x—0 Sin 5x =0 Xxsin2x 101 —sinx —cosx

29. Tim dao ham ctla cdc ham s6 sau :

a) y = Ssinx — 3cosx ; b)y= sin(x2 -3x+2);

c)y=cosv2x+1; - d)y=2sin3x cosSx ;

e)y=w; f) y = Jcos2x .
sinx — cosx

30. Chimg minh ring ham sy = sin®x + cos®x + 3sjn2x cos’x ¢6 dao ham bing 0.
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31.

32,

33.

34.

35.

36.

37.

212

Tim dao ham cla cdc ham s6 sau :

a)y=tanx;1; b)y=cot\/x2+l;

c)y=tan3x+cot2x; d) y=tan3x — cot3x ;

e)y= 1+ 2tanx; f) y=xcotx.

Chitng minh rang :
a) Ham s6 y = tanx thoémﬁnhéthl’rcy'—yz— 1=0;

b) Ham s6 y = cot 2x thoa min hé thic y' + 2y2 +2=0.

Luyén tap
Tim dao ham cta mbi ham s6 sau :
. .2
sin x x sin“ x
= - : Dy ————M— ;
a)y X sin x )y 1+ tan2x
c) y = tan(sinx) ; dy=x cot(x2 -1;

e)yzcosz,f%—Zx ; f) y= xvsin3x.

sinx —xcosx

Tinh f* & = .
fnh f'(m) néu fix) cosSX — xsinx

Giai phuong trinh y' = 0 trong méi trudng hgp sau :
a) y =sin2x — 2cosx ; b) y = 3sin2x + 4cos 2x + 10x ;

c)y= coszx +sinx ; d) y=tanx + cotx.

Cho ham s6 f(x) = 20052(4x — 1). Chimg minh ring v6i moi x ta ¢o

| £'(x)| < 8. Tim cdc gi4 tri clha x dé dang thic xay ra.
Cho mach dién nhu hinh 5.7. Lic ddu
tu dién ¢6 dién tich Q, Khi déng TR

kho4 K, tu dién phong dién qua cudn
day ; dién tich ¢ cta tu dién phu

thudc vao thoi gian ¢ theo cong thic |

(1) = Qp sin wt,
91 =L Hinh 5.7



trong d6, w1a t6c do goc. Biét rang cudng do I(r) clia dong dién tai thoi diém ¢
dugc tinh theo cOng thirc

I(H=q@).
Cho biét Oy = 10 ° C va @ = 10%r rad/s. Hay tinh cudng do ctia dong dién tai
thdi di€m ¢ = 6 s (tinh chinh x4c dén 10> mA).
38. Cho ham s0 y = cos’x + msinx (m 1a tham s6) ¢6 d6 thi 1a (C). Tim m trong
moi trudng hgp sau :

a) Tiép tuyén cla (C) tai diém v6i hoanh d6 x = © c6 hé s6 géc bing 1.

b) Hai ti€p tuyén chia (C) tai cic diém c6 hoanh do x = —g vax = % song

song hoac trung nhau.

$
4

1. Viphan ctia ham s6 tai mét diém

VI PHAN

Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham tai diém x,. Khi d6 ta c6

. Ay
(%) = lim —.
f(o) AJL»OAX

Diéng thic trén cho thdy : Néu |Ax| khé nhd thi ti s6 % rdt gan véi f '(xy), do

d6 ta c6 thé coi ring f'(xg) ~ % ,
hay Ay = f'(xg)Ax. (D
Ta c6 khdi niém vi phan clia ham s6 tai mot diém nhu sau :
Tich f'(xp)Ax dugc goi 1a vi phdn clia ham s6 y = f(x) tai diém x,
(img véi s6 gia Ax) va dugc ki hieu 1 dfixy), tifc 1 |
dfixg) = f'(xg)Ax.
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Vidu1l

Vi phan cfia ham s6 f{x) = sinx tai diém x, = -} Ia
B (1) pe e s V2
df(zj—f(Z)Ax-cos4 Ax—z.Ax. O

[H1] Tinh vi phan cia ham 6 f(x) = -xi:x—l tai dim xo = 2, ing voi Ax Ién.luot béng

0,2 va 0,02 (/am tron két qud dén hang 1072).

2. Ung dung ctia vi phan vao tinh gin diing

214

Tir (1) va dinh nghia vi phan clia ham s6 tai mot diém, ta thay :
Khi |Ax| kh4 nho thi s6 gia clia ham s6 tai diém x, ing v6i s6 gia Ax xdp xi
béng vi phan ciia ham s6 tai x; tng vdi sd gia Ax do, tic 1a

Slxg + Ax) — flxg) = f'(xp)Ax.
Tiedoé ta cod

f(xp + Ax) = f(xg) + f'(xp)Ax. ()

Cong thic (2) cho phép ta tinh xadp xi gid tri cia ham s6 f tai diém x; + Ax khi
viéc tinh cdc gia tri fixy) va f(xy) 12 khd don gian.

Vi du 2. Tinh gi4 tri cha sin30°30' (18y 4 chir s6 thap phan trong két qua).
Gidi

Do 30°30' = nén ta s& xét ham s6 f(x) = sinx tai diém x, = g— v6i s6

I,
6 360

gia Ax = %_5 Ap dung cong thic (2), ta dugc

T T (n (m) =n
f(8+ﬁj~f(€)+f(6) 360" MY
. (7 T . T T) &« 1 \/5
sm[g + ?66) ~sing + (COSEJ% =5+t K ~ 0,5076.

Vay sin30°30' = sin( 0,5076. O

6 360)



Nhdn xét
Néu dung mdy tinh bo tii, ta tinh duge sin30°30' ~ 0,5075. So sdnh vdi két
qua trén, ta thdy viéc ap dung cong thitc (2) cho ta két qua khé chinh x4c.

3. Viphan cia ham s6
Néu ham s6 f c6 dao ham f” thi tich f '(x)Ax goi 1a vi phan ctia ham s6
y = f(x), ki hiéu 12

dfix) =f'(x)Ax. (3)
Pic biét vdi ham s6 y = x, ta ¢6 dx = (x)'Ax = Ax. Do d6 ta c6 thé viét (3)
dudi dang

df (x) = f'(x)dx hay dy = y'dx.
Vidu3
a) d(® - 2% + 1) = (> - 2x% + 1)'dx = 3% — 4x)dx = x(3x — 4)dx.
b) d(sin’x) = (sin’x)'dx = (2sinx cosx)dx = (sin2x)dx. O

[@ Hay chon phuong an trd I6i dung trong cac phuong an da cho déi vai méi
trudng hgp sau day :

a) Vi phén cla ham sé y = Vx? +3x-11a:

1 2x+3
(A)dy = ——=—=——==dx ; (B)dy = —=——==dx ;
Vit +3x-1 Va2 +3x-1
(C) dy = LI O)dy= —2253 4y

2\1x2+3x—1 2\]x2+3x—1

b) Vi phén cda ham s6y =sin3x /3 :

(A) dy = 3cos3x dx ; (B) dy = 3sin3x dx ;
(C) dy = —3cos3xdx ; (D) dy = —3sin3x dx.
Céu hoi va bai tap

39. Tinh vi phan cla ham s6 f(x) = sin2x tai diém x = —;E ing v6i Ax = 0,01 ;

Ax =0,001.
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40. Tinh vi phan ctia cdc ham s6 sau :

Jx

a)y=a+b(avablacachangs0); b) y =xsinx;
c) y=x2 + sinzx; d) y=tan3x.

41. Ap dung cong thic (2), tim gi4 tri gdn ddng cla céc s6 sau (1am tron két qua
dén hang phin nghin).

1 . oy
a) 0.9995 > b) /0,996 ; ¢) cos45°30'.

§ f ; DAO HAM CAP CAO

1. Pao ham cap hai

Xét ham s6 f(x) = x> — x* + 1. Ham s6 nay c6 dao ham f'(x) = 3x* — 2x. Hién
nhién, y' = f'(x) ciing 12 mot ham s6 c6 dao ham va dao ham ctia né 1a

[£'0)] = Bx% 20y = 6x - 2.

Ta goi d6 1a dao ham cdp hai cha ham s6 ban dau.

Mot cdch téng quat, ta c6 dinh nghia sau day

DINH NGHIA
Cho ham s6 f c6 dao ham f'. Néu f ' ciing c6 dao ham thi dao
ham cta né duogc goi 12 dao ham cdp hai cua ham f va ki hiéu 1a
[, tic la
fn - (fv)u .
f'con goi 1a dao ham cdp moét cha ham s6 f. Pao ham cdp hai ctia ham s6
y = f(x) con dugc ki hiéu 12 y".
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Vi du 1. Tim dao ham cép hai ciia méi ham s6 sau

a)y=x3—2x2+l; . b) y=tanux.

Gidi

a)y =32 —4x;y" = 3x* - 4x) = 6x — 4.

b)y =1+tan’x ;y" = (1 + tan’0)' = 2tanx (1+ tan’x). O

[I'E Tim dao ham cép hai cla cac ham s6 : a) y = Jx ; b) y = sinx.

2. Y nghia co hoc ciia dao ham cap hai
Ta da biét : Néu mot chét diém chuyén dong c6 phuong trinh s = s(f) thi van
téc tai thoi di€m 7, chia chét di€m d6 1a v(zy) = s'(to).
Bay gi0 néu £, nhan mot s6 gia At thi v(fy) nhan mot s6 gia 1a Av = v(ty + Af) — v(ty).
Khi IAt| cang nho (khidc 0) thi Av cang phan anh chinh xac su bién thién van

t6c clia chét diém tai thdi diém ¢,.
- o o e AV < e
Trong co hoc, gidi han hitu han (n€u c6) cta ti s6 N khi At dan dén O dugc

goi 12 gia toc tic thoi tai thoi diém t, (hay gia toc tai thdi di€ém f,) cla chét
diém d6, va duoc ki hiéu 1a a(ty) . Vay

Do d6, ta c6 thé phét biéu y nghia co hoc ctia dao ham c4p hai nhu sau :

Gia toc (tic thoi) a(ty) tai thoi diém ty cia mot chdt diém chuyén
dong cho bdi phuong trinh s = s(t) bang dao ham cdp hai cia ham
56's = s(¢) tai diém ty, tic 1a

a(ty) = s"(tp).
Gia t6c¢ tai thdi diém ¢, dic trung cho sy bién ddi van toc cta chuyén dong tai
thdi diém dé.
Vi du 2. Mot cht diém chuyén dong c6 phuong trinh S(7) = Asin(wr + ¢).
(Phuong trinh nay goi 1a phuong trinh dao dong diéu hoa). Khi d6, van tdc tiic
thdi clia chuyén dong tai thoi diém ¢ 1a
v(it)=S'(t)=Awcos(wt + @).
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Gia t6c tic thoi tai thdi diém ¢ 1a
a(t) = S"() = v'()) = -Ad’ sin(ax + o). O

[H2] Phuong trinh chuyén dong ciia met chét diém a S(t) = 5t — 37 (S tinh bing mét
(m), t tinh bdng gidy (s)). Tinh gia t6c cta chuyén dong tai théi diém t = 4s.

3. DPao ham cip cao
Dao ham cap mot f' va dao ham cép hai f " clia ham s6 f con dugc ki hiéu 14n
gt 1a £ vaF®. Neu @ 1a mot ham s6 c6 dao ham thi dao ham ciia né goi
la dao ham cép ba cia ham s6 f, ki hiéu 1a f(3). Tuong tu, dao ham cdp n cla
mot ham s6 duge dinh nghia bing quy nap nhu sau :

Cho ham s6 fc6 daoham céipn— 1 (véin eN,n22) laf®™",
Néu A"V 1a ham s6 c6 dao ham thi dao ham ctia né duoc goi 1
dao ham c4p n clia ham s6 f va ki hieu 1a £ . Néi cach khic,

£ = [f“’")], (neN,n>?2).

Pao ham cdp 1 clia ham s6 y = f(x) con dugc ki hiéu la y®.

Vidu 3. a) D6i vé6i ham s6 y = B+ 7 —4x,tacs:

y=3"+14x-4; y'=6x+14; y¥=6 va y™ =0 véi moin > 4.
b) D6i v4i ham s6 y = sinx, ta ¢ :
Yy =cosx ;y"'=(cosx) =-sinx ; y(3) =y" =(-sinx)' = —cosx ;

y® = (—cosx) =sinx ; ¥ = (sinx)' = cosx ; ... s

@ Quan sét vi du 3b) va cho biét khing dinh sau dung hay sai : Néu y = sinx thi

ny _ nn
y sm(x+ 2}.

Cau hoi va bai tap

42. Tim dao ham ctia méi ham s6 sau dén cdp dugc cho kém theo.
a) flx) = Xt - Cos2x, f( 4)(x) ;
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

b) fix) = cos’x, V() ;
0) fix) = (x + 10)°, £7(x).
Ching minh ring véimoin > 1,tacé :

D" - n! _

xn+1

a) Néu f(x) = ;lc. thi £ (x) =

b) Néu f(x) = cosx thi f*(x) = cosx.

c) Néu f(x) = sinax (a 14 hing s6) thi £*”(x) = a*" sinax.

Van t6c ctia mot chat diém chuyén dong dugc biéu thi béi cong thic
v(t) =8t + 38, trong d6 ¢ > 0, ¢ tinh bing gidy (s) v v(¢) tinh bang mét/giay
(m/s). Tim gia t6c ctia ch4t diém

a) Tai thoi diém =4 ;

b) Tai thoi di€ém ma van t6c cta chuyén dong bang 11.

Luyén tap

Tim vi phan cia méi ham s6 sau :

a)y= tan’3x — cot3x° ;

b)y=\/00522x+1.

Dung vi phan dé tinh gdn diing (1am tron két qua dén hang phan nghin) :
1
a)

. Huténg déin - Xétham s6 y = —— tai diém x, = 20,25 = 4,5 v6i Ax=0,05.

V20,3 Jx
b) tan29°30". Hudng ddn : Xét ham s6 y = tanx tai diém x, = g Vi Ax = ‘?2‘0 :

a) Cho ham s6 f(x) = tanx. Tinh f”(x) véin = 1, 2, 3.

b) Chimg minh ring néu f{x) = sin’x thi f*(x) =-2*"""! cos2x.
Ching minh ring :
a) Néu y = Asin(wt + @) + Beos(wt + @), trong d6 A, B, w va ¢ 13 nhitng hing
s6, thi y" + &’y = 0. |
b) Néuy = V2x — x? thiy’y" +1=0.
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VAI NET VE SU RA D3I CUA KHAI NIEM DAO HAM

Phép tinh dao ham hay con dugc goi la phép tinh vi phan da dugc manh nha tir nlta
dau thé ki XVII.

Sau khi Dé-cac (Descartes 1596 — 1650) phat minh ra phuong phap xac dinh toa do
mot diém trong hé truc toa do vudng géc (ngay nay goi la hé toa do Bé-cac vudng
gbc) va cach biéu dién ham sé bang dé thi thi 6ng va nha toan hoc Phéc-ma (Fermat
1601 — 1665) da dat ra cac bai toan : Tim tiép tuyén clia dudng cong, tim cuc dai va
cuc tiéu clia ham s&. Dé giai quyét cac bai toan nay, cac 6ng da tiép can dugc diéu
"cot 16i" clia khai niém dao ham.

C6 thé xem Phéc-ma la ngudi di tién phong trong linh vuc xay dung "phép tinh vi
phan". Ong 1a ngudi dau tién da giai quyét mot s6 bai toan lién quan dén van dé cuc
tri va vdn dé tiép tuyén trén co s cac "vo cing bé". Diéu nay khéng xa véi khdi thuy
cla khai niém dao ham.

Tuy nhién phai dén nira cudi thé ki XVII, cac nha toan hoc mdi dat duge nén mong
vitng chdc cho phép tinh vi phan. Cac nha toan hoc ¢6 céng I8n trong linh vuc nay
phai ké dén Niu-ton (Newton 1642 —1727) va Lai-bo-nit (Leibniz 1646 — 1716).
Trong Idi néi ddu ctia moét tac phdm cta minh in nAm 1684, Lai-ba-nit da viét :

"Véi su hiéu biét vé phép tinh ma téi goi Ia vi phan, ngudi ta co thé gidi quyét dugc
céc bai toan tim cuc dai, cuc tiéu va tim tiép tuyén".

Pén cudi thé ki XVIIl va dau thé ki XIX, phép tinh vi phan va ban déng hanh vdi né la
phép tinh tich phan da dugc xay dung hoan chinh bdi cac nha toan hoc Gau-xo
(Gauss 1777 - 1855), A-ben (Abel 1802 — 1829), Cé-si (Cauchy 1789 — 1857) va
Vai-g-xtrat (Weierstrass 1815 — 1897).

Cau hadi va bai tap én tap chuong V

49. Tim dao ham ctia cdc ham s6 sau :
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4 3 2 2
5 + 3x — .
a)y=x7+——;-c—— 2x +1; b)y=x——f—1—a—(a1ahangso);
2 . 2 2
c)y=(2-x")cosx +2xsinx ; d)y=tan"x +tanx".



50.

S1.

52.

53.

4.

55.

56.

a) Chimg minh ring (in) = —-—:Jr—l ,trong d6 n € N*.
x x

b) Véix#0vane N*, tadat x™" = —ln— Tir d6 hay so sdnh ding thic trong
x

cau a) véi cong thic (") = nx’™ ' va néu nhan xét.

Tim dao ham dén cdp dugc néu kém theo cua cac ham s6 sau (n € N*).
a) y = sinx, y"'; b) y = sinx sinSx, y(4) ;
, 1

= (4 — 5, (n); __
oy=@-x7,y Dy=5757";

__1 (), — el 2n)
e))’—2x+1,y ; f) y =cos“x, y.

y , T T
Tinh vi phan cia ham s6 y = tai diém x = — ng v6i Ax = —
(1 + tan x)> 6 360

(tinh chinh x4c dén hang phén van).

Goi (C) Ia a6 thi cia ham s6 f(x) = x* + 2x* — 1. Viét phuong trinh ti€p tuyén
cta (C) trong méi trudng hop sau :

a) Biét tung do cua ti€p diém béng 2 ;

b) Biét rang ti€p tuyén song song véi truc hoanh ;

¢) Biét ring tiép tuyén vuong géé v6i dudng théng y = —-é—x +3;

d) Biét ring ti€p tuyén di qua diém A(0 ; 6).

Tim mot diém trén d6 thi chaham s6 y = sao cho tiép tuyén tai d6 cing

x=-1
vdi céc truc toa do tao thanh mot tam gidc 6 dién tich bang 2.
P6 thi (%) chia mot ham s6 bac hai
y=P(x) di bi xo0d di, chi con lai truc

doi xing A, diém A thuoc (P) va tiép

tuyén tai A cta (%) (h. 5.8). Hiy tim

P(x) va vé lai d6 thi (9.

Cho parabol (P) : y = x°. Goi M, va M, 0
12 hai diém thuoc (%), 14n lugt c6 hoanh

17 A

\u>
RVEA

dolax;=-2vax,=1. Hinh 5.8
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Hiy tim trén (%) mot diém C sao cho ti€p tuyén tai C song song véi cét tuyén
M;M,. Viét phuong trinh cta ti€p tuyén do6.
57. Mot chit diém chuyén dong c6 phuong trinh S = £ — 31> — 9¢ + 2, § d6, 1 > 0,
t tinh bang giay (s) va § tinh bang mét (m).
a) Tinh van t6c tai thdi diém ¢ = 2.
b) Tinh gia t6c¢ tai thdi diém 7 = 3.
c) Tinh gia t6c tai thdi diém van toc bang 0.
d) Tinh van t6c tai thoi diém gia t6¢ bing 0.

4
- -

58. Méi khing dinh sau day diing hay sai ? ,
a) Ham s6 y = cotx c6 dao ham tai moi diém ma né x4c dinh.
b) Him s6 y = Jx c6 dao ham tai moi diém ma né x4c dinh.
c)Hams6y = !x | c6 dao ham tai moi diém ma né x4c dinh.

Vi méi bai tir 59 dén bai 62, hdy chon két qud diing trong cdc két qud da cho.

59. Tiép tuyén ctia d6 thi ham s6 y =

7 tai diém véi hoanh do x = -1 ¢6

phuong trinh la
A)y=-x-3; B)y=—x+2; Oy=x-1; D)y=x+2.

60. Ti€p tuyén cta d6 thi ham s6 y = —— tai diém véi hoanh d6 x = co

V2x

N =

phuong trinh la
(A)2x-2y=-1; By2x-2y =1; (O2x+2y=3; (D)2x+2y=-3.

61. Ham s6 ¢6 dao ham bang 2x + —1-2- 1a
x

3 3
x +1 X +5x—-1
Ay = . = .
Ay Pk B)y P ;
3(x2+x) 222 +x -1
©y==""5" D)y="""2—.
X
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62.

63.

Dao ham cdp 2010 ctia ham s6 y = cosx la
(A)sinx ; (B) —sinx ; (O cosx ; (D) —cos x.
Dién noi dung thich hgp vao ché tréng.

a) Ham s6 hgp cua ham s6 y = cotu va ham s6 trung gian u = Jx 1

¢) Ham s6 y = tan 3x 1a ham s6 hgp cia hAm s6 y = ............ va ham s6 trung
gian u = ..............
d) Him s6 y = vcosx 1a hAm s6 hop claham s6 y = ............ va ham s6 trung
gianu = ..............

Cau hoi va bai tap on tap cudi nam

a) Tinh sing— va cos—g-. |

b) Chitng minh ring c6 hing s6 C > 0 dé c6 dang thitc
. S 3m) L.

smx+(\/5—1)cosx = (Ccos x——g— véi moi x.

Giai phuong trinh
tan x=cot 2x.
Biéu dién cdc nghiém trén dudng tron lugng giéc.
a) Tim gi4 tri nho nhét clia biéu thitfc P(x) = (sinx + cosx)3.
1

2 2

b) Tim gi4 tri nho nh4t cta biéu thic Q(x) =
sin“ xcos” x

¢) Tim gid tri nh6 nhdt cha biéu thitc R(x) = P(x) + Q(x).

Giai cdc phuong trinh :

. 3 . . . 2T
a) sin*x + cos*x = 1 ; b) sin’2x — sin’x = sin2 7 ;
¢) cosx cos2x=cos3x; d)tan2x—sin2x +cos2x — 1 =0.
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10.

224

Giai cac phuong trinh sau :

a) 2sin(x + 10°) =12 cos(x + 10%) = 3 ;
b) \/§ cos 5x + sin 5x = 2co0s 3x ;

c) sin’x — 3sinx cosx + 2cos>x = 0.
Giai céc phuong trinh sau :

_I+cosx

b) tan’x = — ;
: 1+sinx

a) 2tan’x + 3 =

cosx ’
sin3x
cosx
Mot doan tau nho c6 3 toa khiach d6 & san ga. C6 3 hanh khich budc 1én tau.
Hoi :

a) C6 bao nhiéu kha nang trong d6 3 hanh khdch 1én 3 toa khac nhau ?

c) tanx + tan2x =

b) C6 bao nhiéu kha nang trong d6 2 hanh khach ciing 1én mot toa, con hanh
khach thu ba thi 1én toa khac ?
Chotaphop A={1,2,3,..,n} v6in € N, n> 1. Hoi c6 bao nhiéu cip (x ; y)
viixe A,ye Avax>y? |
Mot tdi chita 16 vién bi, trong d6 c6 7 vién bi tring, 6 vién bi den va 3 vién
bi do. '
a) L4y nglu nhién 2 vién bi trong tii.

— Tinh x4c sudt dé duoc 2 vién bi den.

— Tinh x4c suét dé dugc 1 vién bi den va 1 vién bi tring.
b) L4y ngiu nhién 3 vién bi trong tdi.

— Tinh x4c suét dé duoc 3 vién bi do.

— Tinh xdc sudt dé dugc 3 vién bi véi 3 mau khéc nhau.

Goi X 12 bién ngdu nhién chi s6 diém ma mot van dong vién bén cung nhan
dugc khi ban mot 14n. Gi sir X ¢6 bang phan bé x4c sudt nhu sau :

X 9 7 5 3 1
P 02 | 036|023 0,14 | 0,07




11.

12.

13.

14.

15.

a) Tinh diém trung binh khi van dong vién d6 ban mot l4n.
b) Tinh di€m trung binh khi van dong vién d6 ban 48 14n.

Ta da biét cos2—2 = —\/_ Chu'ng minh rang :
a)cos—n3— =l 2+\/§ ;
’) 2
b) cos-— = \/2+\[2+ 2 v6i moi s6 nguyén n > 2.
n — 1 ddu can
Cho day s6 (u,) xdc dinh boi

cuy=3vau,=4u, -1 v6imoin=>2.
Ching minh rang :
22n+1

a)u, = —3 v6i moi s6 nguyén n > 1 ;

b) (u,) 1a mot day s6 tang.
Cho day s6 (u,) x4c dinh boi
| uy=5vau,=u, ; —2véimoinz2.
a) Hay tim s6 hang téng quit cha day s6 («,).
b) Hay tinh téng 100 s6 hang ddu tién cha dy s6 (u,).
Cho diy s6 (u,) x4c dinh boi
| uy =2 va u, = 3u,_; v6i moin > 2.
a) Hay tim s6 hang tng quét cha day s6 (u,).
b) Hay tinh t6ng 10 s6 hang ddu tién clia day s6 (u,,).

Cédc s6 x — y, x + y va 3x — 3y theo thit ty d6 1ap thanh mot cip s6 cong, dbng
thdicic s6 x — 2,y + 2 va 2x + 3y theo thit tu d6 1ap. thanh mét cdp s6 nhan.
Hiy timxvay.’
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16. Tinh giGi han cta c4c day s6 sau :

Cont 40 +15n -7 . 21 +357% ~10n + 3
a) lim 2 ; b) lim — :
n +n+100 S5n” —n +2n
4 n n
o) lim Néon® +n+1 : d) lim 3.2 8.7 '
2n+1 43" + 57"

17. Tinh c4c gi6i han sau :

a) im\3n* —10n+12 ; b) lim (2.3" — 5.4 ;

c)lim(\/n4+n2+1—n2); ‘ ,d)lim——-———l———'—-
) N

18. Tim s6 hang ddu va cong boi clia mot cdp s6 nhan Ini vo han, biét ring s6

hang thif hai 1a 152 va tdng ctia cdp s6 nhan nay 13.15.

19. Tinh gidi han cia cic ham s6 sau :
2

| X +x+10 _x? 4+ 11x+30
lim ———— ; b) lim —m8m8 83 ——;

Y ot X+6 ) x5 25— 2

¢ lim x6+4x2+x—2‘. & lim X2+ x-40 )
o (x3 + 2)2 - x40 2% + 7 +21

e) lim 2x_ +4x +3; ' f) lim (2x+1) X+ ;
X—>—00 2x +1 _ X400 2% + x
g) lim v9x? + 11x 100 ; h) lim (\/sz 1 —x\/§') :

X—>+00 X—>+0

o1 1
1) lim .
x"’+°°\/x2 +x+1-x
20. Chiing minh riang phuong trinh X + ax® + bx + ¢ = 0 luén cé it nhat
mot nghiém.
21. Tim dao ham cua cac ham s6 sau :
ax® + bx? +cC

(=____—_”b, 1\ ’)h;“‘;
a)y @z b (a, b, c 1a cac hang s6)
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4
b)y=(x3—i3+3) ; c)'y=x3coszx;
. X .

d)}’:sin\/4+x2 ; e)y=\/1+tan(x+-)1;).

3

22. Cho ham sOy = mx ++x-5Timmdé:
a) y'bing binh phuong clia mét nhi thitc bac nhit ;
b) y'co6 hai nghiém trdi dédu ; ’
c) y' >0 véimoi x.
23. Giai cac phuong trinh sau :
a) y=0,véiy= %sin2)g+sinx -3
b) y'=0,v6iy=sin3x—2cos3x - 3x + 4.

24. Cho hyperbol () x4c dinh b&i phuong trinh y =

><Ir—=

a) Tim phuomg trinh tiép tuyén (T) ctia (H) tai ti€p diém A c6 hoanh doa (v6’1
a=#0).

b) Gia sir (T) cit truc Ox tai diém 7 va cit truc Oy tai diém J. Ching minh
rang A 1 trung diém cha doan théng IJ. Tir 46 suy ra cach vé tiép tuyén (7).

¢) Ching minh riang dién t1ch tam gidc OIJ khong phu thudc vao vi tri cua
diém A. :

25. Mot diém M chuyén dong trén parabol y = — x% + 17x = 66 theo huéng téng
cta x. Mot nguoi quan sat ding & vi tri P(2 ; 0).

Hiy xéc dinh c4c gid tri cha hoanh do diém M dé ngudi quan sat c6 thé nhm
thay duoc diém M.
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b) +00. 35. a) +o0 5 b) — ; ¢) —0 ; d) —oo.
36.a) +0 ; b) +e0. 37.2) —0 ; b) —0, 38.2) 3 ;

V2

b)—0;¢c)+0;d)0.39.2)0;b) 5 40.a2)0;

b) 1. 41, a) 0 ; b) 0. 42. a) +wo ;

33

b)lZ;c)%; )1 - €) 400 ; f) —o0. 43, )——

1 ,
b) 1¢ ,c)+oo,d)g-44.a) ~2:b)=2;
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c) =0 : d) +o0. 45, a) +o ; b) %; ¢) 0; d) +o.

55. a) +o0 ; b) -—12—; ¢) —oo ; d) +o0. '56. a) +oo ;
1 2

b) -3 57.a) —3-,b)81.

58. 1. HD. u, =l—-nl?. 59.a)—;—;b) L,

27

)+ ;d) +o;e)0; f) \‘—-;—. 60. flién tuc trén

R.6l. m= —%. 63. a) (B); b) (C); ¢) (A);

d) (B). 64. a) (D) ; b) (C) ; ) (O ;5 d) (O).
65.2) (B) ; b) (D) ; ¢) (B). 66. a) (C) ; b) (D) ;
¢) (A). 67. a) (C) ; b) (D) ; ¢) (A). 68. a) (B) ;
b) (B) ; ¢) (D). 69. a) (A) ; b) (B) ; ¢) (O);
d) (C). 70. a) (C) ; b) (D) ; ¢) (B). 71. (B).

CHUONG V

1.a)3:;b)-0,19. 2.a)2;b)5 3.a)a;
b)ax, 4.a)5;4,1va4,01.b)4.
S5.)y=3x+2;b)y=4(C3x—-4);c) y=3x%2.

6. 2) 49,49 m/s ; 49,049 m/s va = 49,005 m/s ;

b) 49 m/s. ‘
7.f'-1)=5;f'(-2)=80; f'(2) = 80.
8. a) 2ax; b) 3¢ (Vx € R).
3 1 -1 .

9. a) (2x—1)2 véi x¢—2— 3 b) 2\/3.: véi
x<3.10.2)f'3) =27, f'(~4) =48 ;

' — _!_ o f - l .
b)f' ()= 2 3 f'[9) = 3

11.a) Ménh dé sai ; b) Ménh dé ding. 12.
[l <05 f (x) =05 f'(x3) >0.

14. b) Khong t6n tai £'(0) ; ¢) Ménh dé sai.

15. Ham s6 gidn doan tai x; va x3, lién tuc tai x,
vaxy ; ¢6 dao ham tai x; va f'(x4) =0.

16.a) -1 ;b)10;c) 8.

17.0) 5% — 12842 ——— 1 b) 28+ 2%~ & ;
v wx T 3
3 2 a
- -1;d) ——.
Ax —x"+x )a+,b
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- 23. a)

18. 8) 25 + 1)(7x° + 1) 5 b) 4x(=3:2 + 1) ;

202+ 5P +6x+8
-1 P ax+)? ]
x(x +2) 2
€) =3 ) 209x" +x -1).
(x+1) . :
231 ) 3.
19.3)32(x—x) (1—2x),b) —m,
3—x a?
c) ;d) .
2\/21 —x)3 \/(az _xz)a
3+\/-5_

20. x < 0 hoac x > . 21, a) x < 0 hoic
¥>2;b)1- 2 <x<1+42.

22. a) x, =5162; x, =-1162 ; b)x; =1 ;
X, =3,449; x,= —1,449.

—2x* —6x+25 -5Qx-1)
(2 =55 +572 " (2 -x+1%’

) 2x+%J§ :d) 200 +2) (x+3)> 3% + 11x +9) ;

2 2
x“ =1 x° -1
2 (hay 3,.2
2x2\/x +1 WG+ 1)
X

24.2)y =2x—1;b)y=’¥. 25.y=+2x—1.

e). ).‘

26.x9~0,4142 ;% =0,7321 ;x5 =1;
x3%1,2361. 27. t=20s ; y(20) = 1960m.

2 .1
28. a)g ,b) > c)-1.
29. a) Scosx + 3sinx ; b) (2x — 3)cos(x> — 3x +2) ;
o) —SMV2X F L 5 4cos 8x — cos20) ;
V2x +1
e) - 2 . Sin2x
(sin x — cos x)* ’ Jeos2x
31.a) ;
2 cos? x+1
"b) — a (1+cot2(x2_+1));
\/x2 +1
3sin®x - 2 12
© 4. .2 d) — 2 ’
cos"x sin“2x  sin“6x



1
cos? x+/1 + 2tan x '

)]

f) cotx —

sin®x

33. a) (xcosx — sinx) [—17 - — 12 ) ;
x°  sin®x

2sin? x(1 + tan? 2x) .
(1 + tan 2x)2
sin2(x? —1) — 4x°

2sin’(x* - 1)

sin2x _
1+tan2x

b)

’

COs X

cos?(sin x) '
2sinvm — 8x

;D
, Jn - 8x
34, -,

2sin3x + 3xcos3x
2+/sin3x

€)

:67—E+k2n ; 7_11:

35. a) 3

-g—+k21t . + R

b) %(a + —725+ k2rx) trong d6 cosq = % va

sina—. 3
=z

Tokom ki) kT

T
c)-2—+k1r,6 3 ; Z+k5'

36.x = —116(15 +4+k2m). 37. = 3141593 mA.

B.am=-1;b)m= ~3-2 .39.-001;-0001.
V2 -1
40. a) dx ; b) (sinx + xcosx)dx

2(a+ \/_

¢) (2x + sin2x)dx ; ) 3sin” x

COS4 X

41. a) ~ 1,0005 ; b) = 0,998 ; c) ~ 0,7009,

42. 2) 24 — 16c0s 2x ; b) —16sin2x.

o) f'(®) = 6(x + 10)° ; £ "(x) = 30(x + 10)* ;
00 = 1200 + 10) 5 FD(x) = 360(x + 10)? ;
FO0) = 7200 + 10) ;7 ©x) = 720, F Py = 0
VYn27).

44. a) a(4) = 32 m/s*

dx.

bya (1) =14 m/s>.

6(2 cos* 3x + 1~ 2cos? 3x)

45.a)dy =
sin® 3xcos® 3x
sindx :
b).dy = —————=dx.
Veos® 2x + 1

46.2) ~ 0,222 ; b) ~0,566.
47.2) () = 1 + tan’x ; £ () = 2tanx (1 + tan’) ;
Px) =2(1 + tan®0) + dtan’x (1 + tan’x).

Vax
2 _ 2 _
b) X Z2xra -3 3‘; c) x%sinx ;

(x-17?

sinx X
oo, )
cos’ X . COs”“ x

51. a) —cosx ; b) 128cos4x — 648cosbx ;

49. 2) 2. + 5

c)y =—5(4 0ty =204 - %) 5y = —60(4

— 0% y® =120 - %) ;Y =-120;y" =0
— ! 1t nt2"

Vn > 6) : dy " .n.l; -1 n.21;
_ Q@+ x)" @x + )™

f) (=1".22"! cos2x.

52. =~ — 0,0059. 583.a)y= 2(4x — 3) va y
="20@x+3);b)y=-1;¢c) y=2(4x-3);

d)y=2(4x—3)v§1y~—2(4x+3).
3 1 3
54.(4

) 55. P(x)——x 35X
56.y=—x-—.57.a)—9m/s;b)12m/s2;

<) 12m/s :d) —12 ms.
58. a) ding ; b) sai ; ¢) sai. 59. (A) 60. (C)
61. (B). 62. (D).

63.a) cotv/x : b) (cosx + sinx)"
va u=3x;d)y=

; C) y = tanu

Ju va u= cosx.

ON TAP CUOI NAM

1. a) sin % =
2
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b)C’=\/4—2\/5‘

2. x=i—76t—>+k1t
3.2)2v2:b)4;¢c)4-242.

m n
. =— +k—;
4.3) x 8+4'

£ T n
= — — =+— ,
b) x 4+k2,x e +km;
c)x#k%.HD scos3x=cos(x + 2x) ;

n T
d)x—§+k—2— s x =km

5.a) x=1 a—-40° + k360° v6i cosa = —

Hlw

T 4 T
b)x-T—2—+k7t,x— 4—8 +kz

x= % + km, x = arctan 2 + k7 .

6. 2) x=k2n. HD : Daty:colsx .

b)x =7+ k2, x = % + k.
1-cos® x

HD : tanzx = 5

1-sin?x
kw
C)X—T.

7. ) 3! = 6 trudng hop. b) 18 trudng hop.
n(n = 1) C 1,67 1

8. = ==
2 C126 8 c]26 20

. 9. a)

G .1 .673_9

c3, 560 560 ~40°
10. 2) 5,96 ; b) 48. 5,96 = 286,08.
11. b) HD : Chitng minh bing quy nap.
12, a) Ching minh béng quy nap ;
b) HD : AL
13.2) u, =7 - 2n; b) S99 = —9400.
14.2)u,=23""1,b)8,,=3"-1.

22n+1;
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{ 6 2
15.(x,y)—(3,1),(x,y)—(—B,—B].
16.a)l;b)O;C)+00;d)—§.l7.a)+oo;

1 ' — 1
b) —0 ; c)-2—; d)1.18. u; =12 ; ¢ = 3 hoac

4
u1=3;q=§.

e)—0; V2 ) +0;h) 03 i) 2.

20. HD : Do tinh lién tuc ciia ham s6

ﬂx)=x3+ax2+bx+c

\ 1
l9.a)2,b)i—6,c)1,d)0,

va lim flx) = +o0, lim f{x) =—oo.

2ax> +bx* —¢ )

21.a) 3
(a+b)x

: 3
1 1
b) 12(x3———+3) (x2+—J;
x3 .)C4

xcos\/4+x2

c) x* € cos? x—xsin2x); d)

4+x°
2_
e) »x 1
2x?% cos? (x+—)1;J\F-tan(x+—j
1
22.aym= 3 ;bym<0;c)m>=.

23.a)x=1t+k2n;x=ig +k2m;

b)x=k'—23f x= 2T“+ k%“- v6i tanar = 2.

1 -2
4. [y — ;
24.a)y " X+ -

a
vi dién tich). 25. ~4 < x <8.

b) HD : I(2a; 0), J(O; 2).0) Spy =2 (don



BANG TRA CUU THUAT NGU

Bang phan bd x4c sudt .
Bién c& ' 70

Bién c6 chic chin - e
Bién c6 doc lap _ 81
‘Biéncsdsi 7
Bién c6 khong thé T
Biénc6 xungkhdc B R 7
| Binnghunhientdire . R B
Cdp s6 cong : 110
Cép s6 nhan 116
- Chishhep | - ss
Cong boi v , - 116
CComgsai 10|
Cong thirc nhi thitc Niu-ton 64

* Dang v6 dinh e
| payss ' , 101
Dy s6 bi chan 14
Déy s6 bi chan dusi - 104

7 VVDﬁy 0 bi chin trén : . 104 |

Day s6 c6 gi6i han hitu han 131
Dy s6 ¢6 gidi han 0 , 129
Dy s6 ¢6 gidi han +oo : 139

Diy s6 ¢6 gidi han —wo ‘ ' 139
| Diy s6 c6 gidi han vo ey e 1Y

Day s6 giam 104
: Dﬁy $6 hifu han o 102
 Days6khongddi B R T

Day s0 tang ‘ 104
Ddy s6 vo han - 101




.
Pao ham cdp hai

216

" Daohamocspmot . T 216 |
Pao ham ctia ham s6 hgp 201
Pao ham cha ham s6 tai mot diém 185
 Dao ham ciia ham s6 trén mot khodng . . 189
P lech chuén 89
Pudng hinh sin 7
Puimg tiém cin (cta d6 thi ham s6 y = tanx, y = cot x) 12
Gia tdc titc thoi 217
. Gia thiét quy nap 98
Gtao cua hai bién c6 81
Giao cia k bién c6 81
Gi6i han vo cuc clia ham s6 tai mot diém 147
_ Gi6i han ctia ham s6 tai mot diém 145
Giéi hz;n ciia ham s6 tai vo cuc - 147
Gi6ihan lim S 153, 206

x>0 x

Gidi han mot bén 155
Giéi han bén phai 155
Gié6i han bén tréi 156

' e 189 |
Ham s6 hop 201
Ham s6 lién tuc 168
Ham s6 lién tuc tai mot diém 168
Ham s6 lién tuc trén mot doan 169
Hhm s6 lién tuc trén mot khoang 169
Ham s6 lién tuc trén mot nira khoang 170

. Hamstuinhoan 13
Ham s6 tudn hoan véichuki T 13
Ham s6 trung gian 201
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He thic truy héi 103
| Hodn vi 56 |
Hop ctia hai bién c6 78
Hop cha k bién c6 » 78
Keét qua thuén lgi cho bién ¢6 A 71
Khoéng gian miu 70
Ki vong 88
Phép.thir ngAu nhién ' ’ e 70 |
Phuong phap quy nap todn hoc 97
Phuong sai 89
Phuong trinh bac nh4t d6i v6i sinx va cosx 35
Phuong trinh luong gidc co ban 19
Phuong trinh thudn nh4t bac hai d6i véi sin x va cosx 37
77777 Phurong trinh ti€p tuyén | 187
Quy tic cong 52
Quy tic cong x4c suit 78
Quy tic nhan 53
————— Quy tic nhan xdcsuft . V 81
S0 gia cla bién s6 185
S6 gia ctia ham s6 185
'S6 hang cta diy s6 101
S6 hang t6ng quat cta ddy s6 103
Tam gidc Pa-xcan 66
Tiép diém
Tiép tuyén S
T8 hop S A
Van t6c tiic thoi 188
Vi phan ‘ 213,215
1 Xic suft chabiéncs ' 71
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MUC LUC

Trang

Chuong 1. HAM S8 LUONG GIAC VA PHUONG TRINH LU’QNG GIAC

~ §1. Céc ham s6 lugng gidc | 4
§2. Phuong trinh lugng gidc co ban 19
§3. Mot s6 dang phuong trinh luong gidc don gian 33
Cau hoi va bai tap on tap chuong I 47
Chuong II. TO HOP VA XAC SUAT
A.Té6 hop
§1. Hai quy tic dém co ban ‘ 51
§2. Hoén vi, chinh hop va td hgp : ' 56
§3. Nhi thitc Niu-ton 64
B. Xac suat _
§4. Bién cd va xdc sudt clia bién co 69
§5. Céc quy tac tinh xdc sudt 78
§6. Bién ngau nhién roi rac 86 -
Cau héi va bai tap én tap chuong II ' 93
Chutong I11. DAY S8. CAP SO CONG VA CAP SO NHAN
§1. Phuong phép quy nap todn hoc 97
§2. Day s6 - 101
§3. Cap s6 cong » , 109
§4. Cédp s6 nhan ' ‘ "~ 115
Cau hoi va bai tap on tap chuong II1 122
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Chuong IV GIOI HAN
A. Giéi han cia day so

§1. Day s6 c6 gidi han 0

§2. Day s6 c6 gi6i han hitu han

§3. Day s6 c6 gi6i han vo cuc

B. Gidi han ciia ham s6. Ham s6 lién tuc

§4. Dinh nghia v m6t s6 dinh i vé giéi han cia ham s6 |

§5. Gi6i han mot bén

§6. Mot vai quy tic tim gidi han vo cuc
§7. Cic dang v6 dinh

§8. Ham sd lién tuc

Cau héi va bai tap on tap chuong IV

Chuong V. | DAO HAM
§1. Khdi niém dao ham |

§2. C4c quy tic tinh dao ham

§3. Pao ham ctia cic ham s6 lugng gidc

§4. Vi phan '

§5. Dao ham cép cao

Cau hoi va bai tap o6n tap chuong V

Cau héi va bai tap én tap cuéi nam
Hudng dan giai, ddp sd cdc bai tdp

Bang tra cttu thuat ngit

127
130
138

145
155
160
163
168

177

184
196
206
213
216

220
223
228
235
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