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NHUNG DPIEU HQC SINH CAN CHU Y KHI SUDUNG SACH GIAO KHOA

1. Khi nghe thay ¢ giao glang bai, ludn ludn c6 SGK trudc mat. Tuy nhién
~khéng viét, vé thém vao SGK dé nam sau céc ban khac c6 thé dung dugc.

2. V& trinh bay, sach gido khoa c6 hai mang : mang chinh va mang phu.

Mang chinh gém céac dinh nghia, dinh Ii, tinh chét,... va thudng dugc déng
khung hosc c6 dudng vién & mép trai. Mang nay dugc in 1Ui vao trong.

3. Khi gap Cau hdi [2], cdn phai suy nghi, tré I&i nhanh va diing.

4. Khi g&p Hoat dong )QQ pha| dung but va guéy nhap dé thuc hién nhing
yéu cdu ma hoat dong doi hdi.

Bén quyén thuoc Nha xudt ban Gido duc - Bo Gido duc va Dao tao.
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PHEP DOI HINH VA PHEP BONG DANG
TRONG MAT PHANG

CHUONG |

Bitc tranh ciia hoa st Ha Lan Et-se (M.C. Escher) goém nhitng hinh bdng
nhau mé td cdc chién binh trén lung ngua. Cdc hinh ndy phii kin mdt phdng.
Hai chién binh va ngua ciing mau (trdng hodc den) twong ung voi nhau qua
mot phép tinh tién. Hai chién binh va ngya khdc mau thi twong g véi nhau
qua mot phép doi xing truc va tiép theo la mot phép tinh tién.

Nghe thudt ding nhitng hinh bdng nhau dé ldp ddy mdt phdng dwoc phdt
trién manh mé vao thé ki Xl & nuéc I-ta-li-a.

Chuong nay néi vé cac phép ddi hinh va déng dang trong mat phang.
Hoc sinh s& lam quen v&i phép tinh ti€n, phép ddi xing truc, phép quay,
phép vi ty, ... va s& hiéu th& nao Ia hai hinh bing nhau, th& nao la hai
hinh déng dang mét cach téng quat.

Hoc sinh can ndm dugc dinh nghia clia cac phép néi trén va cé thé ap
dung chung dé€ giai cac bai toan khéng qua phuc tap.
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MG DAU VE PHEP BIEN HINH

1. Phép bién hinh
* Trong Pai s0, ta da biét mot khdi niém quan trong : khdi niém "ham s6".
Ta nhéc iai : Néu c6 mot quy tic dé v6i mdi s6 x € R, xdc dinh dugc mot
s6 duy nhit y € R thi quy tic d6 goi 1a mot ham s6 xdc dinh trén tdp s6
thuc R. .

Bay gid, trong ménh dé€ trén ta thay 50 thire bing diém thudc mdt phdng thi
ta dugc khai niém vé phép bién hinh trong mat phing. Cu thé 1a

Néu c¢6 mot quy tic dé v6i mbi diém M thudc mat phang, x4c dinh dugc
mot diém day nhat M’ thuoc mat phing 4y thi quy tac do6 goi 1a mot phép
bién hinh (trong mdt phdng).

Vay ta co
PINH NGHIA
Phép bién hinh (trong mdt phéng) la mot quy tdc dé voi méi
diém M thugc mat phang, xdc dinh dwoc mot diém duy nhdt
M’ thudéc mdt phdng dy. Piém M’ goi la dnh cia diém M qua
phép bién hinh dé.
2. Cac VI du
Vi dul . M

Cho duong thing d. Vcn méi diém M, ta xéc dinh
M’ 12 hinh chi€u (vuong goc) ciia M trén d (h.1)
thi ta dugc mot phép bién hinh.

Phép bién hinh ndy goi la phép chiéu (vuong M

goc) lén duong thang d. Hinh 1
Vidu2

Cho vectd i, v6i mdi diém M ta xdc dinh diém / y
M’ theo quy tac MM’ =i (h.2). /

Nhu vay ta cling c6 mot phep bién h1nh Phép
bién hinh d6 goi 1a phép tinh tién theo vecto . Hinh2
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Vidu3

Véi mbi diém M, ta xdc dinh diém M’ tring véi M thi ta ciing duoc mot
phép bién hinh. Phép bién hinh d6 goi l1a phép déng nhdt.

3. Ki hiéu va thuat ngir

Néu ta ki hiéu mot phép bién hinh nao d6 1a F va diém M’ 13 anh cta diém M
qua phép bién hinh F thi ta viét M’ = F(M), hoic F(M) = M'. Khi do, ta con
noéi phep bién hinh F bién diém M thanh diém M'.

V6i méi hinh # ta goi hinh # ' gdm céc diém M’ = F(M), trong d6 M € A, 1a
- dnh cua H qua phép bién hinh F, va viét # ' = F(H).

% 1) Hay vé mot dudng tron va mét dudng théng d r6i v& anh cda dudng tron qua
phép chiéu I1én d.

2) Hay v& mot vectd i va mot tam giac ABC r6i lan lugt v& anh A’ B’, C’cla cacdinh A,
B, C qua phép tinh tién theo vecto #. C6 nhan xét gi vé hai tam giac ABC vaABC'?

PHEP TINH TIEN
VA PHEP DOI HINH

1. Pinh nghta phép tinh tién
Ta nhéc lai dinh nghia phép tinh tién da n6i & Vidu 2 §1 :

Phép tinh tién theo vecto i la mét phép bién hinh bién diém
M thanh diém M’ sao cho MM’ = i .

Phép tinh ti€n theo vecto u thuong dugc ki hiéu 1a T hoic T;. Vecto u
duoc goi 1a vecto tinh tién.

Phép dong nhdt c6 phdi la phép tinh tién khong ?
2. Cac tinh chat cda phép tinh tién

S 1 r~
ﬁ Gia st phép tinh tién theo vecto # bién hai diém M, N Ian lugt thanh hai diém M’, N'.
C6 nhan xét gi vé hai vectc MN va M'N’ ? So sanh dé dai hai vecto d6.
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Viy ta c6 dinh li

PINH L 1

[ Néu phép tinh tién bién hai diém M va N ldn luot thanh hai
diém M’ va N’ thi M'N’ = MN.

Ngudi ta dién t4 tinh chét trén ctia phép tinh ti€n 13 : Phép tinh tién khong
lam thay doi khodng cdch giita hdi diém bdt ki.

DINH Li 2

[ Phép tinh tien bien ba diém thing hang thanh ba diém
thdng hang va khong lam thay ddi thit tu ba diém dé.

Chitng minh

Gia st phép ﬁ_nh tién bién ba diém A, B, C thanh ba diém A’, B’, C". Theo
dinhli1,tac6 A'B'=AB,B'C'=BC vaA'C’= AC. '

Néu A, B, C thing hang, B nim gifta A va C thi AB + BC = AC. Do d6 ta
ciing ¢6 A'B’ + B'C’ = A'C’, tic 1a A’, B, C’ thing hang, trong d6 B’ nam
gitta A’ va C". 7 ‘ O
Tir dinh i trén, ta d& dang suy ra hé qua sau day

HE QUA

Phép tinh tién bién duong thdng thanh dudng thdng, biéh
tia thanh tia, bién doan thing thanh doan thdng bdng né, bién
tam gidc thanh tam gidc bdang né, bién dwong tron thanh
duong tron cé cang bdn kinh, bién géc thanh géc bang né.

3. Biéu thirc toa do ctia phép tinh tién

Trong mat phang v6i hé truc toa do Oxy, cho phép 7 i
tinh ti€n theo vecto i. ‘ ‘ /.'/ M’
Biét toa do clia ii 14 (a ; b). Gia st diém M(x ; y) ‘M
bién thanh diém M'(x"; y") (h.3). %) >
. 3 ) X=x+a ‘
- Khidotacod . Hinh 3
y =y+b. : , ‘ ,
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Cong thitc trén goi 12 biéu thicc toa dé ciia phép tinh tién theo vecto
i(a;b).

2
% Hay gidi thich vi sao c6 cong thic trén.

4. Ung dung ctia phép tinh tién
Bai toan 1
Cho hai diém B, C c¢ dinh trén duong tron (O ; R) va mét diém A thay doi
trén dwong tron dé. Chitng minh rdng truc tdm tam gidc ABC ndm trén mot
duong tron cd dinh.
Gidi ,
Néu BC 1a dudng kinh thi truc tam H cla tam gidc
ABC chinh 1a A. Vay H ndm trén dudng tron cd

“dinh (0 ; B).

Néu BC khong phai 1a dudng kinh, v& dudng kinh
BB’ cua dudng tron (h.4). Y
Dé thdy ring n€u H 1a tryc tam cla tam gidc ABC
thi AH = B'C (trén hinh 4, diéu d6 suy tir nhan xét
ti gidc AHCB' 1a hinh binh hanh).

Br

Hinh 4

Nhu vay, phép tinh tién theo vecto c6 dinh B'C bién diém A thanh diém H.
Do dé, khi A thay ddi trén (O ; R) thi tryc tAm H luén nim trén dudng tron
¢d dinh 1a &nh cta duong tron (O ; R) qua phép tinh ti€n néi trén. O

Bai toan 2 o

Hai thén ném & hai vi tri A va B cdch A
nhau mét con song (xem rang hai bo

séng la hai dwomg thdng song song), \ ‘
(h.5). Nguoi ta du dinh xdy mot chiéc -----~+"f ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~
cdu MN bdc qua soéng (cé nhién cdu =———~=lc=======~z=
phdi vudng géc voi bo séng) va lam hai

doan duong thdng tir A dén M va tir B

dén N. Hdy xdc dinh vi tri chiéc cdu B
MN sao cho AM + BN ngdn nhdt. ' Hinh S




Nhdn xét

" Bai todn sé rit don gidn néu con song rdt hep, hep dén mitc hai bd séng a
va b xem nhu trung véi nhau.

3
ﬁ Hay giai bai toan trong trudng hgp dac biét dé.

Trudng hop téng quét (h.5) c6 thé dua vé trudng hop trén bang mot phép.
tinh tién theo vecto MN dé a trang b. Khi d6 diém A bién thanh diém A’
sa0 cho AA' = MN va do d6 A'N = AM.

4
R Tir goi y d6, hay gidi bai toan trong trudng hop téng quat.

5. Phép ddi hinh
Khong phai chi c6 phép tinh tién "khong 1am thay déi khoang cich giita hai
diém" ma con nhiéu phép bién hinh khdc ciing c6 tinh chét d6 (tinh chat nay -
con dugc goi 12 tinh chat bdo todn khodng cdch giita hai diém). Ngudi ta goi
cac phép bién hinh nhu vay 1a phép doi hinh.

DINH NGHIA

Phép doi hinh 1a phép bién hinh khong lam thay ddi khodng
cdch giita hai diém bdt ki.

Chd ¢ ring céc tinh chdt dd néu cla phép tinh ti€n dugc chitng minh chi
dua vao tinh chét "khong lam thay doi khodng cdch giita hai diém". Boi
vdy, cic phép doi hinh ciing c6 nhitng tinh chat d6. Cu thé ta c6

'DINH Li

(" Phép doi hinh bich ba diém thing hang thanh ba diém thing)
hang va khong lam thay déi thit ty ba diém dé, bién duong
thdng thanh duong thdng, bién tia thanh tia, bién doan thdng
thanh doan thdng bdng né, bién tam gidc thanh tam gidc
bdng nd, bién duong tron thanh dudng tron cé ciang bdn
' kkinh, bién géc thanh géc bang né. /




Cau héi va bai tap

Qua phép tinh tién T theo vecto u # 6 dudng thflng d bién thanh
dudng thiang d’. Trong truorng hdp nao thi : d tring d’ ? d song song v&i d’ ?
dcatd'?

Cho hai dudng thing song song a va a’. Tim tat ca nhimg phép tinh tién
" bién a thanh a’.

Cho hai phép tinh tié’n T; va Ty, Vé6i diém M bdt ki, T; bién M thanh
diém M’, T; bién M’ thanh diém M". Ching to ring phép bién hinh bién M
thanh M” 12 mot phép tinh ti€n. |
Cho dudng tron (O) va hai diém A, B. Mot diém M thay déi trén dudng
tron (O). Tim quy tich diém M’ sao cho MM + MA = MB.
Trong mit phing toa do Oxy, v6i @, a, b 12 nhitng s6 cho trudc, xét phép
bién hinh F bién méi diém M(x ; y) thanh diém M'(x"; y"), trong d6
x'= xcosa — ysina + a

{y' = xsina + ycosa + b.
a) Cho hai diém M(x; ; y;), N(x; ; yp) va goi M', N " 14n luot .1?1 anh ctia M,
N qua phép F. Hay tim toa d6 cha M’ va N".
b) Tinh khoang céch d giita M va N ; khoang céch d’ guxa M’'va N’
¢) Phép F c6 phai 1a phép doi hinh hay khong ?
d) Khi & = 0, ching to rang F 1a phép tinh ti€n.
Trong mat phing toa d6 Oxy, xét cac phép bién hinh sau day :
— Phép bi€n hinh F bién mébi diém M(x ; y) thanh diém M'(y ; —x) ;
—.Phép bién hinh F, bién mbi diém M(x ; y) thanh diém M'(2x ; y).
Trong hai phép bién hinh trén, phép nao 13 phép doi hinh ?



PHEP POI XUNG TRUC

1. Dinh nghia phép déi xitng truc

"Ta nhéc lai : Diém M’ goi la doi xitng voi diém M qua

dwong thdng a néu a la duong trung truc cia doan
thdng MM’ (h.6). Néu M ndm trén a thi ta xem M doi
xitng voi chinh né qua a. : Me—P oy

Phép d6i xing qua dudng thing a dugc dinh nghia
nhu sau - Hinh'6
DINH NGHIA 1

Phép do6i xtmg qua duong thdng a 1o phép bién hinh bién méi
diém M thanh diém M’ doi ximg véi M qua a.

Ki hiéu va thuat ngix

Phép d6i xing qua dudng thing a thuong dugc ki hiéu la D,. Phép d6i xing

qua

dudng thing con goi don gian 1a phép doi xing truc.

Pudng thing a goi 12 truc ciia phép déi xitng, hay don gian 1a truc déi xirng.

Qua phép déi xiing truc P 4, nhitng diém nao bién thanh chinh né ?

Néu phép déi xig truc D, bién diém M thanh diém M’ thi né bién diém M’ .
thanh diém nao ? Néu né bién hinh H thanh hinh H’ thi né bién hinh H’
thanh hinh nao ?

2. Binh li

A

10

{ Phép doi xitng truc la mot phép doi hinh. J

1 (D& chimg minh dinh Ii)
Gi4 sir D, 1a phép d6i ximg qua dudng thang a. Ta chon hé truc toa d6 Oxy ma Ox la
dudng thang a (h.7). : :




L&y hai diém tuy y A(x, ; y4) va B(xg ; yg), hdy viét B
toa d6 clia A’ = D (A) va B’ = D (B) réi ding cong
thirc tinh khodng cach dé chimg minh A’B’ = AB.

8
Re——p X

0 x
& CHUY
_ | ’ A
Qua hoat dong trén, ta thiy néu B
phép do6i xing qua truc Ox bién Hinh 7

diém M(x ; y) thanh diém M'(x’; y") thi

{x' =X
y =~y

Cong thic trén goi 12 biéu thitc toa do cia phép doi xing

qua truc Ox.

Phép déi ximg qua truc Oy cé biéu thiic toa do nhu thé nao ?

3. Tryc ddi xiing cia mét hinh

Chting ta hily quan st bon hinh sau day (mdi chit c4i 12 mot hinh) :

ADPAQ

Nguoi ta néi hinh thit nhét va hinh thit hai c6 tinh "can xing" vi véi mbi
hinh, c6 thé tim thdy mot dudng théng sao cho phép d6i ximg qua dudng
thang d6 bién hinh 4y thanh chinh né. Cdc dudng thing d6 goi 1a truc d6i

. xttng ctia m6i hinh. Hai hinh con lai khong "can xing" vi ching khong ¢6

nhitng dudng théng nhu vay.
DINH NGHIA 2

Duong thdng d goi 1a truc d6i xtmng cia hinh H néu phép doi

xung truc D 4 bién H'thanh chinh nd, tic la D (H ) = H.

Mot hinh cé thé khong c6 truc d6i xing, ciing c6 thé c6 mot hay nhiéu
truc d6i xitng. '
11



Trong cdc hinh sau ddy, hinh ndo cé truc déi ximg va cé mdy truc ? (Moi
. .

4, Ap dung

- Dé chién thang trong cudc chay dua

12

chit cdi la mot hinh)
A B CDD

_ E G
MNOPQRST

H |l KL
Uuv XY Z.
Cdc em hdy nhd mot giot muc lén mot to gidy trdng, roi gdp 10 gidy theo

mot duong thdng di qua giot myc do. Ap hai phdn cila to gidy sdt vao nhau
réi mé ra. Cdc em sé duoc nhitng hinh cé truc doi xing khd ki thii !

Hay lam thir !

Dudéi ddy gidi thiéu vdi cdc em mot s6 hinh nhu vdy.

Bl

Ngudi ta t6 chitc mot cudc chay thi
trén bai bién vé6i diéu kién sau : Céc
van dong vién xudt phat tr dia diém
A va dich 13 dia diém B, nhung trudc
khi dén B phai nhing minh vao nudc
bién (ta gid sit ring mép nudc bién la
mot dudng thang) (h.8).

nay, ngoai téc do chay, con c6 moét
yéu t8 quan trong 1a van dong vién ,
phéi xdc dinh vi tri M & mép nuéc ma minh phai chay tlt A t6i d€ nhing
minh vao nuéc bién, réi tir d6 chay dén B sao cho quang dudng phai chay
12 ngén nhét.



Nhu vay, bai toan c6 thé phat bidu dudi dang
todn hoc thun tuy sau day _ \

Cho hai diém A va B ndm vé mot phia ciia . \\& ————————— B
dwong thdng d (h.9). Hay xdc dinh diém M trén M . d

d sao cho AM + MB bé nhdt. Hinh 9

Néu hai diém A va B ndm vé hai phia ciia duomg thdng d thi 16 gidi bai
todn trén rdt don gidn. Trong truong hop dé, diém M cdn tim 1a diém nao ?
Bay gid xét trudng hop A, B ndm vé mot phia ctia d. Hay 14y diém A’ d6i
xiing v6i A qua d, va chi ¥ ring : AM + MB = A'M + MB.

2
ﬁ V@i goi y trén day, hay néu Idi giai ctia bai toan.
Cau héi va bai tap
7. Qua phép d6i xtng truc D, (a 1a tryc d6i xing), dudng thang d bién thanh
dudng thing d’. Hay tra 1i cdc cau hdi sau :
- a) Khi nao thi d song song véi d’?
b) Khi nao thi d tring v6id’ ?

¢) Khi nao thi d cét d’ ? Giao diém ctia d va d’ c6 tinh chit gi ?
d) Khi nao d vuodng géc V()'l d?

8. Trong mat phing toa do Oxy, cho cdc duong tron (‘61) va (%€,) lan lugt co
phuong trinh :

(%1):x2+y2—4x+5y+1=0;

(6,) : X2 +y% +10y-5=0.
Viét phuong trinh anh clia méi duding tron trén qua phép d6i xiing c6 truc Oy.

9. Cho géc nhon xOy va mot diém A ndm trong géc d6. Hay xac dinh diém B
trén Ox va diém C trén Oy sao cho tam gidc ABC c6 chu vi nho nhét. .

10. Cho hai diém B, C c¢6 dinh ndm trén dudng tron (O ; R) va diém A thay déi
trén dudng tron d6. Hay diang phép d6i xing truc dé chitng minh ring truc
tam H cta tam gidc ABC nam trén mot dudng tron c6 dinh.

Hudng ddn. Khi BC khong phai 1a dudng kinh, goi H' 1a giao diém cta
duong thang AH vé6i dudng tron (O ; R). Chitng minh rang H d6i xing v6i H'
qua dudng thang BC.

13.

s st i
e sttt



11. a) Chi ra truc d6i xtng (néu c6) clia moéi hinh sau day (mdi hinh 1a mot tix
bao gébm mot s6 chit cdi) ‘

MAM, HOC, NHANH, HE, SHE, COACH, IS, IT,
SOS, CHEO |

b) Chiing minh ring d6 thi cha ham s6 chin luon c6 tryc d6i xing.

PHEP QUAY
VA PHEP POI XUNG TAM

S

1. Dinh nghia phép quay

Trong mdt phdng cho mot diém O c6 dinh va géc luong gidc ¢

khong _do"i. Phép bién hinh bién diém O.thanh diém O, bién

méi diém M khdc O thanh diém M’ sao cho OM = OM’ va

(OM, OM") = @ duoc goi la phép quay tam O goc quay @.
Phép quay thudong dugc ki hiéu 12 Q, va néu mudn chi rd tam quay O va
gbc quay @ thi ta ki hiéu phép quay d61a Q¢ o). -

Hinh 10

Hinh 10 cho ta thdy phép quay tam O géc quay g bién diém M thanh diém
M’, bién 14 c& € thanh 14 cd € .

Phép doéng nhdt ¢ phdi la phép quay hay khong ?

14 |




8Gi-lL)}

*

2. Dinh Ii

[ Phép quay la mgt phép doi hinh. o ]

Chiing minh

- Gid str phép quay Q ¢, ¢ bién diém M thanh M’ va bién diém N thanh N’
~ trong d6 O, M, N khong thing hang (h.11). Theo dmh nghia cta phép quay,
ta cod

OM = OM',
ON = ON’ ‘
va (OM,OM’)=(ON,ON") = o.
Theo hé thic Sa-1o vé goc lugng giac, ta ¢
(OM, ON) = (OM, OM") + (OM*, ON)
=(ON, ON") + (OM’, ON)
=(OM', ON"). o
Suyra MON = M'ON’. Nhu vay hai tam gidc Hinh 11
- MON va M'ON’ bang nhau, do d6 M’N’= MN.
Trudng hgp O, M, N thang hang, ta thiy ngay M’N’ = MN. O

N’
¥
1
I
'

B
1
}% Cho hinh ngii giac déu ABCDE tam O (h.12). Hay

chi ra mét s6 phép quay bién ngii giac dé thanh A

chinh né.

Hinh 12
3. Phép ddi xiing tam
‘Mot trudong hop dac biét cia phép quay la phép quay véi géc quay w. Khi
d6, n€u O 1a tam quay thi mbi diém M dugc bién thanh diém M’ sao cho O

1 trung diém cha MM’ Boi vay, phép quay d6 con c6 tén goi 1a phép déi
xtng qua diém O.

'Phép d6i xing qua diém O con c6 thé dugc dinh nghia nhu sau :
Phép doi xitng qua diém O 1a mot phép bién hinh bién méi
diém M thanh diém M’ d6i ximg véi M qua O, c6 nghia la
OM +OM’ = 0.
/ 15



Ki hiéu va thuat ngir

Phép d6i xing qua diém O thudng dugc ki hiéu 1a D, Phép d6i xing qua
- moét diém con goi don gian 12 phép doi xing tdm.

Diém O goi 12 tdm ciia phép doi xitng, hay don gian la tdm doi ximg.

Biéu thitc toa do |

Trong hé toa do Oxy cho diém I(a ; b). Néu phép déi xing tam P, bién
diém M(x ; y) thanh diém M'(x"; y") thi

x=2a-x
y =2b-y.

Cong thic trén goi 14 biéu thikc toa d¢ ciia phép doi ximg tam Dy.

2

Hay giai thich tai sao c6 cong thic trén.

Tam déi xitng ctia mot hinh

Chiing ta hdy quan sdt c4c hinh bi€u thi c4c chit cdi sau day

Tuy céc hinh d6 khong c6 truc doi xung nhu'ng ching ciing c6 tinh "can
xtng" ndo d6. Li do 12 v6i méi hinh, ta c6 thé tim thdy mot diém O sao cho

phép dsi xing tam D bién hinh d6 thanh chinh né6.
Diém O nhu thé ciia méi hinh trén ddy la diém nao ?
Cic diém O nhu vay dugc goi 1a tim d6i xing ctia mdi hinh.

Diém O goi la tdm doi ximg ciia mot hinkh A néu phép doi
xitng tdm D bién hinh H thanh chinh né, titc la Do) =K.

Trong bdng chif cdi in hoa, nhiing chit ndo cé tdm doi xiung ? Nhiing chit
nao cé tam doi xing nhung khong cé truc doi ximg ?

- 4| Trong cdc hinh sau ddy, hinh nao cé tdm doi xing ?

Sy
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4. Ung dung cha phép quay

N
14

Bai toan 1
Cho hai tam gidc déu OAB va OA'B’ nhu hmh 13.

Goi C va D lan lugt la trung diém cia cdc doan thdng
AA’va BB'. Chitng minh rdng OCD la tam gidc deu

Gidi

Xét phép quay Q tam O véi gbc quay bing mot géc Hinh 13
lugng gidc (OA, OB). RS rang Q bién A thanh B va bién

‘A’ thanh B’, nén Q bién doan thing AA’ thanh doan thdng BB'. Tix d6 suy ra Q

bién trung diém C clia AA' thanh trung diém D cta BB’. Do d6 OC = OD va
COD oD = 60°. Vay OCD 12 tam gidc déu. | O

| Bai toan 2

Cho duong tron (O ; R) va hai diém A, B c6 dinh. Véi méi diém M, ta xdc
dinh diém M’ sao cho MM’ = MA + MB. Tim qug tich diém M’ khi diém M
chay trén (O ; R).

" Gidi (h.14)

Goi [ la trung diém cla AB t‘hi I ¢6 dinh va
MA + MB = 2Mi .

Béi viy, MM’ = MA+MB khi va chi khi
MM’ = ZW, tiic 12 MM’ nhan [ 1am trung

diém hay phép d6i xing tam D; bi€én diém M
thanh M’. Vay khi M chay trén dudng tron
(O ; R) thi quy tich M’1a 4nh ctia dudng tron d6 qua D;. Néu ta goi O’ 1 diém
doi xiing clia O qua diém I thi quy tich cia M”12 dudng trdn (O”; R). O

Hinh 14

Bai toan 3

Cho hai duong tron (O ; R) va (Oq ; Ry) cdt nhau tai hai diém A, B. Hay
dung mot duong thdng d di qua A cdt (O 5 R) va (Oq ; Ry) ldn hr_m‘ tai M va
M, sao cho A la trung diém ciia MM,. |

Gidi (h.15)

Gia sir ta dd dung dugc dudng thing d thod min yéu cdu cha bai toan. Goi
D, 1a phép d6i xing qua A thi P, bién diém M thanh diénr M, va bién

2. HINH1INC-A : 17
N . E .



duong tron (O ; R) thanh duong
trdn (O’ ; R). Vi M ndm trén (O ; R)

nén M ndm trén (O’ ; R). Mat khéc
M lai nam trén (Oy ; Ry) nén M, 1a
giao diém khic A cua hai dudng
tron (O’ ; R) va (Oq ; Ry).

Tir d6 suy ra cach dung :

* Dung dudng tron (O’ ; R) d6i
xitng véi (O ; R) qua diém A (O’ 12 Hinh 15,
diém do6i xitng ciia O qua A).

o Ldy giao diém M cia hai dudng tron (O1;Ry) va(O'; R), M, khic A.
*» Duodng thing 4 13 dudng thing di qua A va M.

Vi sao d thod mdn diéu kién cua bai todn ?

12.

- 13.

- GOG’ 1a tam gidc vudng cén.
14.

15.

18

Céu héi va bdi tap

Cho phép quay Q tam O véi géc quay ¢ va cho dudng thing d. Hay néu cach
dung &nh d’ cba d qua phép quay Q. ' :

Cho hai tam giéc vuong can OAB va OA'B’ ‘
c6 chung dinh O sao cho O nam trén doan
thing AB’ vA nim ngoai doan thing A'B
(h.16). Goi G va G’ l4n lugt 1a trong tdm -
cac tam gidc OAA’ va OBB'. Ching minh

* 9 7 2z :" 2, A A ~ B’
Gia s phép d6i xing tam D, bién duong

thing d thanh duong thing d’. Ching minh
a) Néu d khong di qua tam déi xiing O thi d’ song song v6i d, O cich déu d
vad";

b) Hai duong thang d va d’ tring nhau khi va chi khi d di qua O.

Hinh 16

Cho phép d6i xing tam P, va dudng thing d khong di qua O. Hay néu cich
dung 4nh d’ cia dudng théng d qua Dy. Tim cdch dung d’ ma chi st dung
compa mot 14n va thudc théng ba ldn.

2. HINH11NC-B

P



16. Chi ra céc tam d6i xéng cha céc hinh sau day :
a) Hinh gém hai dudng thing cét nhau ;
b) Hinh gém hai dudng thing song song ;
c¢) Hinh g6ém hai dudng tron bang nhau ;
d) Duong elip ;
e) Duong hypebol. ’

17. Cho hai diém B, C c6 dinh trén duong tron (O ; R) va mot diém A thay

\ d6i trén dudng tron d6. Hay dung phép doi xting tam dé chimg minh ring

tryc tam H cua tam gidc ABC nam trén mot dudng tron c6 dinh.
Hudng ddn. Goi I 1a trung diém clia BC. Hay vé dudng kinh AM ciia dudng
tron réi chitng minh rang / 1a trung diém cta doan thing HM.

18. Cho dudng tron (O ; R), dudng thing A va diém /. Tim diém A trén
(O ; R) va-diém B trén A sao cho [ 12 trung diém clia doan thing AB.

19. Trong mit phang toa d6 Oxy, cho dudng thdng A : ax + by + ¢ = 0 va diém
I(xy ; yo)- Phép doi ximg tam P, bi€n dudng thing A thanh dudng thing A'.
Viét phuong trinh cta A'.

§ HAI HINH BANG NHAU

Chiing ta bi€t rang phép ddi hinh bi€n tam gidc thanh tam gidc bing né.

~ Bay gio ta dat van dé : Cho hai tam gidc bang nhau thi c6 hay khong mot
phép doi hinh bién tam gi4c nay thanh tam gidc kia ?

1. Dinh i
Néu ABC va A'B'C’ la hai tam gidc bdng nhau thi cé phép ‘
doi hinh bién tam gidc ABC thanh tam gidc A'B'C’.
Chitng minh

Ta xédc dinh moét phép bién hinh F nhu sau : F bién mdi diém M thanh diém M’
sa0 chonéu CM = pCA+4qCB (pe R, g€ R) thi CM’ = pCA’ + ¢qC'B’
(h.17). |

19




Ta chitng minh F 12 phép doi hinh. That
vy, gia sit c6 thém diém N va F bién N

thanh N, tic 12 néuiﬁ - kCA + ICB
thi CN’ = kC'A’ + IC'B’. Khi d6
MN=CN-CM

= (k - p)CA + (I — q)CB.
Suy ra o

2 ol
MN* = MN

= (k- p)2CA% + (1 - 9)*CB® Hinh 17
+2(k - p)(I - q)CACB.

~ Hoan toan tuong ty, ta cling co

ey
M'N? = M'N
= (k- p*CA? + (I - 92 C'B? + 2k - p)(i - q)C'A’.CB.
Vi hai tam gidc ABC va A'B'C’ bing nhau nén CA = C'A’, CB = C'B’' va
CACE = C'A’.C'B’ . Bbi vay, ta suy ra MN = M’N’ hay F 1a phép doi hinh.
R& rang phép doi hinh d6 bién A, B, C 14n luot thanh A", B', ', tic 12 bién
tam gidc ABC thanh tam gidc A'B'C " t

2. Thé& nao la hai hinh bing nhau ?

20

Tix dinh If trén ta c6 thé phat biéu : "Hai tam gidc bdng nhau khi va chi khi
cé phép doi hinh bién tam gidc nay thanh tam gidc kia". Nhu vay, khéi

‘ni¢m "bing nhau" cda hai tam gidc ¢6 thé duge dinh nghia bing hai céch

tuong duong sau day :

1) Hai tam gidc goi la bang nhau néu chiing cé cdc canh tuong img bang
nhau va cdc goc twong vng bang nhau. |

2) Hai tam gidc goi la bang nhau néu cé phép doi hinh bién tam gidc nay
thanh tam gidc kia. : o

D6i v6i su bing nhau cha céc hinh noi chung, ngudi ta dang cch dinh
nghia thit hai. Vay ta c6 dinh nghia téng quit sau day. '

Hai hinh goi la bdng nhau néu cé phép doi hinh bién hinh
- nay thanh hinh kia.




Tiur dinh nghia trén ta suy ra

" Néu hinh H, bing hinh H, va hinh 76, bang hmh H; thi hinh
) bang hinh #;.

That vay, vi ¢, bing &, nén c6 phép ddi h1nh F bién Jfl thanh e%’z, vi th,_
bang & nén c6 phép doi hinh G bién sz thanh 7.

Néu ta thuc hién lién ti€p phép doi -
hinh F va phép doi hinh G thi hién o, A
nhién ta dugc phép doi hinh bi€n .
) thanh 9. Vay H) bing H;. @) o @)

O

Chang han, trén hinh 18, hinh 4

bing hinh 2 vi c6 phép tinh tién ~ .

bién | thanh #, ; hinh #, bang W
. s oo e 73

hinh & vi c6 phép déi xing truc

bién sz thanh % Vﬁ.y hai hinh eyfl Hinh 18

va J; bing nhau.

ON®

Co thé em chwa biét

LAT MAT DHANG

Tir xa xua, ngudi ta da:biét trang tri blic tudng, dét théu tham hoa, l1at nén nha, ...
b&ng nhimg hinh v&, nhiing vién gach bang nhau véi cac hoa van gidéng nhau, ...

el e
| 4]
ils i

Cac mAu hinh v&, hoa van, ... c6 thé rat khac nhau nhu’ng‘ngudi ta ching minh
dudc rang thuc ra chi c6 17 cach sép xép 1ap di lap lai cac hinh nhu thé dé lat
khap mat phéng.

Né&u chi dung cac phép tmh tién va phép quay dé bién mot vién gach nay thanh
mot vién gach khac thi ¢6 5 cach lat :

i
iF

i

¥
13
¥
L
L

il
iF
i

13
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néu dung thém ca phép d&i xing truc thi c6 thém 12 cach lat nita :
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L
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20.

21.

22,

23.

24.

2 N

N7 N7 AN
N2 AN

NOZONZNUZ N

Trong 17 céach lat trén, ngudi ta da tim thdy 11 cach lat & dén Alhambra thanh phd
Granada (Tay Ban Nha), 5 cach khac d3 tim thdy & chau Phi, cach con lai clng da
tim thdy trong mét trang tri ¢6 & Trung Quéc.

Céu héi va bai tap
Chitng to rang hai hinh chit nhat ciing kich thudc (cung chiéu dai va chiéu
rong) thi biang nhau.
a) Chitng minh ring hai t& gidc 16i c6 cic cap canh twong @ng bang nhau
va mot cip dudng chéo tuong tng bing nhau thi bing nhau.
b) Chiing minh ring hai ti gidc 16i c6 cac cap canh tuong ng bang nhau
va mot cap goc tuong tng bang nhau thi bang nhau. ,
¢) Hai ti giac 16i c6 cdc cap canh tuong Gng bang nhau thi ¢6 bing nhau
hay khong ? :

Da gidc 16i n canh goi 1a n-gidc déu néu tit ca cdc canh cia né bang nhau
va it c4 cdc goéc clia n6 bing nhau. Ching to ring hai n-gidc déu bing
nhau khi va chi khi ching ¢6 canh bang nhau. :

Hinh 4, g6m ba dudng tron (O} ; r1), (O3 ; r3) va (O ; r3) d6i mot tiép xic
ngoai v6i nhau. Hinh &% gém ba duong tron (I; . ry), (I ; rp) va (I3 ; r3) doi
mot tiép xiic ngodi v6i nhau. Chiing td rang hai hinh ) va %, bang nhau.

Cho hai hinh binh hanh. Hay vé mot dudng théng chia méi hinh binh hanh
d6 thanh hai hinh bang nhau. ' .

23



PHEP VI TU

Hin-be (Hilbert)

Ai ddy ?
Chiing ta hdly quan sit hai bic chan dung & hinh vé trén. Tuy kich thudc cua
chiing khic nhau nhung hinh dang ctia ching rdt "giéng nhau" (ta néi ching
"d6ng dang" véi nhau). Vi bitc nhd hon 12 chan dung cha nha todn hoc Hin-be,
nén bitc 16n hon ciing 12 chan dung cia nha todn hoc dé.

Sau day, chiing ta s& n6i vé cdc phép bién hinh khong 1am thay déi hinh
dang cta hinh. Tru6c hét, trong bai ndy, ta n6i dén phép vi tu, mot trudng
hop riéng ctia nhitng phép bién hinh nhu thé.

1. Binh nghia

Cho mot diém O cd dinh va mot s6 k khong ddi, k = 0. Phép
bién hinh bién mdi diém M thanh diém M’ sao cho
OM' = kOM duoc goi la phép vi tu tém O ti sO k.

Ta thudng ki hiéu phép vi tu bdi chit V, néu cin n6i rd tAm O va ti s6 k cha

né thi ta ki hieu 1a Vg .

Hinh 19 cho ta thdy phép vi ty tam O ti s6 k = 2 va phép vi ti tam O ti s6

ky= —% bién hinh & thanh cdc hinh nhu th€ nao.

Hinh 19

24



2. Cac tinh chat ctia phép vi tu

DINH Li1

Néu phép vi tu ti 56 k bién hai diém M va N ldn luo’t thanh |
hai diém M’ va N’ thi '

M'N’ = kMN va M'N’ = |k|MN.

Chitng minh
Néu O 1 tam ctia phép vi tu thi theo dinh nghia, ta c6 OM’ = kOM,
ON' =kON. | o
Vay M'N’=ON’ - OM’ = kON - kOM = k(ON - OM) = kMN.
Tir d6 suy ra M'N’ = |k| MN. , O
DINH Li 2

Phép vi tu bién ba diém thdng hang thanh ba diém thdng hang
va khoéng lam thay doi thit tu ciia ba dzem thang hang do.

Chlmg minh

Gia sit ba diém A, B, C thing hang ma B nim giita A va C tuc la
" BA = mBC v6i m < 0. Néu phep vi tu ti s6 k bién A, B, C lan luo‘t thanh A’,
B’, C'thitheo dinh li 1, ta c6 BA = kBA BC' = kBC.

Tir d6 suy ra B'A’ = kBA = k(mBC) = m(kBC) = mB'C tu'c 12 ba diém A’,
B’, C’ thang hang vé6i B' ndm gitta A’ va C". O

HE QUA

Phép vi ty ti 56 k bién duong thdng thanh duong thdng song
song (hodc triung) voi duong thdng dé, bién tia thanh tia,
bién doan thdng thanh doan thdng ma d¢ dai dwoc nhan én
voi |kl, bién tam gidc thanh tam gidc dong dang véi ti s&

dong dang la |k, bién géc thanh géc bdng né.

‘ Nhiing duong thdng nao bién thanh chinh né qua phép vi tu véi ti s6’'k # 1 ?
Nhiing duong tron ndo bién thanh chinh né qua phép vi tu véi ti sé’k # 1 ?
' 25



3. Anh chia dudng tron qua phép vi ty

‘tam. O ti s6 k va (I ; R) 1a dudng

DINH LI 3

Phép vi tu i 56’k bién duong tron cé bdn kinh R thanh duong
tron cé ban kinh |kl R.

Chirng minh (h.20)
Gia st V la phép vi ty

tron da cho. Goi I' 1a anh cta I va

M’ 13 4nh clia diém M bat ki thi ta

c6 I'M’ = |klIM.

Boi vay IM = R khi va chi khi
I'M’ =klR hay 1a M’ thudc

dudng tron (I’ ; R) v6i R’ = [kIR.

D6 chinh 12 anh cha duong o

tron (1 ; R) qua phép vite V. [ Hinh 20

1

Trén hinh 20, hay vé mét dudng thdng d qua tam vj tu O, c3t dudng trdn (7 ; R) tai A va
B, cit dudng tron (I’ ; R’) tai C va D. Hay noi rd cac diém A va B dugc bién thanh
nhitng diém nao qua phép vi ty d6, va giai thich tai sao.

Néu duding thang d néi trén ti€p xuc vai dudng tron (7 ; R) thi d cb ti€p xic vai du'dng
tron (I'; R’) hay khong ? Nhan xét gu vé céc tiép diém ?

4, Tam vj tu cta hai dudng tron

26

Ta d4 biét rang phép vi tu bién dudng tron thanh dudng tron. Bay gid ta xét
bai todn nguoc lai.

Bai toan 1 ,

Cho hai duong tron (I'; R) va (I’ ; R’) phan biét. Hay tim cdc phép vi ty
bién duong tron (I ; R) thanh duong tron (I' ; R'). '

Gidi

Trude hét, ta c6 nhan xét : Néu phép vi ty tam O ti s6 k bi€n (I ; R) thanh

08

céc phép vi ty ma bai todn yéu cdu. Cy thé 1a :

= _II% hay k = +% va OI' = kOI. Ti d6 ta xdc dinh dugc



Truong hop hai duong tron (I ; R) va
(I'; R") déng tém, R # R’, hién nhién khi
d6 O tring v6i 1. Vay ta ¢6 hai phép vi

va

tu : phép vi tu V; tam [ ti sO

’

phép vi tuy V, tam [ ti s6 —%. (Trén

* hinh 21, phép vi tu V; bién M- thanh
M’; va phép vi tu V, bién M thanh M"). | Hinh 21
Truong hop I khong trung véi I' nhung
R = R', titc la k =+£1, khi d6 diém (0]
phai thod man diéu kién OI' = kOI
nén k chi c¢6 thé bing -1, va O la
trung diém cla doan thing II'. Vay
trong trudng hgp nay chi c6 mot phép
vi tu : tam O, ti s6 —1, d6 ciing chinh
12 phép d6i xing qua diém O (h.22).

Hinh 22

Trwdng hgp I khéng trung I’ va R # R, ta c6 thé xéc dinh céc phép V1 ty nhu
sau (h.23) : :

Hinh 23

Ta 18y M';M’, 1a mot dudng kinh ctia (I’ ; R) va IM 1a mot ban kinh clia (7 ; R)
sao cho hai vecto I'M"} va IM cing huéng. Pudng théng I’ cit MM ', va MM,
1an luot tai 01 va 02. ‘

Khi d6 phép vi tu V; tam O, ti s6 k = 7 va phép vi tu V, tam O, ti sO
ky = —% déu bién duong tron (I ; R) thanh dudng tron (I'; R). . O

27



Thuét ngu '

Néu c6 phép vi ty tim O bi€n dudng tron nay thanh du’o’ng tron kia thi O
duoc goi 12 tdm vi tu ciia hai duing tron dé.

Néu phép vi tir d6 ¢6 ti s6 duong thi diém O goi 12 tdm vi tw ngodi, néu
phep vi ty d6 ¢6 ti s6 am thi diém.O goi 1a tdm vi tu trong.

Tren hinh 23, hai duong tron (I ; R) va (I ; R) ¢c6 O; la tam vi tu ngoai,

0O 1a tam vi tu trong.

5. Ung dung cta phép vi ty

28

Piém G 1a trong tam tam gidc ABC khi va
chi khi

Bai todn 2

Tam gidc ABC c¢6 hai dinh B, C ¢6 dinh con dinh A chay trén mot duong tron
(O ; R) c6 dinh khong c6 diém chung véi duong thdng BC. Tim quy tich trong
tdm G cua tam gidc ABC.

Gidi (h.24)

Goi I 13 trung diém cta BC thi I c6 dinh.

G=114.
.3 Hinh 24.

Nhu vay phép vi tu V tam I ti s6 % bién diém A thanh di€m G. Tir d6 suy ra
khi A chay trén dudng tron (O ; R) thi quy tich G 1a anh clia duong tron dé

qua phép vi tw V/, titc 1a dudng tron (O’ ; R) ma 10’ = %25 ViR = % R O

Bai toan 3 » \

Cho tam gidc ABC voi trong fdm G, tryc tdm H va tdm duong tron ngogi
tiép O. Chitng minh rdng GH = -2GO (nhu vdy khi ba diém G, H, O
khong triang nhau thi chiing cang ndm trén mot dwo’ng thang, dugc goi la
duwong thdng O-le )



A

2 (Dé gidi bai toan 3)

Goi A', B, C’ lan lugt Ia trung diém cac canh BC, CA, AB

cla tam giac ABC (h.25).

1) Hay chimg minh rang O 1a tryc tam cla tam giac
ABC’.

2) Goi V 1a phép vi tu tam G ti s6 2. Hay tim anh cla

tam giac A'B'C" qua V. ;

3) Qua phép vi tv V, diém O bién thanh diém nao ’?, Hinh 25

Vi sao ? T&r d6 suy ra két luan ctia bai toan.

Goi O’ la tdm duong tron ngogi tiép tam gidc A'B'C’. Qua phép vi tw V néi

25.

26.

27,

28.

29.

30.

trén, diém O’ bién thanh diém nao ?

Céu héi va bdi tap
Cic phép sau day c6 phai la phép vi tu hay khong : phép d6i xtmg tam,
phép déi xing truc, phép déng nhét, phép tinh tién theo vecto khic 0 ?
Céc khang dinh sau day c6 ding khong ?
a) Phép vi ty luén c6 diém bét dong (titc 1a diém bién thanh chinh no).
b) Phép vi tu khong thé ¢6 qua mot diém bat dong.
¢) Néu phép vi tir c6 hai di€m b4t dong phan biét thi moi diém déu bat dong.

Xac dinh tam vi ty trong va tam vi tu ngoal ctia hai dudng tron trong cic

truong hop sau :

a) Hai dudng tron ti€p xic ngoai véi nhau.
b) Hai dudng tron ti€p xiic trong v6i nhau.
c) Mot dudng tron chia dudng tron kia.

Cho hai dudng tron (0) va (09 cit nhau tai A va B. Hay dung qua A mot
dudng thang d cit (0) & M va cét (0) & N sao cho M 1a trung diém ciia AN.

Cho dudng tron (O ; R) va diém [ c6 dinh khic O. Mot diém M thay déi

“trén dudng tron. Tia phan gidc clia géc MOI cit IM tai N. Tim qu§ tich

diém N.

Cho hai dudng tron (0) va (O’) ¢6 ban kinh khéc nhau, ti€p xic ngoai v6i

nhau tai A. Mot duong tron (O”) thay déi, luon ludn ti€p xiic ngoai véi (0)

va (0’) 14n lugt tai B va C. Ching minh ring dudng thing BC luon d1 qua
mot diém c6 dinh.
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PHEP DPONG DANG

1. Binh nghfa phép ddng dang

-Phép bién hinh F goi la phép dong dang ti s6 k (k > 0) néu
vdi hai diém bdt ki M, N va dnh M', N’ ciia chiing, ta cé
M'N’'=kMN.

Phép doi hinh va phép vi tu ¢6 phdi la nhitng phép dong dang hay khong ?

Néu cé thi ti s6’ dong dang la bao nhiéu ?

Goi V 1a phép vi tu tam O ti s6 k va D 1a mét phép ddi hinh. V&i méi diém M bat ki,

V bign diém M thanh diém M, va D bién diém M, thanh diém M’. Nhu vay ta c6

mét phép bién hinh F bién diém M thanh diém M'. C6 the néi F ¢6 dugc bang cach
thuc hién lién ti€p hai phép bién hinh V va D.

Ngudi ta con néi rang F 1a phép hop thanh cla hai phép bién hinh V.va D.

Hay ching té rang 7 ia mdt phép déng dang i s6 «l.
Nhu vay, néu thuc hién lién ti€p m(fit phép vi tu va mét phép dai hinh thi

két qua 13 mot phép déng dang. Diéu ngugce lai ciing ding. Ta c¢é thé chimg
minh duoc dinh 1i sau day.

2. Dinh [i

30

Moi phép dong dang F ti s6' k déu la hop thanh ciia mot phép
vi tw'V t 6 k va mot phép doi hinh D.

HE QUA (tinh chat clia phép déng dang)

Ghep dong dang bién ba diém thang hang thanh ba dlem\
thdng hang (va khong lam thay doi thit ty ba diém do),

bién duong thdng thanh duong thdng, bién tia thanh tia,

bién doan thdng thanh doan thdng ma d¢ dai dwoc nhdn
lén véi k (k la ti s6 cia phép dong dang), bién tam gidc
thanh tam gidc dong dang véi ti so' k, bién duong tron co
bdn kinh R thanh duong tron cé bdn kinh kR, bién goc
Kthdnh géc bang no. )




Cé phdi moi phép dong dang déu bién duong thdng thanh dLmng thing
song song hodc trung voi né hay khong ?

3. Hai hinh déng dang
Trén hinh 26, ta c6 hai hinh #va S| Vi t v6i nhau (nghia 1a c6 phép vi tu
V bién hinh 5 thanh hinh ), hai hinh #} va % bing nhau (nghia 12 c6 phép
doi hinh D bién hinh & thanh hinh #").

Hinh 26
Néu goi F 1a phép hop thanh clia V va D thi F 12 phép déng dang bién hinh #
~ thanh hinh #".

Ta néi rang hai hinh #'va H* dong dang véi nhau. Nhu vay ta c6 :

DINH NGHIA
Hai hinh goi la dong dang véi nhau néu cé phép dong dang
bién hinh nay thanh hinh kia.
CHUY . ;
O 16p 8, ta di biét th€ nao 12 hai tam gidc déng dang. Khéi niém
dé6 phu hgp véi dinh nghia trén.

Cau hdi va bdi tap

31. Ching t6 ring néu phép déng dang F bién tam gidc ABC thanh tam gidc
A'B'C’ thi trong tam, truc tam, tdm dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC
lan luot bién thanh trong tam, truc tdm, tam dudng tron ngoai ti€p tam
giac A'B'C". 7

32. Chung té'rang cdc da gidc déu c6 cung s6 canh thi déng dang véi nhau.
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33.

Dung tam gidc ABC néu biét hai goc B = B, C =y va mot trong cc yéu
t6 sau : I '

a) buong cao AH=h;

b) Pudng trung tuyén AM =m ;

¢) Bén kinh R ctia dudng tron ngoai tiép.

ON TAP CHUONG I

I - Tém tat nhirng kién thirc can nhd

1.

32

Phép doi hinh 14 phép bién hinh khong 1am thay d6i khodng cdch giita hai
diém bét ki, nghia 12 néu phép doi hinh bién hai diém M, N 14n lugt thanh
hai diém M’, N'thi M'N’ = MN.

Céc tinh chét cta phép doi hinh : bién ba diém thang hang thanh ba diém

thang hang va khong lam thay ddi thd ty ba diém do, bién dudng thang '
thanh dudng thing, bién tia thanh tia, bién doan thing thanh doan théng

‘bang né, bién géc thanh goc bang nd, bién tam gidc thanh tam gidc bang

né, bién dudng tron thanh dudng trdn ¢6 cung ban kinh.

Céc phép doi hinh cu thé :

a) Phép tinh tién T; (theo vecto i) bién mbi diém M thanh diém M’ sao
cho MM' = i.

b) Phép d6i ximg truc P (truc 12 dudng thing d) bién mobi di€m M thanh

-~ diém M’ d6i xdng v6i M qua d.

¢) Phép quay Q¢ ¢ (tam O, g6c quay @) bién O thanh 0, bién mdi diém M khic
O thanh diém M’ sao cho OM = OM’ va géc luong gidc (OM, OM’) bang ¢.

d) Phép d6i ximg tam P, (tam 1a diém O) bién méi diém M thanh diém M’
d6i xing v6i M qua O.

Dinh nghia vé hai hinh bing nhau : Hai hinh goi 14 bang nhau néu c6 phép

doi hinh bién hinh nay thanh hinh kia.

Phép déng dang ti s6 k (k > 0) 1a phép bién hinh bi€n méi cap diém M, N
thanh cap diém M’, N’ sao cho M'N’ = kMN. \

Phep déng dang c6 cic tinh chdt : bién ba diém thdng hang thanh ba diém
thang hang (va khong lam thay déi tht ty ba diém do6),-bién dudng théng



10.

thanh dudng thing, bién tia thanh tia, bién doan thing thanh doan théng
ma do dai dugc nhan Ién véi k (k 12 ti s6 ctia phép déng dang), bién tam
gidc thanh tam gidc dong dang véi ti s6 &, bién mot géc thanh gbéc c6 cung
s0 do, bién dudng tron ban kinh R thanh dudng tron cb ban kinh kR. -

Phép vi tu Vi 4y tam O ti s6 k (k # 0) bién mdi diém M thanh diém M’ sao
cho OM’ = kOM. ’

Céc tinh chat cha’phép vi ty : Phép vi tu tam O 6 s6 k 1a mot phép déng
dang ti s6 [k| nén c6 c4c tinh chét cha phép déng dang. Ngoai ra, phép vi tu
c6 tinh chét dac biét sau : dudng thing n6i mot di€m va anh cia né ludn
luon di qua O ; anh @’ ctia dudng théng d luon song song hoac tring vdi d.
Mbi phép d6ng dang bao gid ciing c6 thé xem 12 hgp thanh ciia mot phép vi
ty va mot phép doi hinh. '

Dinh nghia vé hai hinh déng dang : Hai hinh dugc goi 12 déng dang véi
nhau néu c6 phép dong dang bién hinh nay thanh hinh kia . ’ ,

Il - Cac cau hoi tu kiém tra

1.

Céc khéng dinh sau day c6 diing khong ?

a) Phép dong nh4t 12 mot phép tinh tién ;

b) Phép dong nhat 1a mot phép quay ;

¢) Phép dong nhit 12 mot phép d6i ximg tam ;

d) Phép doi xing tam 13 mot phép vi tu ;

e) Phép quay 1a mét phép dong dang ;

f) Phép vi tu 12 mot phép doi hinh.

Cho hai diém A, B phan biét. Céc khéng dinh sau day c6 diing khong ?
a) C6 duy nhét mot phép d6i xing truc bién A thanh B ;

b) C6 duy nhat mot phép d6i xing tam bién A thanh B';

c) C6 duy nh4t mot phép tinh tién bién A thanh B ;

d) C6 duy nhat mot phép quay bién A thanh B ;

€) C6 duy nhat mot phép vi tu bién A thanh B.

Hay chi ra mot s6 hinh c¢6 mot trong céc tinh chét duéi day :
a) C6 vo s6 truc doi xung ;

b) C6 vo s6 tam d6i xing ;

¢) Co6 ding n truc d6i xing.

3. HINH11NG-A v : 33
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Bai tap
Cho hai dudng tron (O ; R), (0" ; R) v mot dudng thing d.

a) Tim hai diém M, N l4n Iugt nim trén hai dudng tron dé sao cho d 1a
dudng trung tryc cua doan thang MN.

b) X4c dinh diém I trén d sao cho ti€p tuyén IT cta (O ; R) va ti€p tuyen
IT’ chia (O ; R’) hop thanh céc goc ma d 12 mot trong cdc dudng phan gidc
ctia cac goc do.

Ching minh ring néu mot hinh nao d6 c6 hai truc déi xdng vuong goc voi

“nhau thi hinh d6 c6 tam doi xung

Cho dudng thang d di qua hai diém phan biét P, Q va hai diém A, B nim vé
mot phia doi véi d. Hay xéc dinh trén d hai diém M, N sao cho MN = PQ'
va AM + BN bé nhit. ,

Cho vecto i va mot diém O. Véi diém M bit ki, ta goi M, 1a di€m d6i
xing v6i M qua O va M’ la diém sao cho W =u. Goi F I phép bién
hinh bién M thanh M. | |

a) F 12 phép hop thanh clia hai phép nao ? F c6 phai la phép doi hinh
hay khong ?

b) Chitng to rang F 1a mot phep do6i xing tam.

Cho tam gidc ABC noi tiép trong dudng tron (O) va mot diém M thay déi
trén (0). Goi M, 1a diém d6i xing v6i M qua A, M, 12 diém d6i xing véi

"M, qua B, M3la diém d6i xdang véi M, qua C.
~ a) Ching to rang phép bi€n hinh F bién diém M thanh M5 12 mot phép d6i

xing tam.
b) Tim quy tich diém M3,

Goi F 1a phép bién hinh c6 tinh chat sau day Véi moi cap diém M, N va anhr

M’, N’ cha ching, ta luén c6 M M'N' = kMN trong d6 k 1a mot s6 khong dai
‘khic 0: Hay ching minh ring F 1a phép tinh ti€n hoac phép vi tu.

a) Cho tam gidc ABC va hinh vuéng MNPQ nhu
hinh 27. Goi V 13 phép vi tu tam A ti s6 k = —%ﬁ— Hay

dung &nh ctia hinh vuong MNPQ qua phép vi ty V.
b) Tir bai todn & cau a) hdy suy ra céch gidi bai todn
sau : Cho tam gidc nhon ABC, héy dung hinh vuong
MNPQ sao cho hai dinh P, Q nim trén canh BC va B 0 P C_'
hai dinh M, N 1an luot ndm trén hai canh AB va AC. ~ Hinh27

3. HINH11NC-B



Cho dudng tron (O) c6 dudng kinh AB. Goi C 1a diém d6i xung v6i A qua B
va PQ 1a duong kinh thay déi ctia (O) khac dudng kinh AB. Dudng thing
CQ cit PA va PB 14an luot tai M va N. -

a) Chiing minh rang Q 1a trung diém cia CM, N 1 trung diém ciia CQ.

b) Tim quy tich cic di€ém M va N khi dudng kinh PQ thay déi.

Cho dudng tron (O ; R) va di€m A ¢6 dinh. Mot day cung BC thay déi cha
(O ; R) c6 do dai khong d6i BC = m. Tim qu§ tich cic diém G sao cho
GA +GB + GC = 0. | ’

IV. Céc cau héi trdc nghiém

1.

Cho hai dudng thing song song d va d’. C6 bao nhiéu phép tinh tién bién d
thanh d’ ? _

(A) Khong c6 phép tinh tién nao ; (B) C6 duy nhat mot phép tinh tién ;
(C) Chi c6 hai phép tinh tién ; (D) C6 vo s6 phép tinh tién.

Cho bon dudng thang a, b, a’, b’ trong d6 a // @', b /| b’, a cét b. C6 bao
nhiéu phép tinh ti€n bi€n a va b 14n luot thanh a’ va b’ ? ‘

(A) Khong c6 phép tinh tién nao ; (B) C6 duy nhat mét phép tinh tién ; -
(©) Chi ¢6 hai phép tinh tién ; (D) C6 rét nhiéu phép tinh tién.

Cho hai dudng théng cit nhau d va d’. Cé bao nhiéu phép do6i xing truc
bién d thanh d’ ?

(A) Khong c6 phép d6i xing truc nio ;

(B) C6 duy nhat mot phép d6i ximg truc ;

(C) Chi c6 hai phép d6i xing truc ;

(D) C6 rat nhiéu phép d6i xing truc.

Trong céc hinh sau day, hinh nao c6 bén truc d6i xing ?

(A) Hinh binh hanh ; (B) Hinh chit nhat ;

(C) Hinh thoi ; (D) Hinh vuong.

Trong cédc ménh dé sau, ménh dé ndo sai ? -
(A) Hinh gém hai duéng tron khong bang nhau cé truc déi xung ;
(B) Hinh g6m mot dudng tron va mot doan théng tuy ¥ c6 truc d6i xing ;
(C) Hinh gém mot dudng tron vasmot dudng thing tuy y c6 truc doi xing ;
(D) Hinh gém mot tam gidc can va dudng tron ngoai ti€p tam gidc d6 c6 truc
doi xing.
Trong céc hinh sau day, hinh nao khong c6 tam d6i xing ?
(A) Hinh g6bm mét dudng tron va mot hinh chit nhat ndi tiép ;
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1.
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(B) Hinh gém mot dudng tron va mot tam gidc déu noi tiép ;
(C) Hinh luc gidc déu ;
(D) Hinh gém mot hinh vuong va dudng tron ndi t1ep

Cho hinh vuong ABCD tam O. Xét phep quay Q co tam quay O va géc
quay ¢. Vi gid tri nao sau day cta ¢, phép quay Q bién hinh vuéng ABCD
thanh chinh n6 ? - '
T T T T

A =— B =—; C =— D = —.
()(p6 ()(04; ()<é3 ()(o2
Cho hai dudng thing song song d va d'. C6 bao nhiéu phép vi ‘u_r voi ti s0
k = 100 bién d thanh 4" ?

(A) Khong c6 phép nao ; (B) C6 duy nhat mot phép ;

(C) Chi c6 hai phép ; (D) C6 rat nhiéu phép.
Cho dudng tron (O ; R). Tim ménh dé sai trong cic ménh dé sau day :

(A) C6 phép tinh tién bién (O ; R) thanh chinh n6 ;

(B) C6 hai phép vi tu bién (O ; R) thanh chinh no ;

(C) C6 phép dai xing truc bién (O ; R) thanh chinh n6 ;

(D) Trong ba ménh dé A, B, C, c6 it nhat mot ménh dé sai.

Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao sai ?

(A) Tam vi ty ngoai cla hai duong tron nim ngoai hai duong tron do ;

(B) Tam vi tu ngoai cua hai dudng tron khéng nam giﬁa hai tam cua hai
duong tron d6 ;

(C) Tam vi tu trong cta hai duong tron luon thuéc doan thang ndi tdm hai
duong tron do6 ;

(D) Tam vi tu cha hai dudng tron c6 thé 1a diém chung ctia ca hai du’dng
tron do.

Phép bién hinh nao sau day khong c6 tinh cha't - "Bién mot dudng thang
thanh dudng thing song song hoac tring v6iné" ?

(A) Phép tinh tién ; (B) Phép doi xing tam ;

(C) Phép d6i ximg truc; (D) Phép vi tu.

Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao sai ?

" (A) Phép doi hinh 12 mot phép dong dang ;

(B) Phép vi tu 12 mot phép dong dang ;
(C) Phép ddng dang 12 mot phép doi hinh ;
(D) C6 phép vi ty khong phai 12 phép doi hinh.



Bai doc thém

@ HINH TU DONG DANG
§ VA HINH HOC FRAC-TAN (FRACTAL)

Hinh trong mat phang dugc goi 1a hinh tr d6ng dang néu méi m&u nhé ciia né déu
chita mét b phan déng dang véi hinh do, titc 1a khi phong to bé phan nay theo mét ti
s6 thich hgp, ta c6 th§ dat chéng khit Ién hinh d4 cho.

Vi du : doan théng, hinh tam giac déu, hinh vudng la nhimg hinh ty déng dang.

Nhiéu hinh ty déng dang dudc xay dung bang phuong phéap l&p (xay dung theo
ting budc). Vidu : -

* Tap Céng-to (Cantor) : Cho mét doan thang. & budc mét, chia doan thang d6
thanh ba doan con bang nhau réi xoa khoang & giita (khéng k& hai mut). G mbi
budc ti€p theo, chia mbi doan chua xoa thanh ba doan con bang nhau réi xoa
khoang & gilra (khdng ké hai mat). C( Iam thé mai thi hinh con lai la tap Cang-to.

— S iz 1 A A A
Xoa thé mai thi phan con lai Ia "tap Cang-to", ;

* Budng Vén Kéc (Von Koch) : Cho mét doan thing. & budc mét, chia doan
thdng d6 thanh ba doan con bang nhau, dung tam giac déu trén doan con & gilra
roi xo& canh day cla tam giac d6 thi dugc mot dudng gép khic. & méi budc tiép
theo, chia [n6i doan cua dudng gé’p\ khdc thanh ba doan con b&ng nhau, dung
“tam giac déu trén doan con § gilta réi xoa canh day ciia tam giac d6. C( lam thé
mai thi dugc "dudng Vén Kéc".

/\ ‘*m”m”

Dung thé mai thi dugc "dudng Vén Kéc".

* Tham Xéc-pin-xki (Sierpinski) : Cho mét hinh vudng. & budc mét, chia hinh vudng
d6 thanh 9 hinh vudng con bang nhau (béng cac doan th&ng song song véi cac canh
hinh vuéng) réi xo4 hinh vuéng con & chinh giita (khéng xoé cac canh) thi dugc hinh
gbm 8 hinh vudng con. & budc hai, lai chia méi hinh vuéng con chua xoé nay thanh
9 hinh vudng con bang nhau, rdi xoa hinh vuéng con & chinh giita. C& 1am th& mai thi
hinh con lai la "tham Xéc-pin-xki". '

Eas

ZH‘

Xoa thé mai thi phan con lai 1a "thdm Xéc-pin-xki".
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Nhiéu hinh tu déng dang phu’c tap nhu thé 1a nhitng déi tugng nghlen citu cla

Hinh hoc frac-tan, mét mén hinh hoc dudc khdi ddu nghién citu tir cudi thé ki XX
bdi nha toan hoc Man-den-brd (Benoit Mandelbrot) nh3m mé ta hinh hoc nhiéu
cau truc gap gay, gd ghé, 16i 16m, ki di, hén dén, ... cGa nhiéu hién tugng vat li, tu
nhién. Hinh hoc frac-tan con nghién citu ca nhlmg hinh khéng tu dong dang nhu
"bong tuyét Von Koc". ‘

* Bong tuyét Von Kéc dugc xay dung bang phu’0ng phéap 13p nhu sau : Cho tam

giac déu. & budc mét, chia mbi canh cla tam giac thanh ba doan bang nhau,
dung tam giac déu trén doan 4 giita (& bén ngoai tam giac da cho) rbi xoa canh
day clha tam glac déu nay thi dugc mét dudng gép khac kin. & mbi budc tiép
theo, chia méi doan cla dudng gép khic kin thanh ba doan con bang nhau,
du’ng tam giac déu trén doan con & gilta (& bén ngoai dudng gdp khuc kin d6)
rdi xoa canh day. C lam thé mai thi duge "bong tuyét Vén Koc".

AR

Dung thé mai thi dugc "bong tuyét Vén Kéc".




DUONG THANG VA MAT PHANG TRONG KHONG GIAN.

CHUGNG Hi .
QUAN HE SONG SONG

Diém, duang thdng va mat phang la nhitng khai niém quen thudc trong
ddi séng hang ngay cla ching ta. Chung ciing 14 nhitng d6i tuong co ban
cta hinh hoc khéng gian. Tir ching, ta c6 thé tao nén nhiing vat thé khac
nhau nhu : hinh chép, hinh lang tru, hinh nén, ...

Hoc xong chuong nay, hoc sinh can ndm viing : cach xac dinh mat phéng ;
m&i quan hé gilla cac dudng théing, gilta cac mat phéng, giita cac dudng
th&ng va mét phang, ddc biét 1a quan hé song song giifa chung ; cach xac
dinh thiét dién ctia mot hinh khi c&t bdi mot mat phing : cach vé hinh bidu
dién va cac tinh chat clia hai hinh quan trong la hinh chép, hinh lang tru.



PAI CUONG VE
PUCONG THANG VA MAT PHANG

1. M& ddu vé hinh hoc khéng gian

Trong chuong trinh hinh hoc 16p 10 va chuong I cua 16p 11 ta chi n6i dén
nhitng hinh trong mat phang nhu : tam gidc, dudng tron, vecto, ... Ching .

“duge goi la nhung hinh phdng. Nhung xung quanh ching ta con c6 cic

hinh khong ndm trong mit phing nhu : cay bit chi (h.28), quyén sich
(h.29), qua bong (h.30), ngoi nha (h.31), ...

Hinh 28 Hink20  Hinh30 Hinh 31
Mon hoc nghién citu cdc tinh chdt cia nhiing hinh c6 thé khong cung nam
trong mot mdt phdng goi la Hinh hoc khong gian.

Mat phing

Trang glay, mat bang den, mat tudng 16p hoc, mat hé ling gio, mat ban, tdm
guong phing, ... cho ta hinh 4nh mot phin mat phang trong khéng gian.

Ngudi ta thudng biu dién mot mat phéng .
bing mot hinh binh hanh (h.32) va dung mot
chit c4i dat trong diu ngodc () dé dat tén cho £

mat phing dy. Vi du : mat phing (P), mat
phéng (Q), mat phing (@), mat phang B ..
va viét tat 1a mp(P) mp(Q), mp(a), mp(p) .. hoac (P), (Q), (a) (,B)

Hinh 32

Piém thu(‘)c mat phing
Ta biét ring khi cho diém A va dudng théng a thi hoic diém A thudc dudng
thing a, hoac diém A khong thudc duong thing a.

- Tuong ty nhu vy, véi mot diém A va mot mat phang (P), ciing c6 hai kha

40

nang xay ra :



— Hoac diém A thudc mp(P)', khi d6 ta ki hiéu A € mp(P) hay A e (P).

— Hodc diém A khong thuoc mp(P), ta con néi diém A & ngodi mp(P) va ki
hiéu A € mp(P) hay A ¢ (P).

Hdy quan sdt hinh 33. Xem mdt ban la mot - E__F
phdn ciia mdt phdng (P). Trong cdc diém D G
A B C,D EFGHILKL, diém nao
thuéc mdt phdng (P) va diém nao khong
thuéc mdt phang (P) ?
Khi diém A thuoc mat phiang (P), ta con
néi : "diém A ndm trén mdt phdng (P)"
hay "diém A ndm trong mdt phdng (P)",
hodc con néi "mdt phdng (P) di qua diém Hinh 33
A" hay "mdt phdng (P) chita diém A"

S e
=&

>

o ®

Hinh biéu dién ctia mot hinh trong khong gian

Hinh 14p phuong la hinh nim trong khong gian, n6 cd sdu mat 13" hinh
vuong. Hinh ti dién ciing 12 hinh nam trong khong gian, n6 c6 b6n mit 1a
tam gidc. D& d& hinh dung, ngudi ta tim céch v& ching thanh nhimg hinh
phéng, goi 12 hinh biéu dién cta céc hinh khong gian do. ‘

A -

Hai hinh biéu dién cita hinh ldp phuong Hai hinh biéu dién cia hinh tit dién
Hinh 34 Hinh 35

Hinh 1ap phuong, hinh ti dién khong phai 12 nhitng hinh phing nhung cic
hinh bidu dién chia ching dugc v& trén mat phang. Tuy thé, cdc hinh biéu
dién ciing tao cho ching ta cam gidc nhu dang nhin thdy hinh lap phuong,
hinh ti dién. ’
D& v& hinh biéu dién ciia mot hinh trong khong gian, ngudi ta dua ra nhiing
quy tic thudng dugc 4p dung nhur
— Puong thdng dwgc biéu dién bdi duong thdng. Poan thdng dugc biéu
dién bdi doan thdng. :
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— Hai duong thdng song song (hodc cdt nhau) dugc biéu dién béi hai
duong thdng song song (hodc cdt nhau).

~ Diém A thuoc duong thing a dugc biéu dién bdi mot diém A’ thudc
duong thdng a’, trong dé a’ biéu dién cho duong thang a.

- — Dang nét vé lién (—) dé biéu dién cho nhitng duong trong thdy va ding

A
A

nét diet doan (- - -) dé biéu dién cho nhitng duong bi khudt.

Cic quy tic khéc, chiing ta s& dugc hoc sau.

1 .

V& hinh biéu dién clia mp(P) va mét dudng thang a Xuyén qua né.

2

V& mét s6 hinh biéu dién clia hinh t& dién. C6 th& v& hinh bidu didn cta hinh ta
dién ma khéng c6 nét dit doan nao hay.khéng ?

2. Cac tinh chét thira nhan cua hinh hoc khéng gian

Do thyc tién, kinh nghiém va quan sdt, ngudi ta thira nhan mot s6 tinh chat
sau day cua hinh hoc khong gian.

Tinh chst thira nhan 1

C6 mot va chi mor du’ong thing di qua hai diém phdn biét
cho truoc.

Nhu vay, hai diém phan biét A, B x4c dinh duy nhdt mot dudng thing.
Duong thang d6 dugc ki hiéu la duong thing AB hoic ngén gon 1a AB.

Tinh chat thira nhan 2

Cé6 mot va chi mot mdt phang di qua ba diém khong thdng
hang cho truoc.

- Nhu vay, ba diém khéng thing hang A, B, C xdc dinh duy nhat mot mat
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phang Mit phing d6 duge ki hiéu 13 mat phang (ABC) hay mp(ABC) hay
ngén gon 1a (ABC). .
Trong thuc t€, kiéng ba chan hoac cic giad dd ba chan khi dat trén mat dat
khong bi cap kénh vi theo tinh cht thira nhan 2, ba diém khong thing hang
ndo cling x4c dinh moét méat phang.



A

Kiéng ba chdn _ Gid dé ba chdn
Hinh 36 - Hinh 37

Tinh chat thira nhan 3

( Tén tai bon diém khong cang ndm trén mot mdt phdng. J

Néu c6 nhiéu diém thuoc mot mat phing thi ta néi ring cdc diém dé dong
phdng, con néu khong c6 mat phéng ndo chita cic diém d6 thi ta néi rang
ching khong dong phdng.

Nhu vay, tinh chét thita nhan 3 c6 thé duoc phét biéu nhu sau : Ton tai bon
diém khong dong phdng. ’

3
Gia sif (P) 1a mdt mat phdng nao d6. Chimg minh réng c6 it nhat mét diém khéng
thudc mp(P). ‘

Tinh chat thira nhan 4

Néu hai mat phang phdn biét c6 mot diém chung thi ching
c6 mot dwong thdang chung duy nhdt chita tdt cd cdc diém
chung cua hai mat phdng do.

Gia st (P) va (Q) la hai mit phing phén biét c6 diém chung A. Theo tinh
chét thira nhan 4 thi (P) va (Q) ¢o dudng thang chung duy nhit a di qua
diém A. Duong thing a d6 dugc goi 1a giao tuyén cua hai mdt phdng (P)
va (Q), con néi hai mat phang (P) va (Q) cdt nhau theo giao tuyén a, ki
hiéu a = (P) N (Q).
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[22] Quyén vé ghi bai dang 3 truse mét cdc em (h.38). Hai bia

vd la hinh dnh ciia hai mdt phdng phan biét. Vdy giao tuyén
cua chiing la gi ?

Tinh chat thira nhan 5 N Hinh 38 ‘
< Trong méi mdt phdng, cdc két qud dd biét ciua hinh hop
‘ phdng déu diing. :
J

Ta sé thﬁy rang trong}héng gian c6 nhiéu mat phing khac nhau. Tinh chat
thira nhén 5 khang dinh ring trong b4t ki mat phing nao, ta déu c6 thé ip
dung céc két qua cia hinh hoc phéang. '

Trén day 1a c4c tinh chat duogc thira nhan ma khéng chitng minh. Tié€p theo
1a vi dy vé mot dinh 1i dugc chitng minh dua vao mot s6 tinh chdt d6.

DINH Lf -

Néu mot dwong thdng di qua hai diém phdn biét cua mot
mdt phdng thi moi diém ciia du‘ofng thdng déu ndm trong
mdt phang do. ,

Chitng minh. G1a sit A va B 1a hai di€m phan biét ca mit phang (P),Ala
dudng thing di qua A vaB.

Theo tinh chét thira nhan 5, trong mat phing (P) c6 mof dudng thing A' di
qua A va B. Theo tinh ch4t thita nh4n 1 thi A tring v6i A', do d6 A nim
trong mp(P). | O
Néu dudng thing a ndm trong mat phang (P) thi ta cdn néi a ndm trén (P),
hoéc (P) di qua a, hbac (P) chita a va ki hiéu 1a a < (P), hoic (P) > a.

Muén xdc dinh giao tuyén ciia hai mdt phdng phdn biét thi ta phdi tim bao
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nhiéu diém chung ciia chiing ?

4

Trong mp(P) cho tlr giac 16i ABCD c6 cac canh AB va CD khéng song song ; ngoél.
mp(P) cho mdt diém S. Hay tim giao tuyén cla

a) Hai mat phang (SAC) va (SBD) ;
b) Hai mat phdng (SAB) va (SCD).



Vidul
Cho bon diém O, A, B, C, khéng dong phdng. Trén cdc duong thdng OA,
OB, OC ldn lugt ldy cdc diém A’, B’, C' khdc O sao cho cdc duong thdng
sau ddy cdt nhau : BC va B'C', CAva C'A’, ABva A'B".
a) Hay xdc dinh giao diém ciia mdi duong thing A'B’, B'C’, C'A’ véi mp(ABC).
-b) Chitng minh rdng cdc giao diém trén thdng hang.
Gidi (h.39)
a) Gia st duong thing A'B’ cit dudng
thing AB tai diém H. Khi d6 diém H-
- thuoc ca hai dudng thing A'B’ va AB.
Mat khéc, dudng thing AB ndm trong
mp(ABC) nén H chinh 12 giao diém
clia dudng théng A'B’ v6i mp(ABC).
Goi I, J 14n luot 13 giao diém cla céc
dudng thing B'C’ va BC, C'A’ va CA
thi 7, J theo thit tu chinh 13 giao diém
cua B'C’, C'A’ v6i mp(ABC).
b) Theo cau a), ta c6 H, I, J 14n luot
thudc cic dudng thing A'B’, B'C’,
C’A’ nén ching cung thuoc
mp(A'B’'C"). Mat khic H, I J cung thuéc mp(ABC). Theo tinh chat thira
nhan 4, ba di€m H, I, J thudc giao tuyé€n A cua hai mat phing phan biét
(A'B'C") va (ABC) nén chiing phai théng hang. O

 Hinh 39

& CHUY1
Qua vi du trén, ta théy :
e Mu6n tim giao diém cta dudng thing d vé6i mat phing (P), ta
tim mot dudng thing nio d6 ndm trén (P) ma cit 4. Khi d6, giao
diém cha hai dudng thiang nay 1a giao diém c4n tim.
¢ Muén ching minh céc diém thing hang, ta c6 thé ching to
ring chiing 12 nhitng diém chung cha hai mat phang phan biét.

3. Piéu kién xac dinh mit phing

Ta d3 biét ring : C6 mot va chi mot mat phing di qua ba diém khong thﬁng‘
hang (tinh ch4t thira nhan 2) (h.40).
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biéu nay c6 nghia la

Mot mdt phang dugc xdc dinh néu biét né di qua ba diém’
khong thdng hang.

Mat khéc, néu duong thang di qua hai diém phan biét clia mot mat phang
thi ndm trén mat phang dy. Tir d6 va tir diéu kién xdc dinh mat phang noi
trén, ta con suy ra (h.41, h.42) :

Mét mdt phdng dugc xdc dinh néu biét né di qua mot duwong
thang va mot diém khong thudc duong thdng dé.

Mot mdt phdng duoc xdc dinh néu biét né di qua hai dvuong |
thdng cdt nhau.

lo "SI S

Hinh 40 Hinh 41 | Hinh 42
Ki hiéu | |
* Mit phing di qua dudng thing a va diém A khong nim trén a dugc ki
hiéu la mp(a, A) hodc mp(4, a).

* Mit phing di qua hai dudng thang cit nhau @ va b duge ki hiéu 12 mp(a, b).

4. Hinh chép va hinh ti dién
Hinh chép

Céc kim ty thdp Ai Cap 1a cong trinh kién triic hiing vi dd duoc xay dung
cach day gin 4500 nam (h.43). Ching gém nhiéu hinh chép. Sau day
chiing ta s& néi vé hinh chép va céc tinh chét cta né.

Hinh 43. Kim 1 thap Ai Cgp
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Trudc hét ta quy udc : Tit nay, khi néi dén "tam gidc", ta c6 thé hiéu la
hinh gém ba canh ctia n6 hodc 12 hinh gOm ba canh va c4c diém nim trong
tam gidc d6. D6i véi da gidc ciing nhu thé. ’

Dinh nghia ,

Cho da gidc AjAy...A, va mot diém S nim ngoai mat phang chia da gidc do.
N&i S v6i cac dinh A;, Ay, ..., A, dé dugc n tam gidc : SAjAy, SAyAs, ...
SALA;. :

Hinh gém n tam gidc dé va da gidc AA,..A, goi la hinh
chép va duoc ki hiéu la S.AA,..A,.

Hinh 44
Diém S goi 12 dinh cla hinh chép. Da gidc Aj4,...A, goi la mdt ddy cua
hinh chép. Cic canh clia mat ddy goi 12 cdc canh ddy cua hinh chép. Cac
doan thing SA;, SA;, ..., SA, goi la cdc canh bén cua hinh chép. Mbi
tam gidc SAlAy, SArAs, ..., SA,A; goi la mOt mdt bén cla hinh chop.
Néu ddy cha hinh chép 1a mot tam gidc, tit gidc, ngii gidc, ... thi hinh
chép tuong vng goi la hinh chop tam
gidc, hinh chop ti gidc, hinh chdp
ngii gidc (h.44), ...
5 :
a) C6 hinh chép nao ma s6 canh (canh bén va
canh day) clia n6 1a s8 & khong ? Tai sao ?
b) Hinh chép c6 16 canh thi c6 bao nhiéu
mat ?
6

“Cho hinh chép tit giac S.ABCD. Mot mat
phéng (P) c3t cac canh SA, SB, SC, SD l&n
It tai A’, B, C, D".




Chiing minh féng cac dudng théng A'C’, B'D’ va SO déng quy (O |a giao diém cla
hai dudng chéo AC va BD ciia day) (h.45).
Vidu2
Cho hinh chép tir gidc S.ABCD véi hai duong théng AB va CD cdt nhau. Goi
A’ la mot diém ndm gida hai diém S va A. Hdy tim cdc giao tuyén ciia
" mp(A'CD) véi cdc mdt phdng (ABCD), (SAB), (SBC), (SCD), (SDA).

Gidi (h.46) | |
Cdch 1. Ap dung ket qua clia hoat dong 6
g trén, ta c¢6 mat phing (A'CD) cét céac
canh SA, SB, SC, SD 1an luot tai A’, B’,
C, D thi B’ 1a giao diém ctia dudng thang
DI v6i canh SB (6 day I 12 giao diém cua
hai dudng thing SO va CA’).
Tir d6 dé thdy :
" (ABCD) (ACD)=CD;

(SAB) N (A'CD)=AB’; *

(SBC) n(A'CD) =CB’;

(SCD) " (A'CD) =

(SDA) N (A'CD) = DA’". Hinh 46
Cdch 2. Goi K 1a giao diém cta hai dudng thing AB va CD thi r6 rang giao
tuyén clia mp(A’CD) va mp(SAB) 1a dudng thing A’K. Khi 4y giao diém B’
clia mp(A’CD) va canh bén SB cua hinh chép chinh 12 giao diém cta dudng

~ thing A'’K va SB. Tu d6 ta fim ra céc giao tuyén cua cac mat phéng chita
c4c mit con lai cua hinh chép véi mp(A 'CD). U

& . CHUY2
Tu giac A'B'CD c6 cdc canh ndm trén nhitng giao tuyén clia mat
phéng (A’CD) véi cdc mit cha hinh chép S.ABCD. T giic d6
dugc goi 1a rhiét dién (hay mdt cdt) cha hinh chép S.ABCD khi
cét bdi mp(A'CD).’
N6i mot cich don gian : Thiét dién (hay mdt cdt) ciia hinh A khi cit bdi
mp(P) 1a phan chung ctia mp(P) va hinh 57
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Khi xay dung mot ng6i nha, ché
tao mot cd may, ..., d€ thé hién
hinh dang bén trong cta chiing,
ngudi thiét k€ di ding nhiing

. mat phing cit dé mo ta nhiing
thi€t dién cta chiing trén ban vé
(h.47).

Hinh 47. Thiét dién ciia thin mdy »

Hinh tit dién
Cho b6n diém A, B, C, D khong déng phing. Hinh g6m bon tam gidc ABC,
ACD, ABD va BCD goi 1a hinh ti dién (hay ngan gon 1a ti dién) va dugc
ki hiéu 12 ABCD. Cic diém A, B, C, D goi 1a céc dinh cla ti dién. Cic
doan thiang AB, BC, CD, DA, CA, BD goi 1a céc canh cla tit dién. Hai canh
khong c6 diém chung goi 1a hai canh déi dién. Cic tam gidc ABC, ACD,
ABD, BCD goi 1a cdc mdt cta tit dign. Dinh khong ndm trén mot mat goi la
dinh doi dién véi mdt do6. '

Mot tik dién ABCD 6 thé coi la hinh chop tam gidc bdng bao nhiéu cdch ?
Hady néi cu thé méi cdch.
bic biét, hinh tit dién c6 b6n mat 12 nhitng tam gidc déu dugc goi 1a hinh
ti dién déu.

Ccic‘ canh ciia hinh tit dién déu cé bang nhau hay khong ?

Céu hoi véa bai tap

‘1. Trong céc ménh dé sau day, ménh dé nao dﬁng ?

a) C6 duy nh4t mot mat phing di qua ba diém cho trudc ; |
b) C6 duy nhdt mot mat phing di qua ba di€m khong théng hang cho trudc ;
c) Ba diém khong thing hang cing thuoc mot mit phéng duy nht.
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10.

1L
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Em hay gidi thich vi sao cdc d6 vat ¢6 bon chan nhﬁ ban, ghé, ... thudng dé
bi cap kénh. \ ‘
Vé6i mot cai thude thdng, lam thé ndo dé phat hién mot mat ban c6 phéng
hay khong ? Néi rd can ci vao dau ma ta lam nhu vay.

Cho hai mat phiang (P) va (Q) Vcét nhau theo giao tuyén A. Trén (P) cho
dudng thing a va trén (Q) cho dudng thang b. Chitng minh ring néu a va b
cét nhau thi giao diém phai ndm trén A.

Cho mit phiing (P) va ba diém khong thing hang A, B, C cing nim ngoai
(P). Ching minh rang néu ba dudng thing AB, BC, CA déu cit mp(P) thi
céc giao diém dé thang hang.

Trong ciac ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?

a) C6 duy nhét mot mat phing di qua mot diém va mot dudng thing cho trudc ;
b) C6 duy nhit mot mat phang di qua mot diém vh mot duong thing chita
diém do6 ;

¢) C6 duy nhat mot mat phang di qua mot dlem va mot dudng thang khong
chita diém d6..

Hay tim ménh dé diing trong cdc ménh dé sau day :
a) C6 mot miat phang duy nhat di qua hai dudng thing cho truéc ;

'b) C6 mot mit phiang duy nhat di qua hai dudng thing cit nhau cho trudc ;

¢) C6 duy nhét mot mat phing di qua hai dudng thdng ma hai dudng thing
d6 1an luot ndm trén hai mat phang cét nhau.

Cho hai dudng thing a va b cit nhau. Mot dudng thing c cét cé a VA b. C6
thé két luan ring ba duong thang a, b ¢ clng nim trong mot mit phing
hay khong ?

Cho ba dudng thang a, b, ¢ khong cing ndm trong mot mat phfmg sao cho

- chling d6i mot cit nhau. Chilng minh ring ching déng quy.

Cho hai dudng thing a va b cét nhau tai diém O va dudng thing c cét
mp(a, b) & diém I khdc O. Goi M 1a diém di dong trén ¢ va khac /. Ching
minh ring giao tuyén ciia cic mat phing (M, a), (M b) nam trén moOt mat
phang cd dinh.

Cho hinh binh hanh ABCD nam trong mit phing (P) va mot diém S ndm
ngoai mp(P). Goi M 1a diém nidm giita S va A ; N 1a diém nam gitaSvabB;
giao diém cua hai duo‘ng thiang AC va BD 1a O.
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a) Tim giao diém ctia mat phiang (CMN) véi dudng thang SO.
b) Xéc dinh giao tuyén ctia hai mat phang (SAD) va (CMN).
12. V& mot s6 hinh biéu dién ctia mot hinh chép ti gide trong cdc trudng hop
ddy la td gidc 16i, ddy 1a hinh binh hanh, ddy 12 hinh thang.
13. Thi€t dién ctia mot hinh ti dién c6 thé 1a tam gidc, ti giac hoac‘ ngil gidc
hay khong ?
14. Dung bia ciing cit va ddn lai dé thanh :
a) Mot ta dién déu ; _
- b) Mot hinh chép tit gidc c6 ddy Ia hinh vudng va cdc mat bén la nhitng
tam gidc déu. , -
1 15, Cho hinh chop tit gidc S.ABCD. Ba diém A’, B’, C’ lan ludt nam trén ba
5 canh SA, SB, SC nhung khong tring v6i S, A, B, C. X4c dinh thiét dién clia
, hinh chép khi cit bdi mp(A'B'C"). |
i 16. Cho hinh chép S.ABCD. Goi M 1a mot diém ndm trong tam gidc SCD.
a) Tim giao tuyén ctia hai mat phing (SBM) va (SAC).
b) Tim giao diém cla dudng thing BM vi mp(SAC).
¢) Xéc dinh thiét di¢n ctia hinh chdp khi cat béi mp(ABM).

HAI PUSNG THANG SONG SONG

1. Vi tri tuong dadi gilra hai dudng théng phan biét

Hay quan sdt hinh 48. Ta coi cdc mép ban a, ¢
va canh b cia chdn ban la cdc duong thang a,
b, c. ' '
a) Puong thdng a va dwong thdng b cé cing
nam trén mot mdt phdng hay khong ?

b) C6 mdit phdng ndo chita hai duong thing a va |
¢ hodc chita hai duong thdng b va c hay khong ? Hink 48

51



Nhu vay; khi cho hai dudng thing phan biét a a

va b trong khong gian thi c6 thé xay ra hai , .
trudng hop : . | /11 \/
|

a) Khong c6 mat phing nao chia ci a va b.
Khi d6 ta néi ring hai dudng thang a va b chéo
nhau (h.49).

b) C6 mat phang chia ca a va b. Khi d6 ta né6i ring ching déng phdng.
Trong trudng hop nay, theo két qua clia hinh hoc phing, ¢6 hai kha nang
xdy ra : ‘ '

Hinh 49

i) a va b khong c6 diém chung. Khi d6 ta néi ring chiing song song vdi
nhau (hodc ching song song) va ki hiéu a // b (h.50).

=

Hinh 50 Hinh 51

i) avabco mot diém chung duy nhdt. Khi d ta néi ring ching cdr
nhau. Néu diém chung ctia ching 12 /1, ta néi ring ching cdt nhau tai I
hodc I 14 giao diém cla ching va vi€t a N b = {I} hoac a N b =1 (h.51).

DINH NGHIA

Hai duomg thdng goi la dong phdng néu chiing cung ndm trong
mot mdt phdng.

Hai duomg thdng goi la chéo nhau néu chiing khong dong phﬁng.

Hai dwong thdng goi la song song néu chiing dong phdng va
khong cé diém chung. ,

1 ‘ : ,
]% Cho t(r dién ABCD. Hay xét vi tri tuong doi gitra hai dudng thdng AB va CD.

song vdi nhau, mdi dudng déu citcd ava b ?

2 , :
ﬁ Cho hai dudng thang a va b chéo nhau. C6 hay khéng hai dudng thang p, ¢ song

2. Hai dudng thing song song

Dua vao tién dé O-clit vé dudng thing song song trong mit phing, ta c6
thé ching minh dugc céc tinh chét sau day \

52



Tinh chat 1

Trong khong gian, qua mét diém ndm ngoai mot du'ofng thang,
c6 mot va chi mot duong thdng song song Vi duomg thdng do.

Tinh chat 2

Hai duomg thdng phdn biét ciang song song vdi mot duong
thang thit ba thi song song vdi nhau.

Gia sit (P), (Q), (R) 12 ba mat phang d6i mot cit nhau theo ba giao tuy&n phan
“bieta, b, ¢, trong d6 : a = (P) N (R), b= (Q) N (R), c = (P) ~ (Q) (h.52).

— , ,
/C / : E\
' 1
| b ]
i > : 2 ic b
]
S@ : '
| | >~
a) | | b)
Hinh 52

2| Co nhu’ng vi tri tuong doi nao giita hai glao tuyénavab ?

3
R Dung két qua bai tap 4 cla §1, hay chimng t6 réing ba giao tuyén a, b, c hoac ddng
quy ho#c d6i mét song song.

“Tir d6 ta c6 dinh i sau day :

DINH LI (vé giao tuyén clia ba mit phing)

| Néu ba mdt phing doi mét cdt nhau theo ba giao tuyén phdn
biét thi ba giao tuyén dy hodc dong quy hodc déi mot song song.

HE QUA

Néu hai mdt phdng cdt nhau ldn luot di qua hai duomg thdng
' song song thi giao tuyén ciia chiing song song vdi hai duong
thdng dé (hodc trung véi mot trong hai duong thing dé).

4. .
]% Hay sir dung dinh li vé giao tuyén clia ba mat phéng dé chimg minh hé qué trén.
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3. Mot s vi du

54

Vi du 1. Cho tir dién ABCD. Goi M, N,
P, O, R, S ldn luot la trung diém ciia cdc
doan thing AB, CD, BC, DA, AC, BD.

Ching minh ba doan thdng MN, PQ va
RS déng quy tai trung diém G cua moi
doan. Piém G dé goi la trong tam cia tir
dién ABCD da cho (h.53 )

Gidi

Vi MP 1a dudng trung binh cha tam gidc
ABC, NQ la dudng trung binh cta tam
gidc ADC nén MP /| AC, NQ /I AC,

1 1 '
MP = EAC’ NQ = —2—AC. Vay MP // NQ va MP = NQ, do d6 ut giac

Hinh 53

MPNQ 1a hinh binh hanh. T 46, ta suy ra cac doan thing MN va PQ cat
nhau tai trung diém clia mbi doan.

Chiing minh tuong tu, cdc doan thing MN va RS ciing cdt nhau tai trung
diém cta mdi doan. Vay, ba doan thang MN, PQ, RS déng quy tal trung
diém G ctia mdi doan thing dé. L

Vi du 2. Cho hinh chdp S.ABCD c6 ddy la hinh binh hanh.
a) Tim giao tuyén cia hai mdt phdng (SAB) va (SCD). ‘
b) Xdc dinh thiét dién ciia hinh chép S.ABCD khi cdt bdi mdt phdng (MBC),

~trong dé M la mot diém ndm giita hai diém S va A.

Gidi (h.54)

a) mp(SAB) va mp(SCD) c6 diém
chung S va 14n luot di qua hai dudng
thang song song AB va CD nén chiing

cit nhau theo giao tuyén A di qua S va
song song v6i AB va CD. ‘
b) mp(MBC) va mp(SAD) lan luot di
qua hai duong thang song song BC va
AD va ¢6 diém chung M nén giao ,
tuyén cla chiing 13 dudong thing MN Hinh 54




17.

18.

19.

20.

21.

22,

song song véi AD (N € SD). Vay thiét dién cla hinh chép S.ABCD khi cit

béi mp(MBC) 1a hinh thang MNCB. - g

Cau hdi vé bdi tap

Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau day :

a) Hai dudng thing chéo nhau thi khong c6 diém chung ;

b) Hai duong thang khong cé diém chung thi chéo nhau ;

¢) Hai dudng thing khong song song thi chéo nhau ;

d) Hai dudng thang phén biét khong cit nhau va khong song song thi chéo nhau.
Cho tit dién ABCD. Goi M, N la hai diém phan biét ciing thuéc duong
thing AB ; P, Q 12 hai diém phan biét ciing thuoc duong thing CD. Xét vi
tri tuong d01 cua hai dudng thdng MQ, NP va vi tri tuong d01 cua hai

- dudng thang MP, NQ.

Cho tif dién ABCD. B6n diém P, Q, R, S 14n lugt nim trén b6n canh AB,
BC, CD, DA va khong triing véi cdc dinh clia t dién. Chitng minh ring

a) Bon diém P, Q, R, S dong phing khi va chi khi ba dudng thang PQ, RS,
AC hoac do6i mot song song hodc dong quy ; 7

b) Bon diém P, Q, R, S déng phang khi va chi khi ba dudng thing PS, RQ,
BD hoac do6i mot song song hoac dong quy.

Cho tit dién ABCD va ba diém P, Q, R 14n lugt nim trén ba canh AB, CD,
BC. Hay xdc dinh giao diém S cha mp(PQR) véi canh AD néu :

a) PR /| AC ; | b) PR cit AC.

Cho tit dién ABCD. Céc diém P, Q ldn lugt 1 trung diém ctia AB va CD ;

“diém R nidm trén canh BC sao cho BR = 2RC. Goi S la giao diém cua

mp(PQR) va canh AD. Chiing minh rang AS = 2SD.

Goi G 1a trong tam cua t& dién ABCD.

a) Ching minh ring duong thing di qua G vi mot dinh cla ti dién sé d1
qua trong tdm ctia mat d6i dién véi dinh ay.

b) Goi A’ 1a trong tam ctia mat BCD. Ching minh rang GA = 3GA".
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DUONG THANG SONG SONG
vO1 MAT PHANG | ,

1. Vi tri tuong ddi giita dudng thang va miit phing

Cho mot dudng thing a va mot mat phang (P) Ta thdy c6 ba truong hop
sau day xay ra:

a) Duong thing a va mp(P) c6 hai diém chung phan biét. Khi d6, theo dinh
Ii & §1, dudng thing a ndm trén mp(P), tic 1a a < mp(P) (h.55a).

b) Dudng thing a va mp(P) c6 mot diém chung duy nhit A. Khi d6 ta néi a
va (P) cét nhau tai A va viét a N (P) = {A} hodc a " (P) = A (h.55b).

¢) Dudng thing a vi mp(P) khong c6 diém chung nao ci. Khi d6 ta néi.

 riing dudng thdng a song song vdi mdt phdng (P), hodc mdt phdng (P) song

song vdi dwomg thdng a, hoic a va (P) song song vdi nhau, va viét

a // (P) hoic (P) // a (h.55¢).

e =
=AY

Hinh 55
Vay ta c6 dinh nghia sau day
DINH NGHIA

Mot dwong thdng va mot mdt phdng goi la song song véi nhau
néu chiing khong cé diém chung. :

2. Diéu kién dé mét dudng thing song song véi mét mat phing

56

Nhdn xét

Cho dudng thing b nim trong mp(P) va mot dudng thing a song song vdi b.
L4y mot diém I tuy ¥ trén a. Khi d6, néu I thuoc (P) thi a nam trong (P) ;.
néu I khong thudc (P) thi a song song v6i (P) (h.56).



N —

a) ‘ . b)
Hinh 56 ’
Vay ta c6 dinh If sau day

DINH Li 1

Néu duong thdng a khong ndm trén mdt phang (P) va song
song voi mot duong thdng ndo dé ndm trén (P) thi a song
song voi (P).

3 Tinh chat

Cho dudng thang a song song v6i mét phang (P). Khi do dudng thing a cb
song song v6i dudng thang ndo nim trén (P) hay khong ? Dinh i sau day
gitp ta thdy ro diéu do.

DINH Lf 2 o ,

Néu duong thdng a song song voi mdt phdng (P) thi moi mdt
phdng (Q) chita a ma cdt (P) thi cdt theo giao tuyén song
song vdi a.

7@& 1 (B8 chitng minh dinh Ii 2)
Hay v& qua a mot mat phéng (Q) cit mat

phdng (P) theo giao tuyén b réi dung 0 b
phuaong phap phan ching dé chimg minh \(P\
. bsong song v6ia (h.57). | \ Hinh 57
HE QUA 1

Néu mot duong thdng song song voi mpt mdt phdng thi nd
song song véi mot duong thdng nao dé trong mdt phdng.

-57



ﬁ 2 (D& chiing minh hé qué 2)

58

HE QUA 2

Néu hai mdt phdng cdt nhau cing song song voi mot duong
thdng thi giao tuyén cia ching ciing song song vdi duo’ng
thdng do.

Cho hai mat phdng (P), (Q) cling 'song song v&i mot M
dudng thang a va (P) ~ (Q) = b. Ly mot diém M ndm

trén b. Hay chimg minh ring céc giao tuyén clia mp(M, a) b
vi hai mat phdng (P) va (Q) déu triing véi b va tir d6
suy ra két luan ciia hé qua (h.58).

\ .
v

\
\
\

) Hinh 58
DINH, L 3

Néu a va b la hai duong thdng chéo nhau thi cé duy nhdt
mét mdt phdng chita a va song song vdi b.

Chitng minh -
Ldy mét diém M ndm trén a. Ké qua M mot
duong thing b’ song song véi b (h.59). Khi ,
d6, theo dinh Ii 1, hai dudng théng a va b’ P\

x4c dinh mp(P) song song véi b.

Néu c¢6 mit phiang (Q) khic (P) ciing di qua
a va song song véi b thi theo hé qua 2, a 1a
giao tuyén cua (P) va (Q) nén a // b, trai
vGi gia thiét. Vay mp(P) 1a duy nhat. [

Hinh 59

Vi du '

Cho tit dién ABCD. Goi M la m¢t diém ndm trén canh AB (M khdc A va B).
Gid sit (P) la mdt phdng qua M song song véi cdc duong thdng AC va BD.
Hay xdc dinh thiét dién ciia hinh tir dién ABCD khi cdt bdi mdt phdng (P).
Thiét dién la hinh gi ?

Gidi (h.60)

Tir M ké dudng thing song song v6i AC cit BC tai N va k& dudng thang
song song véi BD cit AD tai F. Khi 4y, (P) chinh 1a mp(MNF). Goi E 1a



- tu, NE song song v6i MF. Vay thiét dién cin

23.

24.

25.

26.

giao diém cta (P) v6i CD thi thiét dién 1a tt
gidc MNEF. Vi dudng thing MN song song véi
mp(ACD) nén mp(P) qua MN cit mp(ACD)
theo giao tuyén EF song song véi MN. Tuong

tim 1a hinh binh hanh MNEF. U

Hinh 60

- Céu hoi va bai tap

Cho hai duong thing a va b cling song song v6i mp(P). Ménh dé nao diing
trong cdc ménh dé sau ?

a) a va b song song vdi nhau ; b) a va b chéo nhau ;

'c)\a va b ¢6 thé cat nhau ; d) a va b trung nhau.

e) Cdc ménh dé a), b), c), d) déu sai. ‘ :

Cho mp(P) va hai dudng thing song song a, b. Ménh dé nao ding trong
cdc ménh dé sau day ?

a) Néu (P) song song voéi a thi (P) ciing song song véi b ;

b) Néu (P) song song véi a thi (P) song song v6i b hoac chita b ;

¢) Néu (P) song song v&i a thi (P) chia b ;

d) Néu (P) cit a thi (P) cling cit b ;

e) Néu (P) cit a thi (P) c6 thé song song v6i b ;

f) Néu (P) chita a thi (P) cé thé song song vdi b.

Cho hinh t dién ABCD. Goi M, N l4n lugt 13 trung diém cla cdc canh AB
va AC. :

a) Xét vi tri tuong d6i clia duong théng_MN va mp(BCD). v

b) Goi d 1a giao tuyén ctia hai mat phing (DMN) va (DBC). Xét vi tri
tuong doi cua d va mp(ABC).

Khi cit ti dién bing mot mat phang thi thiét dién nhan dugc c6 thé 1a
nhitng hinh nao sau day ?

a) Hinh thang ; b) Hinh binh hanh ; ¢) Hinh thoi.

59



27.

28.

Cho hinh chép S.ABCD c6 déy la it gidc 16i, O 1a giao diém cia hai dudng
chéo AC va BD. X4c dinh thiét dién clia hinh chép khi cét boi mat phang di
qua O, song song v4i AB va SC. Thiét dién d6 1a hinh gi ?

.

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy 1a hinh binh hanh. X4c dinh thiét dién cha
hinh chép khi cdt bdi mat phéng di qua trung diém M cta canh AB, song

song v6i BD va SA.

‘HAI MAT PHANG SONG SONG

1. Vi tri tuong déi clia hai mit phing phan biét

Trong khong gian cho hai mat phing phan biét (P) va (Q).

- Mt phdng (P) va mdt phdng (Q) c6 thé c6 ba dlem chung khong thdng

hang hay khéng ?

n Néu hai mdt phdng (P) va (Q) ¢6 mot diém chung thi chitng cé bao nhiéu

60

“diém chung ? Cdc diém chung dé cé tinh chdt nhu thé ndao ?

Nhu vay khi cho hai mat phing phan biét (P) va (Q), c6 thé xay ra mét
trong hai truong hgp sau day :

“a) (P) va (Q) c6 diém chung. Khi d6 ta biét ring (P) va (Q) cét nhau theo

mot dudng thing (h.61a).

b) (P) va (Q) khong c6 diém chung. Trong truong hgp nay, ta néi ching song
song vdi nhau (hoac song song) (h.61b) va ki hi¢u (P) // (Q), hay (Q) // (P).

e
P

a) | b)
Hinh 61



DINH NGHIA
" Hai mdt phdng goi ld song song néu chiing khong cé diém chung.

Trong thyc t€, ching ta thudng gap hinh anh cda nhitng mit phing song
song ; cdc bac cdu thang (h.62a), hai mat d6i dién ctia hop diém (h.62b), ...

a) b)

Hinh 62

2. Piéu kién dé hai mit phing song song |

Trong khong gian cho hai mit phang phan biét (P) va (Q).

[23] Khdng dinh sau day c6 diing khong ? Vi sao ?
Neu hai mdt phdng (P) va (Q) song song VvOi nhau thi moi duong thdng
nam trén (P) déu song song véi (Q).

Khdng dinh sau ddy cé diing khong ? Tai sao ?
Néu moi duong thdng ndm trong mdt phang (P) déu song song voi mat
phdng (Q) thi (P) song song vdi (Q).

Bay gid, néu chi biét trong mp(P) c6 hai dudng thing cit nhau va ciing song
song véi mp(Q) thi (P) c6 song song véi (Q) hay khong ? Dinh 1i sau day tra
16 cau hoi d6.

PINH Li 1
( Néu mat phdng (P) chita hai duomg thing a, b cdr nhau va‘]

ciing song song véi mdt phdng (Q) thi (P) song song voi (Q).

}@% 1 (D& chiing minh dinh Ii 1)

a) Hay chimg t& rang hai
mat phéng (P) va (Q) khong
trung nhau.

b) Gia sit (P) va (Q) cét
nhau theo giao tuyén c.
Hay ching té rang a // c,
b Il ¢ va do d6 suy ra diéu
v I (h.63).

Hinh 63

61



3. Tinh chat

Ta biét ring : Qua mot diém nim ngoai mot duong thing, c6 mot va chi
mot dudng thing song song véi dudng thing d6. Bay gid néu ta thay cum
tir "dudng thing" trong ménh dé trén bdi cum tlr "mat phing”, ta cling c6
cic tinh chét tuong ty nhu sau :

Tinh chat 1

Qua mot diém ndm ngoai moét mdt phdng, c6 mot va chi mét | -
mdt phang song song vdi mdt phang do.

Ching mmh ' ,
Gia sit A 12 mot diém nam ngoa1 mp(Q). Trén /@ A b/

(0), 14y hai dudng thang a’ va b’ cit nhau. Goi a

va b 12 hai dudng thing qua A va l4n lugt song , ’
song v&i @’ va b’ . Theo dinh 1i 1, hai dudng /éi;><<jk/
2 N Pt . bl

thang a va b xdc dinh mp(P) song song vGi

- mp(Q) (h.64). Hinh 64

Gia st (P’) ciing 12 mot mat phing qua A va song song véi (Q). Khi d6,
(P") song song v&i a va b’, do d6 (P’) phai chita a va b. Vay (P) va (P’)
tring nhau. O]

~ Tir tinh cht trén, ta suy ra hai hé qué sau (h. 65)

62

HE QUA 1

N\
Néu duong thang a song song véi mdt phdng (Q) thi cé duy
nhdt mot mdt phdang (P) chita a va song song véi (Q).

HE QUA 2

: I
Hai mdt phang phdn biét ciing song song véi mdt phang thi
~ ba thi song song voi nhau.

L~
ya

/

/

a) b)
Hinh 65

N AR
AVANAN




Cho mp(R) cdt hai mdt phdng song song (P) va
(Q) lan lugt theo hai giao tuyén a va b: Héi a va
b c6 diém chung hay khong ? Tai sao ? (h.66)
Tra 16i cau hoi trén, ta duge tinh chat sau day

Tinh chat 2 ' ' | Hinh 66

Néu hai mdt phdng (P) va (Q) song song thi moi mdt phdng
(R) dd cat (P) thi phdi cdt (Q) va cdc giao tuyén ciia chiing
song song. '

4. Dinh i Ta-lét (Thalés) trong khong gian

O cdp THCS, cdc em di hoc dinh li Ta-1ét trong
mat phing n6i vé nhitng dudng thing song song.

Bay gi0 ching ta s&€ hoc mot dinh li n6éi vé
nhimg mat phing song song ciing mang tén nha
todn hoc Hy Lap : Ta-1ét. Dinh 1i 8y dugc phat
biéu nhu sau '

PINH Li 2 (Dinh If Ta-1ét) Thalés (624 - 547 TCN)

Ba mat phang doi mot song song chdn ra trén hai cdt tuyén
bdt ki cdc doan thdng tiwong ting ti 1¢.

Dinh If trén c6 nghia I3 : Néu ba mit phing 7V
doi mot song song (P), (Q), (R) cat hai —
dudng thing a va a’ 14n luot tai A, B, C va / A/‘V\‘\

A, B, C'thi

P
AB _BC _ CA / \ \
AIBI ) BICI CAI /Blwy
0

{  BR
bé chl’mg minh dinh li, goi B; 1a giao f 1
diém cha AC’ va mp(Q) roi 4p dung dinh = / \\
Ii Ta-1ét trong mat phing (ACC’) va trong ¢ /\& /
mat phing (C'AA’). ; 4 ,'/ C

Hinh 67
63



Vay theo dinh li Ta-lét ddo, cic dudng

Ta thira nhan dinh If sau day, thudng goi 1a dinh If Ta-1ét dao.

DINH Li 3 (Pinh 1i Ta-1ét dao)

/ Gid sit trén hai dwong thdng chéo nhau a va a’ ldn lugt l(%
cdc diém A, B, Cva A', B’, C" sao cho
- AB BC CA

AB~ BC' CA’
Khi dé, ba duong thdng AA’, BB', CC’ ldn luot ndm trén ba
mdt phang song song, tuc la chiing cung song song voi mot

\mat phdng. ‘ : | 7 J i

Vidu
Cho tt dién ABCD. Cac dlem M N theo thu tu chay tren cic canh AD va
M. N.
BC sao cho MA = —l—? Chitng minh rang MN luon song song v4oi mdt mat
MD NC ,
phing c6 dinh.
Gidi (h.68).
i M, N lin lugt nidm trén céc doan
thing AD va BC sao cho MA = NB nén
: MD NC
suy ra

MA _MD _AD
NB NC BC

thaing MN, AB, CD cung song song véi
mot mat phing (P) nao d6. Ta c6 thé ldy
mp(P) di qua mot diém cd dinh, song song :
v6i AB va CD ; 10 rang (P) c6 dinh. | Hinh 68

5. Hmh Iéng tru va hinh hop

64

Trong cudc sdng hang ngay, ta thlIUng gap nhiéu d6 ding, vat thé cé hinh
dang hinh lang tru hay hinh hop nhu : hop diém, hop phdn, cay thudc,
quyén sich, ...

Pinh nghia hinh lang tru

Cho hai mat phing (P) va (P’) song song. Trén (P) cho da gidc Aj4...A,.
Qua céc dinh 4, A, ..., A,, ta v& cac dudng théng song song v&i nhau



va ldn lugt cét mp(P’) tai A, A%, ... e 4 i
A, (h.69). DE dang thdy ring céc tit ‘; )
gléC AIAZA,ZA' . A2A3A'3A'2, vees

A,AjA1A°, 1a nhitng hinh binh hanh
va hai da gidc AA..A,

A'lA%. A, c6 céic canhn teong ung

song song va bang nhau.

Hinh 69

Hinh hop bi cdc hinh binh hanh AjAyAYA', AyAsA3A'y, ...
A A1A"AY, va hai da gidc AjAy.. A, A"1A%..A’, goild hinh
lang tru hodc ldng tru, va ki hiéu la AjA,...A,.A1A%. A",

M&i hinh binh hanh néi trén goi lé‘mOt mdt bén cua hinh lang tru. Hai da
gidc AjAy..A,, A'1A%..A’, goi la hai mdt ddy cua hinh lang tru. C4c canh.
ctia hai da giéc d6 goi 1a céc canh ddy ; ciq doan thing AjA", AyA%, ...,
ApA’, goi la cdc canh bén cla hinh ling tru. Cdc dinh cla hai mat ddy goi
1a céc dinh cla hinh lang tru.

Néu ddy cla hinh lang try 1a tam gidc, ¢ gidc, ngii gidc thi lang tru twong
umg dugc goi 1a ldng tru tam gidc, ldng tru ti gidc, lang tru ngii gidc
(h.70).

PYE

a) Lang try tam gidc‘ b) Ldng tru ti gidc ¢) Ldng try ngii gidc
Hinh 70

Sau day, ta s& gidi thiéu mot dang dac biét ciia hinh lang tru, d6 1a hinh hop.
| Hink tang tru c6 day 1a hink bink hanh duge goi 1 hinh hop.

5. HINH11NC-A 65



Nhu vay, hirth hop c6 sdu mat (bon mat bén va hai mat diy) déu 1a nhiing
hinh binh hanh (h.71). Mbi mat c6 mot mat song song v6i n6. Hai mat nhu

thé goi 12 hai mdt doi dién.

C6 thé xem hai mdt doi dién nao do cia hinh hop la hai mdt ddy cia né

A

hay khong ?

Hinh hop c6 tdm dinh, hai dinh clia hinh hop goi 13 hai-dinh déi dién néu
chiing khong ciing nim trén mot mit nao. Doan thng n6éi hai dinh d6i dién

goi 1a duong chéo ctua hinh hop.

Hinh 71 cho ta thdy hinh hop
ABCD.A'B’'C’'D’ ¢6 céc cip dinh doi dién 1a

AvaC,BvaD,CvaA’,Dva B,vacd A

cac dudng chéo 1a AC’, BD', CA’, DB'.
Hinh hop ¢6 mudi hai canh chia lam ba
nhém, mbéi nhém gém c6 bon canh song
song va bang nhau. Hai canh goi 1a hai
canh doi dién néu chung song song
nhung khong cing nam trén bat ki mot
mat nao cua hinh hop. .

2

-~

Hinh 71

Chiing 1 ring bén dudng chéo cla hinh hdp cat nhau tai trung diém clia moi
dudng. Diém cat nhau d6 goi la tdm cda hinh hép.

6. Hinh chép cut

Pinh nghia

Cho hinh chép S.A;4y...A, va mot mat phing
(P) khong qua dinh, song song v6i mat phing
ddy, cit cic canh SA;, SA,, .., SA, lan luot

tai Ay, A%y, .. A’,. Hinh hop bdi thiét dién
A4 A% A", va ddy AjAy..A, cla hinh chop
cling véi cic 1 gide AJAAA, AGA'3AxAy,
. A" ATAA, goi Ta mot hinh chdp cut, ki

hisula AYA%..A"A A4, (WT2).

66

Didy ciia hinh chép goi 12 ddy lén clia hinh

chép cut, con thiét dién A7A%...A", goi la.

Hinh 72 -

5. HINH11NC-B



29,

30.

ddy nho cua hinh chép cut.’ Céc t gidc A"1A%A A, ALA3A34,, ...,
A’, A" AlA, goi 1a cic mdt bén cla hinh chép cut. Céc doan thang AlA 15
AyA'y, ..., A,A’, goila cdc canh bén cua hinh chép cut.

Tuy theo ddy 1a tam gidc, tit gidc, ngil gidc, ..., ta ¢c6 hinh chép cut tam
gidc, hinh chép cut tie gidc, hinh chdp cut ngii gidc, ...
Tinh chat

Vi hinh chép cut duge cét ra tx mot hinh chdp nén ta dé dang suy ra tinh
chit sau day : .

Hinh chép cut c6 :

a) Hai ddy la hai da gidc c6 canh tuong ing song song va tl
s6 cdc canh twong ting bdng nhau.

b) Cdc mdt bén la nhiing hinh thang.

¢) Cdc duong thdng chita cdc canh bén déng quy tai mot diém.

Céu hdéi va bai tap
Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao diing ?‘
a) Hai mat phang phan biét ciing song song v6i mot dudng thang thi song
song v6i nhau ;
b) Hai mat phing phan biét ciing song song v6i mot mat phéng thi song
song v&i nhau ;
c¢) Néu hai mat phing song song thi moi dudng thing nim trén mat phing
nay déu song song v6i mit phéng kia ;
d) Néu hai mat phing song song thi mdi dudng thing ndm trén mit phing
nay déu song song véi moi dudng théng nim trén mat phéng kia ;
e) Néu hai mat phing phan biét 14n lugt di qua hai dudng thing song song
thi song song v§i nhau ;
f) Néu mot dudmg thing cit mot trong hai mat phing song song thi cat mat
phang con lai.
Trong céc ménh dé sau, ménh d€ nao diing ?.
a) Hinh hop 1a mét hinh lang tru ;
b) Hinh lang tru c6 tat cd cdc canh song song ;
¢) Hinh lang tru c6 tét c& cdc mat bén bang nhau ;
d) Hinh lang try c6 cdc mat bén 1a hinh binh hanh ;
e) Hinh hop c6 cdc mit d6i dién bang nhau.
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TOTERIURTEETNEN

Cho hai dudng thang chéo nhau. Chimg minh rang c6 ding hai mat phing
song song v6i nhau lan lugt di qua hai dudng thing dé.

Cho hai dudong thing chéo nhau a va b l4n lugt ndm trén hai mat phing

song song (P) va (Q). Ching minh ring néu diém M kho6ng nim trén (P)

va khong nam trén (Q) thi c6 duy nhédt mot duorng thing di qua M cétcd a
va b.

Trong mit phang (P) cho hinh binh hanh ABCD. Qua A, B, C, D 14n lugt v&

bon dudng théng a, b, ¢, d 361 mot song song véi nhau va khéng nam trén
(P). Mot mat phang cit a, b, c, d 14n luot tai bén di€m A’, B, C’, D". Chiig

‘minh rang A'B'C’D’ 1a hinh binh hanh.

Cho. t dién ABCD. Goi M 1a trung diém ctia AB. Hbi mit phing (P) qua
diém M, song song véi ca AD va BC ¢6 di qua trung diém N cta CD
khong ? Tai sao ? , (2edt)

Cho hai diém M, N 14n lugt thay d6i trén hai mat phing song song (P) va
(@). Tim tap hop céc diém I thuoc doan thang MN sao cho % =k k#0

cho trude.

Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A'B’C’. Goi H 1a trung diém ctia canh A'B’.
a) Chitng minh rang dudng thang CB’ song song v6i mp(AHC”). (2cat)

b) Tim giao tuyén d cta hai mat phing (AB'C’) va (A'BC). Chimg minh
ring d song song v6i mp(BB'C’C).

¢) Xd4c dinh thiét dlen ctia hinh lang tru ABC.A'B’C’ khi cit béi mp(H d).
Cho hinh hop ABCD.A'B’C’'D’. Chiing minh ring

a) mp(BDA") [/ mp(B'D'C) ;

b) Pudng chéo AC’ di qua céic trong tam Gy, G2 ctia hai tam gidc BDA’
vaB'D'C; ‘
¢) G; va G, chia doan AC’ thanh ba phin bing nhau ;

d) C4c trung diém cua sdu canh BC CD, DD’, D'A’ A'B’, B'B cung nim
trén mot mat phéng. , '
Ching minh ring t6ng binh phuong tat ca cic dudng chéo cia mot hinh
hop bang téng binh phuong tit ca cdc canh cla hinh hop do. ‘

Cho hinh chép cut ABC.A'B'C’ ¢6 ddy 16n ABC va cic canh bén AA’, BB,
CC’. Goi M, N, P 14n luot 14 trung diém cta cdc canh AB, BC, CA va M’,

N’, P’ 14an luot 1a trung diém cla cdc canh A’'B’, B'C’, C'A’. Chiing minh
MNP .M’'N’P’1a hinh chép cut. -



PHEP CHIEU SONG SONG

1. Dinh nghia phép chiéu song song

Trong khong gian cho mit phang (P) va duo‘ng

thing I cit mp(P). \ M’
V6i méi diém M trong khong gian, vé dudng . ‘\\
thing di qua M va song song hoic trung véi 1. \ \
Ducng thing niy cat mp(P) tai mot diém M’

nao dé (h.73). Hinh 73

Phép ddt tuong iing méi diém M trong khong gian véi diém M’
cia mdt phdng (P) nhu trén goi la phép chiéu song song lén
mdt phdng (P) theo phuong .

Mit phéng (P) goi 12 mdt phdng chiéu, dudng théng | g01 1a phuong chiéu ;
“diém M’ goi 1a hinh chiéu song song (hoac dnh) ciia diém M qua phép
chi€u song song néi trén. ‘

Cho hinh & Tap hop # * gébm hinh chi€u song song cua tit cé-cécrdié’m
thudc # goi 1a hinh chiéu song song (hoac dnh) cia hinh # qua phép
chiéu noi trén.
Bong trén mat dit phing clia mot vat chinh 1a hinh chi€u song song cua vit
dy trén mat dat (cac tia séng mat troi duoc coi nhu song song v6i nhau).

- Néu diém M thudc mdt phang chiéu (P) thi hinh chiéu song song ciia né la
diém nao ?

[22] Cho duong thdng a song song vdi phwong chiéu 1. Hinh chiéu song song ciia a
(hodic mot phdn cua né) la hinh nao ?

2. Tinh chat

Trong céc tinh chat dudi day ctia phép chigu song song theo phuong /, ta chi
xét hinh chi€u song song cta cdc doan thdng hodc duong thdng khong
song song va khong trung voi l.

Tinh chat 1 ' .

[ Hinh chiéu song song ctia mot duong thdng la mot dudng thdng. }
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Chitng minh (h.74)

Xét phép chi€u song song lén mp(P) theo
phuong /. Gia sit a 12 mot dudng théng khong
song song va khong trung véi I. Goi M la mot
diém bat ki cha @ vd M’ 1a hinh chiéu cta no.
Vi MM’ song song (hoac trung) vé6i I nén M’
nam trén mp(Q) di qua a va song song vdi [
(hodc chita ). Mit khac, M’ nam trén mp(P).

Vay M’ ndm trén giao tuyén a’ cua hai mat , Hinh 7,4\

phiing (P) va (Q).

Nguoc lai, d& thdy méi diém M’ nim trén a’ 12 hinh chi€u cla mot diém M
nim trén a. Vay hinh chiéu clia a chinh 12 dudng thing a'. O

Néu duong thd’ng a nam trong mgt phdng chiéu (P) thi hinh chiéu song -

song cua a la hinh nao ?

Néu duong thdng a cdt mdt phdng chiéu (P) tai diém A thi hinh chiéu song
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song ciia a c6 di qua diém A hay khong ?

HE QUA

- Hinh chiéu song song ciia mot doan thdng la mot doan thdng,
ciia mot tia la mot tia.

Tit viéc chimg minh tinh chit 1, ta'thﬁ'y hinh chi€u song song cta dudng
thing @ 12 giao tuyén chia mat phang chiéu (P) va mp(Q), trong d6 (Q) 1a
mat phang di qua a va song song v4i-/ hodc chira [. Do d6 ta c6

Tinh chat 2 (h.75)

Hinh chiéu song song ciia hai duong thdng song song la hai
duong thdng song song hodc trung nhau.

Hinh 75



Tinh chat 3.

Phép chiéu song song khong lam thay dei ti so” cua hai doan
thdng ndm trén hai duomg thdng song song (hodc tring nhau).

Tinh chét 3 c6 nghia 1a : Néu AB va CD 1a hai doan thang nam trén hai
~ duong thang song song (hodc trung nhau) c¢6 hinh chi€u song song trén
mp(P) la A’B vaC'D’thi

AB° _AB
‘ cD CD
Hinh 76 minh hoa tinh chét dé.

. | —
' Hinh 76 ‘
3. Hinh biéu di&n cda mét hinh khéng gian |

O §1 caa chuong nay, ta d3 néu ra mot s6 quy tic dé v& hinh biéu dién cla J
mot hinh khong gian trén mat phéng. Céc quy tic dy dua trén dmh nghia
sau day

PINH NGHIA |

 Hinh biéu dién ciia mot hinh Jfﬁ'ongkkho‘ng gian la hinh
chiéu_song song ciia hinh H'trén mot ;hdt phdng hodc hinh

" dong dang vdi hinh chiéu do.

Nhli vay, mudn v& ding hinh biéu dién, ta phai 4p dung cic tinh chat
néi trén clhia phép chi€u song song. Do d6, ngoai nhimg quy tic da hoc .
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trudc day (dugc suy tir c4c tinh chat 1 va 2), ta cdn luu y thém quy tic sau
(suy tir tinh chat 3) : '

Néu trén hinh H c6 hai doan thdng ndm trén hai duong thdng
song song (hodc trang nhau) thi chiing chdng nhitng duoc biéu
dién bdi hai doan thing ndm trén hai duong thdng song song
(hodc tring nhau), ma ti s6 cia hai doan thdng nay con phdi
bdng ti s6 ciia hai doan thdng tuong img trén hinh H

Hinh biéu dién ciia hinh binh hanh 1o hinh gi ?

& CHU ¥
Phép chi€u song song néi chung khong giit nguyén ti s6 ctia hai doan
théng khong nim trén hai dudng thing song song (hay khong cung
nim trén mot dudng thang) va khong giit nguyén do 16n ctia mot géc.
Tir d6 suy ra néu trén hinh #’c6 hai doan thing khong nim trén hai
dudng théng song song thi ti s6 cha chiing khong nhat thiét phai giir
nguyén trén hinh biéu dién. Cling nhu vay, do 16n clia mot géc trén
hinh & khong nhét thi€t dugc giit nguyén trén hinh biéu dién.

Hinh biéu dién ciia hinh thang la hinh gi ? |
[27] Hinh biéu dién ciia hinh thoi, hinh chit nhdt, hinh vuéng la hinh gi ?

C6 phdi mgt tam gidc bdt ki déu c6 thé xem 1a hinh biéu dién ciia tam gidc
cdn, tam gidc vuong, tam gidc déu hay khong ? (h.77). :

Hinh 77 ‘ Hinh 78
Hinh biéu dién ciia mot tit dién déu c6 thé vé nhu hinh 78 hay khong ?
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Hinh biéu dién cita mét dudng tron
Ngudi ta chitng minh duoc ring :

Hinh chiéu song song cia mot duong tron la mot duomg elip
hodc mot duong tron, hodc ddc biét c6 thé la mot doan théng.

Vi viy, ta thuong ding du’(mg elip 1am hinh biéu dién cta du’orng tron, tdm
cua elip biéu dién cho tAm ciia dudng tron (h.79, h.80).

Hinh 79 Hinh 80

1

Gia st tam giac ABC la hinh biéu dién clia mét tam giac déu. Hay dung hmh biéu -
dién cla tam dudng tron ngoai tiép tam giac déu dé.

2
% Cho mét dudng elip 1a hinh biéu dién cua mot dudng tron. Hay vé hinh biéu dién cta
: méi hinh sau day :

a) Mét day cung va dudng kinh vudng géc vai day cung d6 cta dudng tron.
b) Hai dudng kinh vuéng gboc cla dudng tron.
c) Mot tam giac déu néi tiép dudng tron.

Vui mot chut

* Hinh sau c6 phai Ia hinh biéu dién cla moét
hinh khéng gian hay khéng ?

Tranh ciia Et-se (M.C. Escher) »
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41.

42.
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« "Chuyén déng vinh cdtu ?" : Liéu nudc c6 chay mai nhu thé khong ?

Tranh ciia Et-se (M.C. Escher).

Céu héi va bai tap

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

a) Hinh chiéu song song ctia hai dudng thang chéo nhau c6 thé tring nhau ;
b) Hinh chiéu song song clia hai dudng thang chéo nhau thi cét nhau ;

c¢) Hinh chiéu song song ctia hai dudong thang chéo nhau cé thé song song

'v6i nhau ;

d) Hinh chi€u song song cla hai duong thang chéo nhau c6 thé cit nhau,
tring nhau, song song v6i nhau.

Trong céc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

a) Hinh chi€u song song cua hai dudong thang cét nhau c6 thé song song
vGi nhau ;

b) Hinh chi€u song song cua ha1 dudng thang cat nhau c6 thé cit nhau ;

¢) Hinh chiéu song song cua hai dudng thang cit nhau c6 thé tring nhau ;

d) Mot dudng thing cé thé song song v6i hinh chiéu song song ctia né ;

e) Mot dudng thing luon cat hinh chiéu song song ciia n6 ;

£) Mot dudng thing c6 thé trung v6i hinh chi€u song song cla no.

Tam gidc ABC c6 hinh chiéu song song 1a tam gidc AB'C’. Ching minh rang
trong tam tam giéc ABC c6 hinh chi€u song song 1a trong tam tam giac A'B'C".
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V& hinh biéu dién ctia mot tif dién va trong tdm cia no.

V& hinh biéu dién clia mot tam gidc vuodng ndi ti€p trong mot dudng tron.

V& hinh biéu dién ctia mot hinh vudng noi ti€p trong mot dudng tron.

V& hinh biéu dién clia mot luc gidc déu.
Cho hinh hop ABCD.AB,C\D;. Tim di€m I trén dudng chéo B{D va diém J

N P i , N ID Lo SO RN
trén dudng chéo AC sao cho I/ // BC;. Tinh t1 s0 B 'y '

ON TAP CHUONGII - . - -

I - Tém tat nhitng kién thic can nhé

1.

Mot mat phing dugc xdc dinh néu biét mot trong céc diéu kién sau day :
a) Mat phang d6 di qua ba diém khong thang hang.

b) Mt phing d6 di qua mot diém va mot dudng thing khong chita diém 4dy.
¢) Mat phang d6 di qua hai dudng théng cét nhau.

~d) Mt phang d6 di qua hai dudng thing song song.

e) Mat phang d6 di qua mot dudng thing va song song v6i mot duong
thang chéo vé6i dudng thang ay.

1) Mt phang d6 di qua mot diém va song song v6i mot mat phing khﬁng

chita diém 4y.

Dinh 1i vé giao tuyén cia ba mat phing :
Néu ba mat phing cit nhau theo ba giao tuyén phan biét thi ba giao tuyén
doé hoac dong quy hodac do6i mot song song.

Ba doan thing ndi trung diém c4c canh d6i dién cua mot tif dién dong quy
tai trung diém G clia m&i doan. Diém G d6 goi 1a trong tam cla tif dién.

Pudng thing va mat phing song song (tic 12 chiing khong c6 diém chung) :
a) Puong théng a (khong nim trén mp(P)) song song v6i mp(P) khi va chi
khi n6 song song véi mot dudng thang ndm trong (P).

b) Néu mp(Q) di qua dudng thing @ ma a song song v6i mp(P) thi giao
tuyén cta mp(P) va mp(Q) (neu c6) song song véi a.

c¢) Hai mat phing cét nhau cing song. song v6i mot dudng thing thi giao
tuyen clia chung song song véi duofng thang do.

Ty



10.

11.

Hai mét phing song song (titc 1a chiing khong 6 diém chung) :

a) Néu mat phang (P) chifa hai dudng thing a, b cét nhau va cing song
song v6i mp(Q) thi (P) // (Q). ;

b) Néu hai mat phang (P) va (Q) song song thi moi mp(R) da cit (P) thi cat
(Q) va céc giao tuyén cua ching song song.

. ¢) Dinh i Ta-1ét : Ba mat phang d6i mot song song chin ra trén hai cét

tuyén bat ki cdc doan thing tuong tng ti 1¢.

d) Dinh Ii Ta-1ét ddo : Gia s trén hai dudng thing chéo nhau a va ¢’ l4n

luot 1ay céc diém A, B, C va A’, B’, C’ sao cho : AB = BC = cA - Khi
: A'B' B'C' C(C'A’

d6, ba dudng thang AA’, BB’, CC’ lan lugt nim trén ba mit phing song

song, tic 1a ching cung song song véi mot mat phéng.

Hinh chép c6 ddy 1a mot da gidc va cdc mat bén déu 1a nhitng tam gidc cé
chung mot dinh (dinh ctia hinh chép).

Hinh lang try c6 hai ddy nim trén hai mat phing song song ; cac mat bén déu
12 nhitng hinh binh hanh ; cdc canh bén bang nhau va d6i mot song song.
Hinh hop 1a hinh lang tru cé day 1a hinh binh hanh ; bén dudng chéo cua

hinh hop d()ng quy tai trung diém cla médi dudng, dlem dé6 goi 1a tam cua
hinh hop. \

Hinh chép cut ¢ hai ddy ndm trén hai mat phéng song song ; cic mat bén déu
12 hinh thang ; cdc dudng thing chita cdc canh bén déng quy tai mot diém.
Phép chi€u song song theo phuong [ :

a) Khong 1am thay déi sy thing hang va thit ty ctia cdc diém thing hang.

b) Bién hai duong thang song song (nhung khong song song vé6i /) thanh
hai dudng thing song song hoic trung nhau.

c) Giit nguyén ti s6 cla hai doan thing nim trén hai dudng thing song
song hodc cing nim trén mot dudng théng.

Hinh biéu dién ctia mot hinh trong khong gian 12 hinh chi€u song song cua
hinh d6 trén mot mat phéng hoac hinh déng dang vé6i hinh chiéu dé.

Hinh biéu dién clia dudng tron thudng 13 dudng elip hoic dudng tron.

I - Cau hoi ty kiém tra

1.
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Hay néu su khéc biét giita hai dudng thing chéo nhau va hai dudng thing
song song.

Neéu phuong phdp chitng minh ba dlem thang hang
Néu phuong phdp chitng minh ba dudng thang dong quy.



4. Neéu phuong phép ching minh dudng thing song song v6i mat phéng.
5. Neéu phwong phép chiing minh hai mat phang song song.

Il - Bai tap

1. Trong cdc ménh d€ sau, ménh dé nao diing ?
a) Hai dudng thing chéo nhau thi khong c6 diém chung ;
b) Hai dudng thing khong c6 diém chung thi chéo nhau ;
¢) Hai dudng théng chéo nhau thi khong ciing thudc mot mat phang ;
d) Hai dudng thing khong song song thi chéo nhau.

2. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
- a) Hai dudng théng phan biét cing song song véi mot mit phing thi song
song v6i nhau ;

b) Hai mit phing phan biét ciing song song v6i mot dudng thang thl song
song voi nhau ; :

c) Hai mit phéing phan biét khong song song th1 cét nhau ;

d) Hai mit phiang phan biét ciing song song véi mot mit phing tht ba thi
song song voi nhau ;

e) Mot duong théng cit moét trong hai duo’ng thing song song thi cit dudng
théng con lai ; ‘

f) Mot mat phéng cit mot trong hai dudng thang song song thi cit du’(mg
thing con lai ;

g) Mot du'()‘ng thang cit mot trong hai mat phang song song thi cit mat
phang con lai. :

3. Trong céc hmh sau, hinh nao la h1nh biéu dién cha mot tit dién ?

’ ‘ ’ 2 '4 B@C
.
C . C | D C
b c) d)

A . A=B B ' B o
A . A
B D ) '
S DR b = D
C
Vi, g h)
Hinh 81 .
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Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF nam trong hai mat phing khic
nhau. L4y céc diém M, N 14n lugt thudc cdc duong chéo AC, BF sao cho
MC =2AM ; NF = 2BN. Qua M, N, ké cdc dudng thang song song véi AB
cét céc canh AD, AF l4n luot tai M;, N;. Ching minh ring :

a) MN /[ DE ; \

b) M|N; /[ mp(DEF) ;

c) mp(MNN; M) // mp(DEF).

Cho hinh lang try tam gidc ABC.A’B'C’. Goi G, G' 14n luot 1a trong tam cua
‘tam gidc ABC va A'B’'C’. Mot mat phing (&) cat cac canh AA’, BB cc,
‘GG’ 1an lugt tai A4;, By, C| va G,. Ching minh rang :

a) GG’ song song va bing canh bén cia hinh lang tru ;

b) G Ia trong tam cha tam gidc ABCy ;
c) GlG’ —'(AIA + BIB' + C1 ) GIG = —(AIA + BIB + CIC)

Cho hinh hop ABCD.AB'C’D'. V& thiét dién ctia hinh hop tao bdi mit phéng
di qua hai trung diém M, N cta cdc canh AB, AD va tam O cua miat CDD'C".
Cho hinh hop ABCD.A'B'C’D’. Trén ba canh AB, DD’, C'B’ lan lugt 18y ba
AM ' D'N _ BP
| ‘ AB DD BC
a) Ching minh ring mp(MNP) va mp(AB’'D’) song song vGi nhau.

b ) Xdc dinh thiét dién cha hinh hop khi cit bdi mp(MNP).

diém M, N, P khong tring véi cdc dinh sao cho

’ Cho hai tia Ax va By nam trén hai dudng thing chéo nhau. Mot diém M chay

trén Ax va mot diém N chay trén By sao cho AM = kBN (k > 0 cho truéc).
a) Chitng minh rang MN song song v6i mot mat phéng c6 dinh.
b) Tim tap hop cac diém I thuoc doan MN sao cho IM = kIN.

Céc cau hoi trdc nghiém k

Cho t& dién ABCD. Goi M, N l4n lugt 12 trung diém cda cdc canh AD va
“BC ; G la trong tam tam glac BCD. Kh1 4y, giao diém cta duong thing MG
va mp(ABC) 1a :

(A) Diém C ;



(B) Giao diém cua dudng thing MG va dudng thing AN ;

(C) Diém N ;

(D) Giao diém ctia dudng thing MG va dudng thing BC.

Cho tit dién ABCD va ba diém E, F, G 14n lugt nim trén cic canh AB, AC,

- AD ma khong trung véi céc dmh Thiét dién cuia hinh t¢ dién ABCD khi cét
bdi mp(EFG) 1a : :

(A) Mot doan thang ; (B) Mot tam gidc ;

(C) Mot tir giac ; , (D) Mot ngii giic.

Cho t¢ dién ABCD va ba diém /I, J, K 14n luot nim trén ba canh AB, BC,
CD ma khong tring véi cdc dinh. Thi€t dién cta hinh ti dlen ABCD khi cit
bbi mp(lJK) 1a :

(A) Mot tam gidc ; . (B) Mot i gidc ;

(C) M6t hinh thang ; (D) Mot ngii giac. _

Cho hinh chép S.ABCD. Goi AC " BD =1, ABn CD =J, AD N BC =K.
Déng thic nao sai trong cdc ding thic sau day ?

(A) (SAC) N (SBD) =8I ; (B) (SAB) " (SCD) = SJ ;

() (SAD) N (SBC) = SK ; _ . (D) (SAC) n (SAD) = AB.

Cho hinh chép S.ABCD. Mot mat phang khong di qua dinh n2o ciia hinh
chép cat cdc canh SA, SB, SC, SD 14n lugt tai A’, B, C’, D". Goi O 1a giao
diém ctia AC va BD. Tim ménh d¢é diing trong cdc ménh dé sau day.

(A) Céc dudng thang A'C’, B'D’, SO d6i mét chéo nhau ;

(B) Cic dudng thing A'C’, B'D’, SO dong phang ;

(C) C4c dudng thang A'C’, B'D’, SO dong quy ;

(D) Hai dudng thing A'C’ va B’D’ cit nhau con hai dudng thing A'C’ va SO
chéo nhau.

Cho t dién ABCD. Goi G va E lan luot 1a trong tam cla tam gidc ABD va
ABC. Ménh dé nao duéi day ddng ?

(A) Duong thang GE song song v6i dudng thang CD ;

(B) Budng thing GE cit dudng thing CD ;

(C) Hai dudng thing GE va CD chéo nhau ;

(D) Pudng thing GE cit duong thang AD.

Cho tit dién ABCD. Goi M, K 14n luot 1a trung diém cta BC va AC, N la
diém trén canh BD sao cho BN = 2ND. Goi F 1a giao diém cla AD va
mp(MNK). Trong c4dc ménh dé sau ddy, ménh dé nao diing ?
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10.

11.

12.

(A)AF=FD ; N (B) AF = 2FD ;
(C)AF =3FD ; (D) FD = 2AF.
Cho tit dién déu ABCD c6 canh bing a. Goi G 14 trong tam tam gidc ABC.
Cat tt dién boi mp(GCD) thi dién tich cua thiét dign 1a :

a3 | | 2J_
2 *

2 , 2
*/_ | (D) & f.

Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh binh hanh. Goi /, J 14n lugt 1a trung
diém clia AB va CB. Khi 4y, giao tuyén cla hai mat phang (SAB) va (SCD)

" 12 dudng thing song song véi :

(A) Dudng théng AD ; \ (B) Dudng théng BJ ;

(C) Dudng thang BI ; (D) Dudng thing 1J.

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy 1a mot hinh binh hanh. Goi A’, B, C’, D’ l4n
lugt 12 trung diém cha cdc canh SA, SB, SC va SD. Tim ménh dé diing trong
cdc ménh dé sau day :

(A) A'B’' // mp(SAD) ; (B)A'C’ /| mp(SBD) ;

(C) mp(A'C'D’) // mp(ABC) ; . (D)A’C’// BD.

Cho t& dién déu ABCD c6 canh bérig a, diém M trén canh AB sao cho
AM =m (0 < m < a). Khi d6, dién tich thiét dién ctia hinh t dién khi cét
béi mit phing qua M va song song v6i mp(ACD) la |

2 2
@A) = 4\5 : ® = Mo V2
0 (a+rz)2x/§ : D) (a——r:)zx/g.

Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy 1a mot hinh binh hanh. Mot mit phing (P)
song song v&i AC va SB lan luot cét cdc canh SA, AB, BC, SC, SD, BD tai
M,N,E F,IJ. Trorig cdc ménh dé sau day, ménh dé nao ding ? ‘
(A) Bén dudng thing MN, EF, IJ, SB d6i mot song song ;

" (B) B6n dudng thing MN, EF, IJ, SB déng quy ;
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(C) Bon dudng thing MN, EF, IJ, SB d6ng phing ;
(D) Ca ba ménh dé trén déu sai. ‘



Bai doc thém

| DHUONC DHAD TIfN DE TRONG HiNH HQC

1. Khi méi ra ddi, Hinh hoc la mén khoa hoc thuc nghiém nay sinh tir viéc do dac,
tinh toan cac dai lugng vé khoang cach gilta cac dia diém, dién tich cac dam dat, thé
tich cac thiing chira,... Thdi ¢ dai, ngudi viing Ba-bi-lon va Ai Cap d3 tich luj dudc
nhiéu kién thic hinh hoc kha phong phu, chdng han cong thirc Py-ta-go, dinh li Ta-
lét, cong thirc tinh thé tich hinh chép cut,... Dan dan Hinh hoc tré thanh mot khoa hoc
suy dién, tic 1a thay vi diing thyc nghiém dé€ kiém tra su ding dén ciia cac su kién
hinh hoc, ngudi ta chimg minh bang 1ap luan. C6 nhiéu tac phdm hinh-hoc da ra dai,
nhung ndi tiéng nhat va con dudc gilt lai d&n nay 4 tap "Co ban" cla O-clit (Euclid,
nha toan hoc Hy Lap, s6ng vao khoang thé ki th( ba trudc Cong nguyén).

Tap "Cao ban" cla O-clit gébm 13 cudn, trong d6 c6 8 cudn néi vé Hinh hoc.
Toan bd ndi dung mon Hinh hoc so cép clia bac Phé théng ngay nay la mot
phén trong tac phdm d6. Céng lao to 16n ctia O-clit 1a da tap hgp lai nhiing két
qud cla nhiéu tac gia trudc, sap x€p lai va chiing minh chat ché. Bé xay dung
mén Hinh hoc, O-clit d& xu&t phat tir 10 tién d& va dinh dé dugc thira nhan 1a
ding ma khéng chitng minh. T d6, dua vao cac suy luan Idgic, dng da ching
minh cac dinh Ii khac.

Nhu vay, c6 thé néi O-clit 1a ngudi dat nén méng cho phuong phap xay dung
Hinh hoc ma ngay nay ta goi la phuong phap tién dé.

Dé trinh bay mén Hinh hoc theo phuong phap tién dé, nguoci ta lam nhu sau :

1) Khong dinh nghia mot s6 khai niém nhu : diém, dudng thang, mat phing, diém
nam gitta hai diém, d6 dai doan théng, do 16n clia géc,... Cac khai niém nhu vay
goi la cac khai niém c¢o ban. Cac khai niém khac sé dudc dlnh nghia dua vao
nhitng khai niém co ban. Chéng han, su béng nhau ciia cac tam giac dugc dinh
nghia dya vao su bang nhau clia cac doan théng va su bing nhau clia cac goc.
2) Néu ra mot s ménh dé dugc thira nhan 1a ding ma khéng chiing minh. Cac
ménh dé nhu thé goi la tién dé. Chang han ta thita nhan tién dé : "Cé mdt va chi mot
dudng thdng di qua hai diém phan biét cho trudc” hoac tién dé : "Cé mot va chi mot
mat phang di qua ba diém khéng thang hang cho trudc”

Moi ménh dé khac déu phai dudc chimg m|nh dua vao cac tién dé va cac ménh
dé da dugc chiing minh truéc dé. ‘

Chdng ta cén chd y rang tuy diém, dudng thdng, mat phang khong dudc dinh
nghia, nhung ching budc phai thod man céc tién dé. Cho nén cé thé néi ching
dugc dinh nghia mét cach gian ti€p qua cac tién dé.

6. HINH11NC-A 81
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Euclid (khodng 330 - 275 TCN) Lobachevsky (1792 - 1856)

2. Trong hé théng cac tién dé hinh hoc c6 mot tién dé goi 1a tién dé O-clit (nd tuong
duong véi dinh dé V trong tac phdm Co ban clia O-clit). Tién dé d6 dugc phat biéu
nhu sau : "Cho diém A khong ndm trén dudng thdng b thi trong mat phdng (A,b)
chi c6 mét dudng thang di qua A va khong cét b".

Trong lich st, khi nghién c(tu céc tién dé cla O-clit, nhat Ia dinh dé V néi trén, cac
nha toan hoc da nghi ngd réng cé thé chiing minh dudc né dua vao cac tién dé
khac va néu qud that nhu vay thi can phai loai né ra khdi danh sach cac tién dé.
Nhiéu nha toan hoc ndi tiéng nhu : Xac-ké-ri (Saccheri, 1667 - 1733), Lam-be
(Lambert, 1728 - 1777), Lo-giang-do-ro (Legendre,1752 - 1833),... da t6n nhiéu
stc Iuc va tri tué dé tim cach ching minh dinh dé V nhung khdng thanh cong. Vao
dau thé ki XIX, cac nha toan hoc : Gau-xd (Gauss, 1777 - 1855), Bo-li-ai (Bolyai,
1802 - 1860), dac biét 1a nha toan hoc Nga Lé-ba-sép-xki (Lobachevsky), trong
qua trinh chimg minh dinh dé V cta O-clit, da xay dung mét Hinh hoc méi trong d6
khéng thira nhan dinh dé V ma thira nhan tién dé phd dinh dinh dé V : "Cho diém A
khéng ném trén dudng thdng b thi trong mat phéng (A,b) c6 it nhét hai dudng thing
di qua A va khéng cét b". ‘

Ngay nay, ngudi ta thudng goi hinh hoc d6 1a Hinh hoc L6-ba-sép-xki (mét loai
Hinh hoc phi O-clit). ‘ '

Nam mugi nam sau khi Lo-ba-sép-xki cdng b8 tac phdm néi trén, ngudi ta chimg
minh dugc ring Hinh hoc Lé-ba-sép-xki khdng hé c6 mau thuan va nhu vay, tién
dé O-clit ding la mot tién dé.

Ngay nay, phudng phéap tién dé da tham nhap vao nhiéu nganh toan hoc khac
nhau va nd 1a mét céng cu quan trong trong viéc xay dung nén nhimg by mén
toan hoc hién dai.

6. HINH11NC-B



CHUGNG 1lI

VECTO TRONG KHONG GIAN.
QUAN HE VUONG GOC

o] chuong I, ching ta da xét quan hé song song trong khong gian. Trong
chudng nay ta nghién clu quan hé vudng gbéc gilta hai dudng thang, gitta
duding thdng v6i mat phdng, gilta hai mat phang. Kién thic vé vectd 1a ca
s8 dé xay dyng quan hé vudng goc trong khéng gian.

Khi hoc chuong nay, hoc sinh can biét van dung cac kién thic da cb vé
vectd trong mét phéng dé ap dung vao khéng gian, déng thai budc dau gidi
quyét dugec mot s6 bai toan hinh hoc khéng gian ¢é lién quan dén cac yéu
t6 vudng gbc.



VECTO TRONG KHONG GIAN.
SU PONG PHANG CUA CAC VECTO

1 Vectd trong khong gian

Khai niém vecto va cdc phép todn vecto di dugc dé€ cap trong chuong trinh
hinh hoc 16p 10. Tuy nhién, khi dé tit ca cdc vecto ma ching ta xem xét
déu ndm trén cung mot mit phing.

3 chuong 11, chiingta da lam quen V6i viéc A
nghién cidu hinh hoc khong gian ma dé6i
tuong cta né 1a c4c hinh c6 thé khong cing
ndm trong mot mit phéng. Chéng han, tit
.dién ABCD 13 mot hinh c6 tinh, chdt d6 va
nhu thé céc vecto AB, ‘BC, CD khong cung
nim trong mot mat phang nao ca (h.82).
Trong chuong ndy, ching ta s& néi dén cic
vecto trong khong gian. Vecto, cdc phép todn )
vecto trong khong gian dugce dinh nghia hoan Hinh 82

toan gi6ng nhu trong mat phéng, ching ciing '

c6 céc tinh chat di biét nén khong nhic lai. Sau day, chiing ta néu 1én mot

- s6 hoat dong va vi du nhdm muc dich 6n tap lai nhitng kién thic da c6 vé
vecto trong mat phang dé 4p dung véo‘khéng_ gian.

A
1
% Cho hinh hép ABCD.A'B'C’'D’ véi tam O

(h.83).
a) Hay chi ra trén hinh 83 nhiing vectd bang .
nhau khac vectd 0 va kiém tra tinh ding d&n
ctia d&ng thirc

. AC’=AB+AD+AA. (1)
b) Chimg minh rang
AB+BC +DD=AD+DC + BB =AC.

Hinh 83

& CHU Y
Cong thic (1) goi 12 quy tdc hinh hép (dé tim tdng cha ba vecfd).
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A

2 ;
Cho t(r dién ABCD véi trong tam G va cac trung di€m cac canh cla n6 (h.84).

Hay chi ra trén hinh 84 nhiing vectd khac 0 bang nhau va kiém tra xem dﬁng thirc

A

| AB + AC + AD = 44AG
c6 ding khong ?

Hinh 84 :  Hinh 85

Cho hinh Ising try ABC.A'B'C’. it AA’ = @, AB = b, AC = ¢ (h.85).

1) Hay biu thi méi vects B'C, BC’ qué cac vecto @, b, Z.

2) Goi G’ Ia trong tam tam giacAB'C". Bidu thi vecto AG qua a, 5 c.

Vidul ’

Cho tw di_éﬂ ABCD. ,

1.Goi M va N ldn lugt la trung diém ciia AB va CD. Chimg t6 ring -
MN =%(AD+BC) = (AC + BD). |

2. Chitng minh rdng diém G la trong tam ciia tir dién ABCD khi va chi khi

mot trong hai diéu kién sau xdy ra :

a) GA+GB+GC+GD=0; ,

b) PG = %(E{ + PB + PC + PD) véi moi diém P,

- Gidi (h.86)

‘1. Sit dung quy tic ba diém, ta c6
‘ MN = MA + AD + DN,
MN = MB + BC + CN.
‘85
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Cva bTV+CW=6

Do " MA+MB=0

nén MN = %(E + EZ")
Tuong tu nhu trén, ta c
MN = %(TC + B?).
2.a) Taco
@74 + CTE = 251\7,
GC +GD = 2GN.
Piém G l1a trong tam cia tit dién ABCD khi va chi khi
GM +GN =0 hay 2(GM + GN) = 0
Diéu nay twong duong véi GA + GB + GC + GD = 0.
b) G 1a trong tam cia t¢ dién ABCD khi va chi khi
GA+GB+GC +GD =0.

Hinh 86

'Dleu nay c6 nghia 12 v6i diém P bat ki, ta cé

PA PG + PB - PG + PC — PG + PD - PG = 0

(R e

hay - PG=Z(PA+PB+PC+PD). o

Vidu 2

Cho tit dién ABCD c6 AB=c,CD =c¢’, AC = b BD =b',BC =a, AD =a’.
Tinh goc giita cdc vecto BC va DA.

Gidi. Ta co

BC.DA = BC(DC + CA) = CB.CD — CB.CA
= %(CBZ + CcD? - BD?) - %(CBz + CA% - AB%)
- %(ABZ + CD? - BD* — CA%).
Tir d6 géc (BC, DA) xéc dinh bdi

‘ 2 2 2 2 .
— i) —_— bl b' .
cos(BC, DA) = ¢ *¢ b . O

2aa’



2. Sy déng phéng clia cac vectd. Diéu kién dé ba vects déng phing

Ta biét ring, v6i hai dudng thang phan biét cho truéc trong khong gian,
lu6n c6 mit phéng song song véi hai dudng thing d6. Nhung néi chung,
khong c6 mat phing song song v6i ba dudng thdng phan biét cho truéc.’
Néu c6 mat phéng nhu vay thi ta néi ring ba vecto ndm trén ba dudng
thang 4y 13 déng phing.

DINH NGHIA

Ba vecto goi la dong phdng néu cdc gid ciia chiing cung song

song véi mot mdt phdng.

Trén hinh 87, gid ctha ba vecto , -

a
a, b, ¢ déu song song v6i mit . /{
phing (P) nén ba vecto &, b, ¢ T ,

déng phéng.-
B
Nhdn xét : . -
Tir dinh nghia trén, suy ra : Néuta & T 0
v€ OA=dad, OB=b, ‘OC::c thi ‘Hinh87’

ba vectd @, b, ¢ déng phing khi ‘
va chi khi bén diém O, A, B, C cing ndm trén mot mit phing hay ba dudng
thing OA, OB, OC cung nim trong mot mat phing.

Bai toan 1

Cho tit dién ABCD. Goi M va N ldn
Iuot la trung diém cua AB va CD.
Chimg minh rang ba vecto BC, MN,
AD dong phdng.

]% 4 (D& giai bai toan 1)

Goi P va Q lan fugt 1a trung diém cla AC va
BD. Khi d6 MPNQ 1a hinh binh hanh. Tir .
d6, hay suy ra diéu phai chiing minh (h.88). Hinh 88




ﬂS

A

88

Diéu ki¢n dé ba vecto dong phing ,
Tir dinh nghia ba vecto déng phing va su khai trién mot vecto theo hai

vecto khong ciing phuong trong hinh hoc phéng, -ching ta c6 thé ching
minh dugc dinh 1i sau (h. 89)

PINH Lf 1 ,
' . N\

‘Cho ba vecto d, I;, ¢, trong dé da va b khong cing |

phutong. Diéu kién cdn va dii dé ba vecto @, b, ¢ dong

phdng la c6 cdc s6'm, n sao cho ¢ = md + nb. Hon nita, cdc
s6'm, n la duy nhdt. '

\_ ‘ : Y,
/ c
A K : i
. C
a
0 b B
Hinh 89
Chimg minh réng

1) N&u c6 ma + nb + p¢ = 0 va mdt trong ba 6 m, n, p khac khong thi ba vectd a,
b, ¢ déng phng ; " ,
2)N&u @, b, ¢ I3 ba vecto khdng ddng phing va ma + nb + p¢ =0 thi m=n =p=0.

Bai toan 2

Cho tir dién ABCD. Cdc diém M va N

ldn luot la trung diém ciia AB va CD.

Ldy cdc diém P, Q ldn lugt thudc cdc

duong thing AD va BC sao cho

PA = kPD, OB = kQC (k # 1). Chitng

minh rdng cdc diém M, N, P, Q cung

thudc mot mdt phdng (h.90).

6 (D4 gidi bai toan 2) -

1) T hé thicc PA = kPD, hay chiing 0
M——'Plz MA ;_ kMD_

1-%




Tuong tu, ta cling ¢6

3G = MB ~ kMC
1-k

2) T hai ddng thitc trén, chiing minh rang
MP + MG = -2 M.
Vvay cac diém M, N, P, O ciing thudc mdt mat phing.

binh Ii 1 néi dén diéu kién dé c6 thé biéu thi mot vecto qua hai vecto
khong cling phuong. Dinh 1i dudi day s€ ndi vé biéu thi mot vecto qua ba
vecto khong déng phing.

DINH Lf 2

Néu @, b, ¢ la ba vecto khong dong phdng thi véi méi vecto
d, ta tim duoc cdc s6'm, n, p sao cho d = mad + nb + pc. Hon
nita, cdc s6'm, n, p la duy nhdt. ‘

Chitng minh
Tir diém O, ta dit OA=a, OB=b,
OC=¢, OD=d thi O, A, B, C khong
ciing thuéc mot mit phang.
Tir diém D ké dudng thing song song (hoic
tring) v6i dudng thing OC, cit mat phang
(OAB) tai diém D’ (h.91). Khi d6

OD = OD’ + D'D.
Theo dinh li 1, ta c¢6 cic s6 m, n sao cho
oD’ = mE;'+n5. ‘Ngoai ra do{,_i)’_D. va ¢

ciing phuong nén ¢6 s6 p & D'D = pc. Vay Hinh 91

OD = md + nb + pc. : ’ o
Gi st con ¢6 OD = m'@ + n'b + p thi
(m-ma+(n- n')g +(p~-p) = 0.

Vi @, b, ¢ khong déng phédngnénm —m'=n—n’=p —p’=0hay m=m),
n=n',p=p’. Suy ra cic s6 m, n, p 1a duy nhat. - O
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Bai toan 3 ‘
Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’. Xét cdc diém M va N Idn lwgt thudc cdc duong
thdng A'C va C'D sao cho MA’ = kMC, NC’ = IND (k va | déu khdc 1).

Dit BA=3d, BB'=b, BC =¢.
a) Hdy biéu thi cdc vecto BM va BN qua céc vecto @, b, ¢.

b) Xdc dinh cdc s6'k, | dé duong thang MN song song Vi duomg thdng BD'.
Gidi (h.92) ‘

- a) Tir gia thiét ta c6 : , A D
. — A
! —— RN . . a \ |
— BA'-kBC ., : e C
BM = —-———1-—-7(——, dO do B \":N‘.*‘l‘: M/
- R
~ ~.§\
mi-—Lartio ko | VNI
1-% 1-% 1-k% b L Tee
— ,2 ——————— F--23
—  BC'~IBD , L
BN = , do dé e
1_1 B’ Cl
— I - 1 - . Hinh 92
BN = —-——qg + ﬁb +C

b) Vi BD’ va C'D 13 hai duong thing chéo nhau va N thuoc dudng thing C'D
nén dudng thing MN khong thé tring véi dudng thing BD’. Vay duong
thiing MN song song v6i duomg thing BD’ khi va chi khi MN = pBD'.

DOW=W—B_ﬁnéntacé
W:(--l—-—l-jm(L-.—l—)E;(u k ja
1-1 '1-k 1-1 1-k% 1-k

Mt khic BD' =G +b + & (quy thc hinh hop) ma &, b, & 1a ba vecto
khong d6ng phing nén

AL S
11 1-¢ P
MN=pBD o1 L ool k=3,p=1
Bt FE R T TP
. |
PRI
S



3.

Vay khi k=-3, /= -1 thi duéng thing MN va dudng thing BD’ song song
vG6i nhau. |

Céu héi va bdi tap
Ba vecto @, b, ¢ c6 déng phing khong néu mot trong hai diéu sau day

xay ra ?

a) C6 mot vecto trong ba vecto d6 bang 0.
b) C6 hai vecto trong ba vecto d6 cing phuong.

Cho hinh chép S.ABCD.

‘a) Ching minh rang néu ABCD 1a hinh blnh hanh thi SB + SD = SA + SC.

Dleu nguoc lai ¢6 ding khong ? ’
b) Goi O 14 giao diém cha AC va BD. Chiing t6 rang ABCD 12 hinh binh hanh
khi va chi khi SA + SB + SC + SD = 450.

Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A'B'C '.'G(.)i G va G’ 14n luot 12 trong tam
clia tam gidc ABC va A'B'C’, I 1a giao diém cia hai dudng thing AB’ va
A’B. Chiing minh ring c4c dudng thing GI va CG’ song song v6i nhau.

Cho hinh hop ABCD.A'‘B'C'D’". Goi M va N l4n lugt 12 trung diém cta CD va
DD’ ; G va G’ 14n lugt 1a trong tam cua céc tit dién A'D'MN va BCC'D’. Ching

- minh ring dudng thing GG’ va mat phing (ABB'A”) song song voi nhau.

Trong khong gian cho tam gidc ABC.

a) Ching minh ring néu diém M thudc mp(ABC) thi c6 ba s6 x, y, z ma
x+y+z=1 sao cho OM = x0_14.-|¥yb§ +zOC véi moi diém O.

b) Ngugc lai, néu c6 mot diém O trong khong gian sao cho
6_A—4'=xa+y@’+z—0_é, trong d6 x + y + z = 1 thi diém M thudc
mp(ABC). |

Cho hinh chép S.ABC. Ldy céc diém A’, B’, C’ 14n lugt thudc cic tia SA, SB,

SC sao cho SA = aSA’, SB = bSB’, SC = cSC’, trong dé a, b, ¢ 1a cdc s6 thay
d8i. Ching minh ring mat phang (A'B'C") di qua trong tam cla tam gidc

ABC khivachikhia+b+c=3.
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HAI PUONG THANG VUONG GOC

1. Géc giifa hai dudng thing | | A,

Cho hai dudng théng A;, A, bét ki trong khong
gian. Tir di€m O nao d6, ta v& hai dudng thing |
A'|, A'y lan luot song song (hodc tring) véi A
A, A,. D& thdy ring khi diém O thay d6i thi

A’y
goc gilta A'} va A'y khong thay d6i (h.93). Vi .
vay ta c6 dinh nghia sau , / 0 A
PINH NGHIA 1  Hinh93

Géc giita hai duong thdng A, va A, la goc giita hai duong |
thing A'| va A"y cung di qua mot diém va ldn lugt song song
(hodc trung) véi Ay va A, . :

Nhdn xét
1) B€ x4c dinh géc gitta hai dudng thing Ap va Ay, ta c6 thé 14y diém O
néi trén thudc mot trong hai duong thang do.

2) Géc giita hai dudng thing khong vuot qua 90°.
3) Néu i, i, l4n luot 1a vecto chi phuong clia cic dudng thang Ay, A, va
(4, tiy) = @ thi gbc giita hai dudng thing A vé A, bing anéu a < 90°
va bing 180° — & néu a > 90°. -
Vidul

Cho hinh chép S. ABC co

SA=SB=SC=AB=AC = avaBC—a\/_ 4
- Tinh géc giita hai duong thang SC va AB (0.94)..
Cdc mdt ciia hinh chdp S.ABC la nhitng tam

C
gidc co gi ddc biét ? ‘ Hinh 94
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Gidi

Cdch 1. Ta tinh géc gitta hai vecto SC va AB.

Tacé -
SC.AB _-(SA + AC).AB
cos(SC AB) l_,| IABI _ — )
o an
_'_'_. e _a2 0 :
_SAAB+ACAB _ "5 "V 1
a«2 a2 2

Suy ra (SC, AB) = 120°,
Vay géc giita hai dudng thing SC va AB bing 60°.

Cdch 2. Goi M, N, P 14n luot 13 trung diém clia SA, SB, AC. Khi d6 MN // AB,
MP /] SC. Dé tinh géc g_ii"ra hai dudng thing SC va AB, ta cin tinh NMP.

2 )
\ Tacé MN=mp=2,  sp2=3 Bp? =29
| 2’ 4 4
' ' 2
BP? + P2 = 2NP? + 3B
2
Vay NP? = 3a”
Mit khéc -
NP? = NM? + MP? — 2MN.MP cos NMP,
| WA
do d6 cosNMP = ——4_ - __L , suy ra NMP = 120°.
| Y 2.4 ﬁ 2
Vay géc giita hai duong thing SC va AB bing 60°. / O

2. Hai dudng thing vudng géc
DINH NGHIA 2
" Hai dwong thdng dudc goi la vuong géc voi nhau néu géc
giita chiing bdng 90°.
’ R 93



94

Khi hai dudng thing a va b Vuéng g6c v6i nhau, ta con ndi gon 12 hai dudng

* thing a va b vuong géc, vakihieua L bhay b L a. Nhuvaya L b .V =0,

& d6 i va v 1an lugt 12 céc vecto chi phuong cia a va b.

Tir dinh nghia trén, ta c6 nhan xét sau

Nhdn xét

Mot dudng thing vuong géc véi mot trong hai dudng thing song song thi
vuong géc véi duong théng con lai.

1

Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’ ¢6 t4t c& cac canh bang nhau (hinh hép nhu thé goi
1a hinh hop thoi). Hay giai thich tai saoc AC L B'D".

Vi du2

Cho hinh hop thoi ABCD.A'B'C'D’ ¢6 tdt A ' D

cdcdc canh bang a va

ABC = B'BA = B'BC = 60°.
Tinh dién tich tir gidc A’'B'CD.
Gidi (h.95)
Trudc hét ta dé thdy A’B’CD 1a hinh binh
hanh, ngoai ra BC =a = CD nén A'B'CD
12 hinh thoi. Ta s& chimg minh A'B'CD 1a

hinh vuéng. : ' Hinh 95

That vay, ta cd -
CB'CD = (CB + BB).BA = CB.BA + BB’ BA =-"7+92—=0.

Vay ¢6 CB’ L CD, do 6 A’B'CD 1 hinh vuong.
Tir d6 dién tich hinh vuong AB'CD bing a”. []

Vidu3

Cho hinh tit dién ABCD, trong dé AB 1 AC,
AB L BD. Goi P va Q la cdc diém ldn lugt g §
thugc cdc duong thang AB va CD sao cho
PA = kPB, OC =kQD (k = 1). Chimng
minh rdang AB va PQ vuong goc vdi nhau D

(h.96). ~ Hinh 96




' ]% 2 (D& gidi vi du 3)

Bidu thj PQ theo PA, AC, CQ va PQ theo PB, BD, DQ d& c6

(1 - k)PQ AC - kBD
Tinh tich vé huéng cia (1 — k)PQ véi AB. Tir d6 suy ra diéu phai chu’ng minh.
Vidu 4 ,
Tinh cdc goéc giita cdc cq“p dwong thdng DA va BC, DB va AC, DC va AB
cua i dién ABCD, biét raing DA = BC =a,DB=AC =b, DC =AB =c.
Gidi ,
Theo két qui & vidu 2 §1,taco

. 2 42
cos(BC, DA) = ¢ b .
. 2
a .
. 2 |c2 - b2|
Vay goc gilta hai dudng thang BC va AD la a mi cosa = ———2———
‘ a

Tuong ty nhu trén, néu goi S va ylan luot la goc giita cdc cap dudng thing
AC va BD, AB va DC thi
la —c2| |a2 —b2|

cosﬂ————, Cosy = ———- U
b? c .

Cau h_6i va bai tap

7. MBbi khing dinh sau cd ding khong ?
a) Hai duong thang ciing vudéng gbéc véi duo‘ng thang thit ba thi song song
v6i nhau.

b) Hai duong thing cling vuong géc voi du’orng thang thi ba thi vuong goc
v6i nhau.

8. a) Cho vecto 1 khic 0 va hai Vectd d, b khﬁng cfmg phuong. Ching minh

rang néu vecto A vuong goc vGi ca hal vecto @ va b thi ba vecto i, d, b
khong dong phéng. SR ‘
b) Ching minh ring ba vecto cing vuong géc véi vectg 7 = 0 thi dong
phéng. Tt d6 suy ra cdc dudng thang cling vudng géc véi mot dudng thing
thi cling song song v6i mot mit phing. '
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'9.  Cho hinh chép S.ABC c6 SA = SB = SC va ASB = BSC = CSA. Ching minh
ring SA L BC, SB L AC, SC L AB.

"10. Cho hinh it dién ABCD. Ching minh ring néu AB.AC = AC.AD = AD.AB
thi AB L CD, AC L BD, AD 1 BC. Diéu ngugc lai c6 ding khong ?

11. Cho hinh t& dién ABCD c6 AB = AC = AD va BAC = 60°, BAD = 60°,
CAD = 90°. Chitng minh ring :
a)AB L CD; -
. b) Néu 7 va J lan luot 1a trung diém cta AB va CD thi IJ L ABvall 1L CD.

PUGNG THANG VUONG GOC
vSI MAT PHANG

1. Dinh nghia dudng thing vudng géc véi mit phing

Bai toan 1
Cho hai duong thdng cdt nhau b va c cing ndm trong mdt phdng (P).
Chitng minh rang néu dwong thdng a vudng géc vdi cd b va c thi né vuong
-gbc véi moi duwong thdng ndm trong (P).
]@% 1 (Dé giai bai toan 1)
e Ki hiéu i, ¥, w, 7 lan lugt Ia vectd chi
phuong ctia cac dudng thdng a, b, ¢, d, : —
trong d6 d la dudng théng bat ki ndm trong b }'/d /
i

(P) (h.97). Gia thiét clia bai toan c6 nghia & “3

a

i

ad.v=uw=0.

Hay chimg td @.7 = 0. Hinh 97

Khi a vuéng géc véi moi duong théng ném’ trong mat phang (P) thi ta noi
ring dudng thing a vuéng géc v6i mit phing (P). Vay ta c6 dinh nghia
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DINH NGHIA 1

Mot duong thdng goi la vuong géc véi mot mdt phdng néu né
vuodng géc vdi moi duong thdng ndm trong mdt phdng dé.

Khi dudng thing a vuéng géc v6i mit phing (P); ta con n6éi mit phing (P)
vuong goc véi a hoac a va (P) vuong g6c v6i nhau, va ki hiéu a L (P) hoac
(P) 1 a.

Tir bai todn 1 va dinh nghia trén, ta cé dinh li sau n6i vé diéu kién aé
dudng thing va mat phang vuong goc v6i nhau.

PINH Li 1

Néu duong thdng d vuong géc véi hai dwong thing cdt nhau
a va b cung nam trong mdt phdng (P) thi duong thdng d
vuong géc voi mdt phdang (P).

2 a
]% Chimg t6 rang néu mot duong th&ng vuéng géc véi hai .
canh clia mdt tam giac thi né cling vudng géc véi canh A C
th(r ba, tirc 1a phai chitng minh (h.98) : /
L AB !
4 = a L BC. Y\///
' al AC B
Hinh 98

2. Céac tinh chat
Tir dinh nghia néu trén, ta c6 cic tinh chét sau :
Tinh chit 1

- C6 duy nhdt mét mdt phdng (P) di qua mét diém O cho trudc
va vudng géc véi mot dwong thdng a cho trudc.

Tinh chat 2

C6 duy nhdt mét duong thang A di qua mot diém O cho
triéc va vuong goéc véi mot mdt phdng (P) cho. trudc.

Nhdn xét
o Mat phéng (P) néi trong tinh chét 1 dugc x4c dinh béi hai dudng thing phan
biét b va ¢ cing di qua di€m O va ciing vudng géc véi dudng thang a (h.99).
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Hinh 99 Hinh 100

* Pudng thing A trong tinh chdt 2 1a giao tuyén ‘
ctia hai mat phing (Q) va (R) cing di qua O va /

14n luot vuong goc véi hai duong thang cit nhau
a va b nim trong mat phang (P) (h.100). M

e Tir tinh chat 1, ta thdy c6 duy nhdt mot mat e
phang vuong géc véi AB tai trung diém O cha doan d :\
thing AB. Mat phang d6 goi 1a mdt phdng trung / L

truc cia doan thing AB (h.101). ' A o B
D& thdy ring mdt phdng trung truc cia doan -

thdng la tdp hop cdc diém cdch déu hai ddau miit

ciia doan thdng dé.

]@& 2 ; Hinh 101
Tim tap hop cac diém cach déu ba dinh cGa tam giac ABC.

Trong chuo‘ng II, ta da dé cap dén quan hé song song gifta hai. duomg thang,
giita dudng thing va mit phing, gifta hai mét phing. Két hop v6i céc tinh chat
néu trén, ta c6 thé chitng minh dugc mot s6 tinh chét néi vé moi lién he gilta
quan hé song song va quan hé vuéng goc clia duong thing va mit phang.

3. Lién hé giira quan hé song song va quan hé vuong géc cua du’dng
thang va mat phang

Tinh chat 3 (h.102)

a) Mdt phdng nao vuong goc voi mot trong hai duong thdng
song song thi ciing vuéng goc voi duong thdng con lqi.

b) Hai duong thdng phdn biét ciung vudng géc vdi mot mdt
phdng thi song song véi nhau.
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Tinh chét 3 duge viét gon 1a :

o allb ‘
=(P)Lb; '

(P)La : / |

. al(P) | 7y l

b1 (P)s= allb. |

aZzb ' Hinh 102

a

—

Tinh chat 4 (h.103).

a) Puong thdng nao vuong géc véi mot trong hai mdt phdng
song song thi ciing vudng goc voi mdt phdng con lai.

b) Hai mdt phdng phdn biét ciing vuong géc véi mot duong
thdng thi song song vdi nhau.

Tinh chét 4 dugc viét gon 1a :

. (PO _ - a
'aL(P)}:aJ—(Q)’

. (P) La
@ La = (P)NQ)

£
P) = © | /
Q

7
/

Nhdén xét _
Trong tinh chat 3, néu ta thay cdc cum tir
 "mat phing" thanh "dudng thing", "dudng ~ Hinh'103

thang" thanh "mat phing”, con cic tir khdc giit nguyén thi ta c6 tinh chat 4.

Tinh chét 5 (h.104)

/ a) Cho duong thc%ng a va mdt phdng (P) song song vdi nhah

Dudng thdng nao vuong géc véi (P) thi ciing vudng géc véi a.

b) Néu mot dwong thdng va mét mdt phdng (khong chita

duong thdng dé) cing vudng géc véi mét duong thdng thi
chiing song song voi nhau.

\_ g song Song , .
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K al (P)}:> bla:

Tinh chit 5 dugc viét gon 14 :

b 1(P)

e A& (P)
alb =all(P). .
(P) L b | -  Hinh 104

4, Dinh li ba dudng vudng goéc

Phép chiéu vuong géc
Mot trudng hop thuorng gip cua phép chi€u song song la phép chiu
vuong goc.

DINH NGHIA 2

Phép chiéu song song lén mat phang (P) theo phuong | vuong goc
véi mit phdng (P) goi la phép chiéu vuong géc 1én mdt phdng (P).

Vi phép chiéu vuong géc lén mat phéng (P) 1a trudng hop dac biét ctia phép
chiéu song song nén nd c¢6 moi tinh chat cua phép chi€u song song. Phép
chiéu vuong goc lén mdt phdng (P) con dugc goi don gian 1a phép chiéu lén
mdt phang (P). Néu # ' 1a hinh chi€u vuong géc clia hinh # tren mp(P) thi ta

“ciing n6éi H’ 1a hinh chiéu cha  trén mat phang (P).

 Néu a khong ndm trong (P) thi ta 14y hai

100

Pinh li ba duong vuoéng goc
DINH LI 2

Cho duong thdng a khéng vuong géc voi mdt phdng (P)'va
duong thdng b nam trong (P). Khi dé, diéu ki¢n cdn va dii dé' b
vuéng géc vdi a la b vudng goc vdi hinh chiéu a’ cua a trén (P).

Chitng minh . , B_~
Néu a nim trong (P) thi két qué 12 hién nhién. : /A/

diém phan biét A va B thu¢c a. Goi A’ va

B’ 1n.luot 1a hinh chidu cia Ava Bteen o -7 |m
(P), khi d6 hinh chi€u a’ clia dudng thang 7
a trén (P) chinh 1 dudng thang di qua hai b

,dié’m A’ va B’ (h.105). , : Hinh 105



Vibc (P)nénb 1L AA". ;
Vaynéub L athib L mpa’,a),dodéb La’.
Ngugc lai,néu b L o’ thi b L mp(a’,a),dodéb La. O
5. Géc giira dudng thing va mit phing
- Cho dudng thang a va mit phéng (P). Ta c6 dinh nghia sau (h.106)

[ Y

- /»//“/2/

a) . b)
Hinh 106 - ’

DINH NGHIA 3
Néu duong thdng a vuong géc véi mdt phdng (P) thi ta néi
~ rdng goc giita duong thdng a va mdt phdng (P) bdng 90°.
Néu duong thdng a khong vuong goc véi mdt phdng (P) thi
g6c gita a va hinh chiéu a’ cua né trén (P) goi la géc giita
duwong thdng a va mdt phdng (P).

Luu § réing géc gidia duong thdng va mdt phdng khong vugt qud 90°.
Vi du

Cho hinh chop S.ABCD c6 day la hinh vuong canh a; SA L mp(ABCD)

1. Goi M-va N ldn lu’aft la hinh chzeu cia diém A trén cdc du’o'ng thang SB
va SD. ,

' a) Ching minh rdng MN [/ BD va SC L (AMN).

b) Goi K la giao diém ciia SC véi mp(AMN). Chng minh tit gzac AMKN
co hal duwong chéo vuong goc.

2. Tinh goc gzufa duong thang SC va mdt phang (ABCD) khi SA = a\/—
AB=a.
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12.

13.

14.

Gidi (h.107)

1. a) Hai tam gidc vuong SAB va SAD
bing nhau c6 cdc dudng cao tuong
ting 14 AM va AN nén BM = DN. Mt
kh4c, tam gidc SBD can tai dinh §
nén MN song song v6i BD.

Ta c6 BC L (SAB) nén BC 1 AM ; mat
khac SB L AM, do d6 AM L SC.
Tuong tu, AN L SC. Vay SC L (AMN).
b) Do MN // BD ma BD L (SAC) nén
MN 1 (SAC), tt d6 MN L AK.

2. Ta c6 AC 1 hinh chiéu ctia SC trén mat phéng (ABCD). Mit- khic
AC = a\/—2_, SA = a\2 nén SCA = 45°. Vay, géc giita SC va mat phéng
(ABCD) bing 45°. | - 0

Hinh 107

Cau héi va bdi tap

Khing dinh "Mot dudng thing vuong géc véi hai dudng thing phan biét
trong mit phing (P) thi n6 vuong géc véi (P)" c6 ding khong ? Vi sao ?
Cho hai dudng thdng a, b va mit phing (P). Cic ménh dé sau diing hay sai ?
a)Néua//(P)vabL(P)thibla.

b) Néua//(PyvabLlathib L (P).

c)Néua//(P),b//athib//(P).

Cho diém S c6 hinh chi€u trén mp(P) 1a H. Véi diém M bat ki trén (P)
(M khong tring H), ta goi doan thang SM 1a duong xién, doan thing HM 1a
hinh chiéu ctia dwong xién d6. Ching minh ring :

a) Hai dudng xién bang nhau khi' va chi khi hai hinh chléu cla chung
bang nhau. _ ,

b) V6i hai duong xién cho trudc, dudng xién nao dai hon thi c6 hinh chi€u
dai hon va ngugc lai, dudng xién nao c6 hinh chi€u dai hon thi dai hon.

g? Cho ttt dién ABCD. Tim diém O céch déu bon dinh cta tit dién.
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16

17,

19.

20.

Cho hinh ti dién ABCD c¢6 AB BC, CD d6i mot vuong goéc va AB = a,
BC=b,CD =c. 2

a) Tinh do dai AD. 7 b) Chi ra diém cach déu A, B, C, D.
Cho hinh tif dién OABC c6 ba canh OA, OB, OC d6i mot vudng géc.

a) Ching minh tam gidc ABC c6 ba géc nhon. 7 ¢ ¢3 ‘g

b) Ching minh rang hinh chiéu H cua dlem O trén mp(ABC) trung v6i truc

tam tam gidc ABC. ;
1 L 1 N 1

OH* 04®> o0B* oC?

Cho hinh chép S.ABC c6 SA L mp(ABC) va tam giac ABC khong vuong. Goi

H va K 14n luot 12 tryc tAm cuia cdc tam gidc ABC va SBC. Ching minh ring :

a) AH, SK, BC dong quy ;

¢) Ching minh rang

b) SC | mp(BHK) ;

¢) HK 1 mp(SBC). .

‘Cho hinh chép S.ABC c6 day 1a tam gidc déu canh a va SA = SB =8C =b.
Goi G 1a trong tam tam gidc ABC.  ~ L

AT

a) Ching minh ring SG L (ABC). T1nh SG .

ib) Xét mat phang (P) di qua A va vuodng géc v6i dudng thing SC. Tim hé
thic lien hé giita a va b dé (P) cit SC tai diém C; nam gitta S va C. Khi d6
hiy tinh dién tich thiét dién cla hinh chép S.ABC khi cét bdi mp(P).

a) Cho tit dién ABCD c¢6 AB L CD, AC L BD. Chiing minh ring AD L BC.
Vay, céc canh d6i dién cila tif dién d6é vudng goéc véi nhau. Tt dién nhu thé
goi la tie dién truc tém.

b) Ching minh cdc ménh dé sau day 1a tvong duong :

1) ABCD la tu dién truc tam.

ii) Chan du'ong cao cua tif di¢n ha tr mOt dinh triing v6i tryc tam cta mat .
dei dién.

iiiy AB> + CD? = AC? + BD* = AD* + BC?.
¢) Chitng minh ring bon dudng cao cua tif dién tryc tam dong quy tai mot
diém. Diém d6 goi 12 true tdm cia ti dién noi trén.
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§

HAI MAT PHANG VUONG GOC

1. Géc giira hai mat phang

Cho hai mit phing (P) va (Q). Ly hai
dudng thiang a va b 14n lugt vuong géc véi
(P) va (Q) (h.108). Khi d6, goc giita hai
dudng thing a va b khong phu thudgc vao
cach lya chon chiing va dugc goi 1a goc
gitta hai mat phang (P) va (Q).

DINH NGHIA 1

Géc giita hai mdt phdng la

. gbc giita hai duong thdng

ldn lugt vuong géc voi hai

mdit phdng dé.

Cach xac dinh goc giita hai mat phang

L7

Hinh 108

Khi hqi mdt phdng (P) va (Q) song song hbq”c trung nhau thi géc giita

chiing bang bao nhiéu ?

Bay gio, gia st (P) va (Q) cit nhau
theo giao tuyén A. Ta vé mot mat
phing (R) vuéng géc véi A va goi p,
g lan lugt 12 giao tuyén cua (R) v6i
(P) va (R) vé6i (Q). Khi do, goc giita
(P) va (Q) bing goc giita p va q.
That vay, trong mp(R), xét céc

duong thing a va b lan lugt vuong KK

goc véipvagthial (P), b1l (Q)
va dé thdy géc giita hai dudng thing
a, b bing géc giita hai dudng thing
p, q (h.109). Nhu vy taco':

& CHUY
Khi hai mat phing (P) va (Q) cét nhau theo giao tuyén A, dé tinh
gbc giita ching, ta chi viéc xét mot mit phang (R) vuong goc véi
A, 14n lugt cét (P) va (Q) theo cic giao tuyen p va gq. Lic do g6c
gitta (P) va (Q) bang gbc giita hai dudng thing p, ¢
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Vidu

Cho hinh chép S.ABC ¢6 SA L (ABC). Goi ¢
la géc gita hai mdt phdng (ABC) va (SBC).
Chitng minh rang Sppc = Sspc-cos@, d ddy

ki hi¢u Sypc la dién tich tam gidc ABC.
Gidi (h.110)
- Ké dudng cao AH cua tam gidic ABC. Do

SA L mp(ABC) nén SH L BC. Suyra SHA=¢ B
va AH = SH.cos. Tit d6 tacd Hinh 110
SaBC = %BC.AH = %BC.SH.COS¢) = Sspc-cos @. J

MO rong két qué clia vi du trén, ta c6 dinh i tdng quat sau day :
DINH Lf 1

Goi S la dién tich ciia da gidc H#'trong mdt phdng (P) va S’
la dién tich hinh chiéu H#' cia H'trén mdt phing (P") thi
S’ = S.cos @, trong dé ¢ la géc giita hai mdt phdng (P) va (P").

2. Hai mat phing vuéng géc
DINH NGHIA 2

Hai mdt phdng goi la vuéng géc vdi nhau néu géc giita ching

bdng 90°.

Khi hai mat phiang (P) v (Q) vudng géc v6i nhau
thi ta con néi gon 13 hai mdt phdng (P) va (Q)
vubng gée, ki hiéu (P) L (Q) hay (Q) L (P).

1 .

ﬁ Cho hinh t& dién ABCD c6 AB, AC, AD d6i mét vudng
géc (h.111). Hay chi ra cac dudng théng l1an lugt vuéng
gbc vdi cac mat phang (ABC), (ACD), (ABD) va tur d6 -
suy ra cac mat phang 4y d6i mot vudng goc. Hinh 111

Diéu kién dé hai mat phiang vuong goc
Dinh If du6i day n6i vé mot diéu kién dé hai mat phing vuong géc.
DINH Li 2 ’

 Néu mot mdt phdng chita mot duomg thdng vuéng géc véi mot
mdt phang khdc thi hai mdt phang dé vuong géc vdi nhau.
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Gia st (P) 1a mit phellngxchﬁa duong thing a /é

Chirng minh (h.112)

ma a vuong goc véi mp(Q). Goi H la giao
diém cta a va (Q) thi H thu¢c giao tuyén ¢ |¢
cha (P) va (Q). Trong (Q), ké dudng thang b
di qua H va vuong goéc v6i c. Khi do6, goc

gitta (P) va (Q) chinh 12 géc giita a va b. Vi A ) }/

a1l (Q) nén a L b, tit d6 suy ra hai mat (,
phing (P) va (Q) vudng géc v6i nhau. [

Ngugc lai, néu cho hai mat phang vaong goéc Hinh 112
v6i nhau thi mat phang ndy c6 chita dudng thing vuéng géc véi mat phiang
kia hay khong ? Dinh 1i 3 sau day tra 10i cau hoéi dé.

Tinh chét cta hai mat phiang vuong goc

PINH Li 3

Néu hai mdt phdng (P) va (Q) vuong géc v6i nhau thi bat ct
dudng thdng a ndo ndm trong (P), vudng goc voi giao tuyén
cua (P) va (Q) déu vuodng gbc v6i mit phang (Q).

' Chitng minh (h.112)

Goi ¢ 13 giao tuyén ctia (P) va (Q), H 1a giao diém cua a va c¢. Trong
mp(Q), ké dudng thing b di qua diém H va vuong géc véi c. Khi do, goc
giita (P) va (Q) chinh 1a géc giita a va b. Vi (P) L (Q) nén a L b. Nhu vay,
ta c6 dudng thing a vudng géc v6i hai dudng théng b, ¢ cit nhau cling
thuoc (Q), suy ra a L (Q). \ O

Tir dinh 1i 2 va dinh 1i 3, ta dé dang suy ra cdc h¢ qud sau :
HE QUA 1 (h.113)

Néu hai mdt phéng (P) va (Q) vuong gbc voi nhau va A la
mot diém ndm trong (P) thi duong thdng a di qua d‘lem Ava
vuong géc voi (Q) sé€ nam trong (P).

Heé qua 1 dugce viét gon la :
P) L(©Q
Ae(P)
al(Q)

Aca

= a c (P).

‘Hinh 113
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HE QUA 2 (h.114)

Néu hai mdt phdng cdt nhau va ciing vuong géc véi mat phdng
thit ba thi giao tuyén ciia chiing vuong géc véi mdt phdng thit ba.

Hé qua 2 duoc viét gon la :

P)n(Q)=a

(P) L (R) =al(R). ﬁ/\g

@ LR

Tt dinh i 2, ta nhén thiy néu dudng
thing a vuong géc v6i mit phing (P)
thi qua a c6 vo s6 mit phéng
vudng goéc véi (P) (h.115). Vay
‘khi a khong vudng géc véi (P) thi
c6 bao nhiéu mat phing chtta a va
vuong goc v6i (P) ?

Heé qua sau sé tra 10i cau hoi do6.

Hinh 115
HE QUA 3

A Qua dudng thdng a khong vuéng géc véi mdt phdng (P) cé
duy nhdt mot mdt phdng (Q) vuéng géc véi mdt phdng (P).

2 (P& chiing minh hé qua 3)

« L&y diém O thudc a, dung dudng théng
b di qua didm O va vudng gbc véi (P).
Hay ching t6 mp(a, b) chinh la mp(Q)

phai tim (h.116).
‘S dung hé qua 2 dé& chimg minh tinh
- duy nhat ciia mat phéng (Q).

Hinh 116 .
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3. Hinh lang try dimg. Hinh hop chif nhat. Hinh Iap phuong

“Trong chuong II, ta d néu dinh nghia hinh lang tru. G phdn ndy, ta s& xét
mot s6 hinh lang tru dac biét.

‘DINH NGHIA 3 HINH VE
| Hinh lang tru dimg B e Cdc mdt bén ciia hinh
La hinh ldng tru ¢6 canh | A ; C | ldng tru dimg 1d hinh gi ?
bén vuong goc voi mdt E g D e Cdc mdt bén cua hinh
day (h.117). 2B lang tru dimg c6 vuong
' Ak “T~Jo | 6c voi mdr ddy khong ?
E’ D’
Hinh 117
Hinh lang tru déu Ay Az Cdc mdt bén ciia hinh
La hinh lang tru dimg c6 | 4 /1 N9/ lang tru déu c6 bang
p . N 1 A4 | nhau khong ?
day la da gidc déu | PN : 8
(h.118). L 1Asr 1 s
2 -—-{-—J\
/, \\\"/’/A’?)\\\
ST R WYY
A o 4
A’ A’
Hinh 118
Hinh hop diing Hinh hop dimg cé bao
La hinh ldng tru ditng cé nhlf:u mdt la hinh
ddy 1a hink binh hanh chit'nhdt ?
(h.119). o
U
Hinh 119
Hinh hop chir nhat , Sdu mdt cua hinh hop chit
Ia hink hép dimg co i nhdt coi phdi la nhing
ddy 1o hinh chit nhat ! hinh chit nhat khong 7'
) LTI ==z Nguoc lai, mot hinh hop
(h.120) R PSR
: = . ma sdu mdt cua né la hinh
Hinh 120 chit nhdt c6 phdi la hinh
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DINHNGHIA 3 HINHVE [22]

-Hinh hop chit nhdt ma
La hinh hop chit nhdt cé di¢n tich cdc mdt déu
tdt cd cdc canh bdng bang nhau ¢6 phai la |
nhau (h.121). ‘ ’ Jomdm=s hinh ldp phuong hay
1.2 ‘ khong ?

Hinh lap phuong

Hinh 121

Bai toan ,
Tinh d¢ dai duong chéo cua hinh hgp chit nhdt khi biét do dai ba canh xudt
phdt tix mét dinh la a, b, < (a, b, c goi la ba kich thwo’c cia hinh hp chit nhdt).

Gidi (h.122)

e B e
Tit "AC' = AB + AD + AA’ 4 | »
va  ABAD = ABAA’ = ADAA’ =0 s P

. ——— ] --Jc
A _ 22 2 | ol
tac6 AC’' =a" +b" +c -
, . A D
N I .

hay AC' =Na" +b° +c - Hinh 122
- Tuong tu cic duo‘ng chéo con 1a1 ciing bang Va® + b? + c? O

3| Do dai duong chéo ciia hinh ldp phuong canh a bdng bao nhzeu 7

4. Hinh chép déu va hinh chép cut déu

DINH NGHIA 4
Mot hinh chop duoc goi la hinh chép déu néu day cua né la
da gidc déu va cdc canh bén bang nhau. s

~ Hinh 123
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Ta biét ring d6i v6i mot hinh chop bét ki, dudng thing vuong géc voi mat
day ké tir dinh goi 1a duong cao cta hinh chép.

Cdc két qud sau day vé hinh chép déu co diing khong ? Vi sao ?
* Mot hinh chdp la hinh chép déu khi va chi khi ddy ciia né la da gidc déu
va duong cao ciia hinh chdp di qua tdm cua ddy (tdm cua da gidc déu
chinh la tam duong tron ngoai tiép va ndi tiép da gidc do).
o M6t hinh chép la hinh chép déu khi va chi khi ddy cia né la da gidc déu
va cdc canh bén tao véi mdt ddy cdc géc bang nhau.

- S
DINH NGHIA 5 ‘ 2
z Iy 2. \ /I,:'}\
Khi cat hinh chép déu boi mot i
mdt phdng song song vdi ddy ,',,":' : \‘\ \

dé dwoc mot hinh chép cut thi
hinh chép cut dé dugc goi la
hinh chdp cut déu.

Poan néi tam cta hai ddy dugc goi la
duong cao cta hinh chép cut déu.

Tai sao trong hink chép cut déu, cdc mdt
bén la nhitng hinh thang can bang nhau ?

Hinh 124

Em co biét

KIM TU THAD Al CAD

Nhiéu Kim ty thap (tU
Han - Viét nghia la cai
thap hinh chir kim &,
t(tc 1a hinh chép) da dugc
xay dung & Ai Cap bat
dau khodng 2500 nam
trudc cong nguyén. Cac
thap dé la nhitng ngdi mo
clia vua, hoang hau, ...
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21.

2

24,

7 ~
RS

[

Kim tu thap Ké-6p (Chéops) (8 hinh trén) la thap I6n nhat. N6 dudc coi 1a mot
trong bdy ki quan clia thé gidi. D6 la mét hinh chop tir giac déu, day 1a mét hinh
vudng ¢ canh dai khodng 230m, ngay xua c6 chiéu cao khoang 147m, ngay
nay chi con cao 138m do bi x6i mon & dinh. Trong han 4000 nam, d6 la kién trac
cao nhét thé gidi. Mai dén thai Trung ¢8 mdi c6 mét s6 nha thd cao hon. Thap
nang khoang 6 triéu tan va dugc tao thanh bdi hon 2 300 000 tang d4.

J bén trong kim tu thap K&-8p c6 "budng clia vua" dang hinh hdp chi nhat, dai
20 "canh tay", rbng 10 "canh tay", cao 11,18 "canh tay" ("canh tay" la don vi do
dai thai ¢8, xap xi 52,5cm). S6 do kha 1& 11,18 nay da hap dan cac nha khdo citu :
phai chang c6 thé gidi thich diéu nay khi tinh d6 dai dudng chéo hinh hop va dd
dai dudng chéo mat bén clGa hinh hop d6 ?

Cau hdi va bai tap

Céc ménh dé sau ding hay sai ?

a) Hai mat phéng clng vu6ng géc v6i mat phang thi ba thi song song
vé6i nhau ;

b) Hai mat phang cing vuong g6c v6i mit phing thi ba thi vuéng géc
vé6i nhau ;

¢) Qua mot dufofng thang cho truéc c6 duy nhit mot mat phang vudng goc
v6i mot mat phang cho trude ;

d) C6 duy nhét mot mat phing di qua mot diém cho truée va vudng géc véi
hai mat phing cdt nhau cho trudc ;

e) Cic mat phang cling di qua mot diém cho truéc va vuong géc véi mot
mat phang cho trudc thi luon di qua mot dudng thing c6 dinh ;

f) Hinh lang tru c6 hai mat ben la hinh chit nhat 12 hinh lang tru dung SN
g) Hinh chép c6 day 1a da gi4c déu va ba canh bén bing nhau 12 hinh chop déu.

Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’c6 AB=a,BC =b, CC=c. Néu ’;
I

AC'=BD' =BD = Ja* + b2 + 2 \ "'

thi hinh hop d6 c6 phai 1a hinh hop chit nhat khéng ? Vi sao ?

. Cho hinh 1ap phuong ABCD.A'B'C’D’ ¢6 canh bang a.

a) Chitng minh ring AC’ vuong géc v6i hai mat phang (A’BD) va (B'CD").
b) Cit hinh 1ap phuong b&i mit phing trung truc clia AC’. Chiing mmh thiét
dién tao thanh 1a mot luc giac déu. Tmh dién tich thiét dién dé.

Cho hinh chop S.ABCD c6 ddy 1a hinh vuong canh a va SA L (ABCD), SA = x.
X4c dinh x dé hai mat phing (SBC) va (SDC) tao véi nhau géc 60°.
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*25. Cho hai mat phéing vudng goc (P) va (Q) c6 giao tuyén A. Lay A, B cing thudc
| Avaldy C € (P), D € (Q) sao cho AC L AB, BD | AB va AB = AC = BD.
Xdc dinh thiét dién cha tf dién ABCD khi cét bdi miat phiang (@) di qua
diém A va vuong géc véi CD. Tinh dién tich thié’t dién khi AC =AB=BD =a.
~~ 26. Hinh hop ABCD.A’B’C’D’ 12 hinh hop gi néu thoa man mot trong cac diéu
kién sau ?
a) Tt dién AB'CD’ c6 cac canh doi bang nhau ;

b) T dién AB’CD’ ¢6 céc canh d6i vuobng géc ;-
¢) Tt dién AB'CD’ 1a t dién déu. (ol
27. Cho hai tam gidc ACD, BCD nim trén hai mat phang vuéng géc v6i nhau
" VAAC =AD =BC = BD = a, CD = 2x. Goi I, J 1an luot 12 trung diém cta
ABvA CD.
a) Tinh AB, IJ theo a va x. ‘
b) Véi gia tri nao clia x thi hai mat phang (ABC) va (ABD) vudng goc ?

28. Cho tam gidc ABC va mat phing (P). Biét géc gita mp(P) va mp(ABC)
1a @ (@ = 90°) ; hinh chi€u clia tam gidc ABC trén mp(P) 1a tam gidc A'B'C".
Chting minh ring ‘

Sap'c'=SABC - COSQ.
Hudng ddn. Xét hai trudong hop : ’
a) Tam gidc ABC c6 mot canh song song hodc ndm trong mp(P) ;'

b) Tam gidc ABC khong c6 canh nao song song hay nam trong mp(P).

§ "KHOANG CACH

1. Khoang céach tir mot diém dén mét mat phing, dén mét dudng thang

Dé di dén khdi niém khodng cach tit mot diém dén mot mat phang hodc
mot dudng thing, ta xét hinh chi€u vuong géc cha diém d6 trén mat phing
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hoac dudng thang Trén hinh 125a), ta ¢6 H 1a hinh chléu cia M trén
mp(P) va trén hinh 125b), ta c6 H la hmh chiéu cia M trén duo'ng théng A.

M
M

LN

a) b)
Hinh 125

Ta c6 dinh nghia sau :

DINH NGHIA 1
Khodng cdch tix diém M dén mdt phdng (P) (hodc dén duong
thdng A) 1o khodng cdch giita hai diém M va H, trong dé H la
hinh chiéu ciia diém M trén mdt phdng (P) (hodc trén dudong
thdng A).

Khoang cdch tir diém M dén mat phéang (P) dugc ki hiéu 1a d(M ; (P)).
' Khoang céch tir diém M dén dudng thang A duoc ki hieu 1a d(M ; A).

[21] Trong cdc khodng cdch tix M dén mot diém bdt ki thuoc mdt phang (P),

~khodng cdch ndo la nhd nhdt ?

2| Ciing cdu hdi nhu trén néu thay mdt phdng (P) bdi d’wang thdng A.

2, Khoang cach giira dudng thang va mit phing song song, giira hai
mat phéng song song

Cho dudng théng a song song véi mat phéng
(P). Véi hai diém A, B bat ki trén a, hién
nhién ta ¢6 d(A ; (P)) = d(B ; (P)) (h. 126).
Nhu vay, d(A ; (P)) khong phu thudc vao vi
tri ctia diém A khi A thay d6i trén a. Tir d6 ta
¢6 dinh nghia

Hinh 126

DINH NGHIA 2

Khodng cdch giita duong thdng a va mdt phdng (P) song song
véiala khoang cach fir mot diém nao dé cia a dén mdt phdng (P).
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Ki hiéu khoang cdch giita dudng thing a va mat phéng (P) song song v6i
nd la d(a ; (P)).

[23] Khi duong thdng a song song véi mdt phdng (P), trong cdc khodng cdch tix mot

diém bdt ki ciia a dén mét diém bdt ki cia (P), khodng cdch nao la nhé nhdt ?

Cho hai mat phéng song song (P) va (Q). Khi A)/

dy, dé thdy d(A ; (Q) =d(B; (Q)) v6i A, Bla  ZLL

hai diém bét ki thuoc (P), tic 1a d(A ; (Q))

khong phu thudc vao vi tri clia diém A khi A

thay déi trén (P) (h.127). K g——lK /

Tir d6 ta c6 dinh nghia : " Hinh 127

DINH NGHIA 3

I Khodng cdch gidia hai mdt phang song song la khodng cdch
1ir mot diém bdt ki cia mdt phdng ndy dén mdt phdng kia. '

Ki hi¢u khoﬁng c4ch giffa hai mat phang song song (P) va (Q) 1a d((P) ; ()
thi d((P) ; (Q)) = d(A ; (Q)) = d(C ; (P)), trong d6 A la mot diém nao dé6
thuoc (P) va C 1a mot diém nao d6 thuoc (Q).

n Trong cdc khoang cdch gidia hai diém bdt ki ldn lugt thudc hai mdt phdng

song song, khodng cdch nao la nho nhdt ?

3. Khoang cach giira hai duéng thing chéo nhau

'mit phiang (Q) chia dudng thang b va

Bai toan
Cho hai duong thdng chéo nhau a va b. Tim dwong thdng c cdt cd a va b

-dong thoi vuong géc vdi cd a va b.

Gidi

Do a va b chéo nhau nén c6 duy nhit

song song véi dudng thang a.

Mit phing (P) di qua @ va vuong géc’
v6i (Q) cat dudong théng b tai diém J.

Goic la duong thang di qua J va vuong
g6c véi (Q) thi ¢ nam trong mp(P), do
d6 ¢ cit g tai diém I. Khi 4y ¢ 1a dudng
thdng phai tim (h.128). O ; Hinh 128
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]% Chimg minh tinh duy nhét cGa dudng thang c trong bai toan trén.

Thuat ngir , /
Dudng thing ¢ néi trén goi 12 dwong vuong géc /I

chung ciia hai duong thdng chéo nhau a va b.

Néu duong vuobng géc chung cét hai dudng thing — :
chéo nhau tai / va J thi doan thiang IJ goi 13 doan ‘ JJN
vuong géc chung cia hai duong thdng d6 (h.129). ,

Hinh 129
DINH NGHIA 4 |
" Khodng cdch giita hai duong thdng chéo nhau la do dai
doan vuéng géc chung ciia hai duong thdng dé.
Trong cdc khodng cdch gifta hai diém bdt ki ldn luot ndm trén hai duong
thdng chéo nhau, khodng cdch nao la nhd nhdt ?

 Néu goi (P) va (Q) 1a hai mat phang song
song vdi nhau 14n lugt di qua hai duong thing //Ig/l /

a va b thi 16 rang :

A =da;(Q)=db;(P))

| =d((P); (Q) (h130). /\ | /Q/
Vaytacod: JN

Hinh 130

Nhdn xét

1) Khodng cdch giita hai duong thdng chéo nhau bdng khodng cdch giita mot
trong hai duong thdng dé va mdt phdng song song vdi nd, chita duong thdng
con lai.

2) Khodng cdch giita hai dwo"ng thdng chéo nhau bdng khodng cdch giita
‘hai mdt phdng song song ldn lugt chita hai duong thding dé.

4. Mot s6 vi du
Vidul
" Cho hinh hép chit nhdt ABCD.A'B'C'D’ ¢6 AB=a, AD = b, AA' = c.
a) Tinh khodng cdch tir diém B dén mdt phdng (ACC'A"). |
b) Tinh khodng cdch giita hai dwong thdang BB’ va AC".
c) Tinh khodng cdch gita hai mdt phdng (AB'C) va (A'C 'D) trong tlruc‘mg :
hgpa=b=c. ‘ _ ‘
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Gidi (h.131) ‘ A - D

S H 2
a) Ké BH vuong gbc v6i AC, do AONK %
BH 1 AA : B /,' E \“ : C/;zj},}
nén BH 1 (ACC'A). Y
Vay d(B ; (ACC’A")) = BH. Ta c6 [y S
BH.AC=BA.BC. 1S A D
/ PSSR e By S
- ab / ,’, A’ \\\ :// _\\—" -
hay BH -2 _. AT N
/a2 + b2 /:_,_f" \\\\
C’

b) BB’ va AC’ chéo nhau ma BB’ // (ACC'A")
nén

Hinh 131

ab
va* + b?
c) D& thdy mp(AB'C) va mp(A'C'D) song song v6i nhau. Do a = b = ¢ nén
ABCD.A’B'C’D’ 1a hinh 1ap phuong. Khi dé, goi K va K’ 1an luot 1a tam cta
hai hinh vuéng ABCD va A’B’C'D’ thi mp(KK'D'D) la mat phing trung truc
cia A'C’. Tu d6 suy ra mp(KK'D'D) vuong géc véi mp(DA'C’). Ké KI

vuong goc vé6i giao tuyén DK’ cua hai mat phang dé thi KI L mp(A'C'D).
Vay khoang cich giita hai mat phang (AB'C) va (A’'C'D) bang KI.

Ta c6 tam gidc KK'D vudng tai K nén

d(BB’ ;,AC') =d(BB’; (ACC'A"))=d(B ; (ACC'A)) =

Lot ot 113
) 2 2T Ty T Ty
KI* DK> KK (a\/i) a
2
wel K1=-a-‘3/_—3.

Chid ¥ ring BD’ vuong géc vdi hai mat phang (ACB’), (DA'C’) va di qua
tam G, G’ ctia hai tam gidc déu AB'C, DA'C". TiI"d(’)'suy‘ ra khoang cdch cin

tim cﬁng‘béng GG’ va bang %BD'. g _ O

Vidu?2

Cho hinh chop S.ABCD c¢é6 ddy la hinh vuéng canh a, SA L (ABCD) va
SA = a. Tinh khodng cdch giita hai duong thang

a) SB v AD - b) BD va SC.
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29.

30.

31.

32.

~Glal (h.132)

a) Ta ¢c6 AD 1 (SBA), ké AH vuong goc vGi
SB thi AH 1a dudng vuong géc chung clia SB
va AD. Vay

d(AD ; SB) = AH
Vi AH la dudng cao clia tam gidc vudng cn
SAB nén
\/_

AH—a

Tedé  d(AD;SB)= “‘/5, Hinh 132

b) Ta ¢c6 BD vuong goéc v6i mp(SAC) tai tdm O cua hinh vuéng ABCD.
Trong mp(SAC), ké OK vuong géc véi SC thi OK la dudng vuong géc

chung ctia BD va SC. Dé thdy d(BD ; SC) = OK = %AI (Al 1a dudng cao

clia tam gidc vuong SAC) Ta co

L1, 11
AI?  AS? AC? 2 242
nnAI—f’-‘[— tir d6 d(BD : SC) = “‘/— | O

'Cau hoéi va bdi tap
Cho tit dién ABCD c6 AC = BC = AD = BD = a, AB = ¢, CD = ¢’. Tinh
khodng cdch gifta hai dudng thing AB va CD.
Cho hinh lang tru ABC.A'B'C’ ¢6 tét ca cic canh déu bing a. Géc tao bdi
canh bén va mat phing ddy bing 30°. Hinh chleu H cta diém A trén mat
phing (A'B'C’) thuéc durong thang B'C". S
a) Tinh khodng céch giita hai mat phing ddy.
b) Chiing minh ring hai dudng thing AA’ vad B'C’ vudng gbc, tinh khoang
cich giita ching.
Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ c6 canh bang a. Tinh khoang cich
gitta hai dudng thang BC’ va CD".
Cho hinh hdp chit nhat ABCD.A'B'C'D’ c6 AB=AA"=a, AC’ = 2a.
a) Tinh khoang céch tir diém D dén mat phing (ACD").

" b) Tim dudng vudng géc chung cua céc dudng thing AC’ va CD Tinh

khoang céch glua hai duong thiang ay
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33.

- 34.

35.

Cho hinh hop thoi ABCD.A'B'C'D’ c6 cdc canh déu bang a va
BAD = BAA’ = DAA’ = 60°. Tinh khodng cidch gifta hai mat phang day
(ABCD) va (A'B'C'D").

Cho hinh chép S.ABCD c6 d4y 1a hinh chit nhat va AB 2a, BC = a. Cac
canh bén cua hinh chép bang nhau va bang a2.

a) Tinh khoang cach tir S dén mat phang ddy (ABCD).

b) Goi E va F 14n luot 13 trung diém cia cic canh AB va CD ; K 1a diém bat
ki thuoc dudng thing AD. Ching minh ring khodng cich giita hai dudng
thang EF va SK khong phu thudc vao K, hay tinh khoang céch dé theo a.
Cho it dien ABCD. Ching minh ring néu AC = BD, AD = BC thi dudng
vuéng géc chung ctia AB va CD la dudng thing néi trung diém clia AB va
CD. Diéu ngugc lai ¢6 ding khong ?

ON TAP CHUGNG III

I - Tém tét nhimng kién thirc can nhé

1.

DPinh nghia vecto va cdc phép todn vecto trong khong gian cling giong nhu
trong mit phing. Ngoai ra :

a) Ba vecto goi 1a déng phéang khi cac gla cla ching cling song song vOi
mot mit phang.

b) Diéu kién can va di dé ba vecto 4, b, ¢ déng phéng 1a c6 ba s6 m, n, p
khong déng thdi bing 0 sao cho md + nb + p¢ = 0.

c) Néu ba vecto @, b, ¢ khong déng phéng thi méi vecto d déu c6 thé
viét dudi dang d =md+nb+ pC, Vi cic s6 m, n, p duy nht. ‘
Hai dudng thing goi 13 vuong géc v4i nhau néu géc giita chiing bang 90°.

— Mot dudng thang goi 1a vuong goc v6i moOt mat phang néu n6 vudng goc
v6i moi dudng thing trong mit phéng do.

— DPuong théng a vuong géc voi mp(P) khi va chi khi a vuong géc vé6i hai
dudng théng cat nhau cing ndm trong (P).

— Pinh 1i ba dudng vuoéng géc : Pudng thing b nim trén mp(P) vuodng goc
v6i dudng thang a (a khoéng vuong géc véi (P)) khi va chi khi né vuong
g6c v6i hinh chiéu (vudng goc) ctia a trén (P). ’

— Géc giita dudng thing va mat phang 1a géc gilta dudng thing va hinh
chiéu ctia dudng théng d6 trén mit phing (néu hinh chi€u d6 1a mot diém
thi xem géc giita duong thing va mat phang bang 90°).
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1.

— Géc giita hai mit phang 13 géc giita hai dudng thang lan lugt vudbng géc
v6i hai mit phang d6.

— Hai mat phéng goi 12 vuong géc v6i nhau néu gbc giita ching bang 90°.

— Diéu kién cdn va du dé hai mat phing Vuéng g6c v6i nhau 12 mat phang
nay chita dudng thing vuéng géc vGi mit phang kia.

— Khoang cach tir mot diém dén mot mat phing (du’ong thing) 1a khoang
céch tir di€m d6 dén hinh chiéu ctia né trén mat phéing (duomg thang).

— Khoang céch gitra duong thang a va mat phang (P) song song v6i a la
khoéng céch tir mot diém nao dé clia a dén mit phéang (P). .

- Khoang cach glua hai mat phéng song song la khoang céch tir mot diém
bét ki clia mat phéng nay dén mat phing kia.

— Khodng cich giita hai dudng thang chéo nhau a va b 13 do dai cla doan
vudng goc chung 1J, trong d6 1, J 1a céc giao diém cta dudng vuong g6¢
chung clia @ va b v6i a va b.

— Khoing cach giita hai dudng thing chéo nhau bing khoang cich giita
mot trong hai dudng thing d6 va mat phéng song song véi nd, chita dudng
théng con lai.

— Khoang cdch gifta hai dudng thing chéo nhau bang khoang cach gifta hai
mat phang song song 14n lugt chita hai dudng thang d6.

— Mat phang di qua trung diém O cta doan théng AB va vudng goc v6i AB
goi 12 mét phéng trung tryc cta AB.

— Mat phang trung tric ctia mot doan thang 1a tap horp cdc diém céach déu
hai ddu miit ctia doan thing d6.

— Tap hop céc diém cach déu ba dinh cha tam gidc ABC 1a duong thiang
vuong goc v6i mat phang (ABC) va di qua tam dudng tron ngoai tiép tam
g1ac ABC. Budng thing d6 duoc goi 12 truc ciia tam gidc ABC.

- Cau héi ty kiém tra

Cho tt dién ABCD. Goi G 1a trong tam cla t dién va A’ 1a trong tam tam
gidc BCD. C4c khang dinh sau diing hay sai ?

a) GA+GB+GC +GD =0 ; |
b) MA + MB + MC + MD = 4MG véi M 12 mot diém tuy § ;

c@:_g_ﬁ;

d) AB + AC + AD = 34A".
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2. Trong khong gian, hdy néu cdch ching minh :
a) Dudng thing vuong géc v6i dudng thing ;
" b) Pudng thing vudng géc v6i mat phang ;
c) Hai mat phéng vuéng géc v6i nhau.
3. Hay néu céch tinh :
a) Khoang céch tir mot diém dén mot dudng thang ;
b) Khoang cich tir mot diém dén mot mat phang ;
c) Khoang cach giita mot dudng thing va mot miat phéng song song v6iné ;
d) Khoang céch giita hai mat phang song song ;
e) Khoang cach gitta hai duong thang chéo nhau.

Il - Bai tap

71.% Ta dien OABC c6 OA OB=0C=ava AOB AOC = 60°, BOC = 900.

S a) Ching to ring ABC 12 tam gidc vuong va OA L BC.

b) Tim du:o‘ng vudng goc chung IJ cha OA va BC ; t1nh khoang cach gitra
hai dudng thing OA va BC.

¢) Chitng minh ring hai mat phing (ABC) va (OBC) vuong géc v6i nhau.
~ 2.; Cho hinh chép S.ABC c¢6 SA = SB = SC = a, ASB = 120°, BSC 60°,

CSA 90°.
a) Chung t6 ring ABC la tam gidc vuong.
b) Tinh khoang céch tir S dén mat phang (ABC). ,

3. Cho hinh chép SABCD c6 ddy 1 hinh vuéng canh a, SA L (ABCD). Hai diém
M va N 14n luot thay déi trén hai canh CB va CD, dat CM =x, CN =y. Tim
he¢ thitc lién he giita x va y dé '

a) Hai mat phéng (SAM) va (SAN) tao v6i nhau géc 45° ;
b) Hai mat phﬁng (SAM) va (SMN) vuodng géc v6i nhau.

-4, Tam gidc ABC vuong ¢6 canh huyén BC nim trong mp(P), canh AB va AC
“14n luot tao v6i mp(P) céc goc P va 7 Goi la goc tao boi mp(P) va

mp(ABC). Chimg minh ring sin’a = sin ﬁ + sin? ¥.
5. Cho ti dien OABC c¢6 OA, OB, OC d6i mot vudng goc v6i nhau va OA = a,

OB = b, OC = c. Goi H 12 hinh chi€u ctia O trén mat phéng (ABC) Tinh
dién'tich céc tam gidc HAB, HBC va HCA.

6. Cho hinh ling try ding ABC.A'B'C ' ¢6 ddy ABC la tam gidc vuong tai
dinh C, CA = a, CB = b ; mat bén ABB’A’ 1a hinh vuong. Goi (P) 1a mat
phéng di'qua C va vuéng goc vo'1 AB
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7 MOt i dién dn'oc gox la gdn dén ne'u céc canh 461 bﬁng nhau. n‘mg dﬁ; mbt
Vé‘l 114 dién ABCD chung té céc tmh chﬁft Saﬂf;}é HOn ;

§\c) Che troné tuyé?z :(dc'
bﬁng nhau; . = e SRR
¥ TTéng cécgéi:tﬁiméi inh bang 180° i o i"
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a) Chung té hinh khai trién cta tf dién gan déu ABCD trén mp(BCD) lam
thanh mot tam gidc nhon.

b),Dung bia citng cét va dan dé c6 mot tif dién gan déu. '

IV - Cac cau hdi tridc nghiém

1. Cho hinh td dién ABCD c6 trong tam G. Ménh dé nao sau day 1a sai ?

—_— —_— e — —

(A)‘bﬁ=%(52+51§+56’+'07)); (B) GA+GB+GC+GD =0 ;

— D 1 =

(©) AG=§(AB+AC+AD); | (D) AG=Z(AB+AC+AD).
) .

2. Meénh dé nao sau day 1a ding ?
(A) Hai duong thing cing vuong goc voi mot duorng thing thi song song
v6i nhau ;
- (B) Hai duong thang cung vuong goc véi mot dudng thang thi vuoéng goc
véi nhau ;

(C) Mot dudng théng vuong g6c vdi moét trong hai duong thing song song
thi vuong goc vdi duong thang kia ;

(D) Mot dudng thang vudng goc véi mot trong hai dudng thing vuong géc
v6i nhau thi song song véi dudng thang con lai.

3. Cho hai dudng thing phan biét a, b va mat phallng (P), trong d6 a J_‘(P).
Ménh dé€ nao sau day la sai ?
(A)YNéub //(P)thibLla;  (BYNéub L (P)thib//a;
(C)Néub//athi bl (P); ~ (D)Néub Lathib//(P).,

4. Tim ménh dé ddng trong cdc ménh dé sau :
(A) Hai duong thing cing vuong géc v6i mot mat phing thi song song ;.
(B) Hai dudng thing phan biét cung vuong géc véi mot dudng thang thi
song song ;
(C) Hai mat phing phan biét cling Vuéng gbc v6i mot duong thang thi
song song ; \
(D) Hai mit phing phén biét ciing vuong. géc v6i mot mat phing thi
song song. v

5. Meénh dé nao sau day la ding ?
(A) Hai mat phéng vuong géc v6i nhau thi moi dudng thang ndm trong mat
phing nay sé vuéng glc voi mat phéng kia ;
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(B) Hai mat phing phﬁn biét cing vuong gbéc vGi mot mat phing th1
vauodng goéc véi nhau ;

(C) Hai mat phéng phan biét cung vudng goéc véi mot mat phing thi

_ song song vé6i nhau ;

(D) Ba ménh dé trén déu sai.

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

(A) C6 duy nhit mot dudng thing di qua mot diém cho truée va Vu()ng goc
v6i mot dudng thing cho trudc ;

(B) C6 duy nhdt mot mit phing di qua mot dudng thang cho trudc va
vudng géc véi mot mat phing cho trude ;

(C) C6 duy nhit mo6t mat phang di qua mot dlém cho truéc va vudng goc
v6i mot mat phang cho trudc ;

(D) C6 duy nhat mot mat phing di- qua mét diém cho trude va vudng goc
v6i mot dudng thang cho truéc.

Tim ménh dé diing trong cdc ménh dé sau :

(A) Néu hinh hop c6 hai mat 1 hinh chit nhat thi né 12 hinh hop chit nhat ;
(B) Néu hinh hop c6 ba mit 13 hinh chit nhat thi n6 1a hinh hop chit nhat ;
(C) Néu hinh hgp'c6 bon mit 1a hinh chit nhat thi né 12 hinh hop chit nhat ;-
(D) Néu hinh hop c6 nim mat 13 hinh chit nhat thi n6 1a hinh hop chit nhat.

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

(A) Néu Hinh hop ¢6 hai mat 13 hinh vuong thi n6’1a hinh l4p phuong ;

(B) Néu hinh hop c6 ba miat chung mot dinh 12 hinh vudng th1 noé 1a hinh
lap phuong ;

(C) Néu hinh hop c6 sdu mat bang nhau thi n6 1a hinh lap phuong ;

(D) Néu hinh hop c6 bon dudng chéo bing nhau thi né 13 hinh lap phuong.

Cho hinh chép S.ABC c6 day 1a tam glac déu. Tim ménh dé ding trong céc

~ ménh dé sau :

(A) S.ABC la hinh chép déu néu cdc mat bén clia n6 12 tam glac can ;
(B) S.ABC 12 hinh chop déu néu céc mat bén clia nd 1a tam gidc can véi dinh S ;

~ (C) S.ABC 13 'hinh chép déu néu géc giita cdc mat phang chira cdc mat bén

10.

va mit phing chifa ddy bang nhau ; ,

(D) S.ABC 1a hinh ch6p déu néu cac mat bén cé dién tich bang nhau.

Tim ménh dé ddng trong cdc ménh dé sau :

(A) Puong vuong géc chung cia hai dudng thing chéo nhau thi nim trong
mét phéng chita dudng thang ndy va vuong goc véi dudng thing kia ;
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12.

(B) Pudng vudng géc chung cua hai duong thang chéo nhau thi vuong goc ‘
v6i mit phing chita dudng thdng nay va song song v6i dudng thang kia;
(C) Mot dudng thing 12 dudng vuong géc chung ciia hai dudng thing chéo
nhau néu né vuong goc véi ca hai dudng thang do6 ;
(D) Cic menh dé trén déu sai.

. Hinh tit dién ABCD c6 AB, AC, AD d6i mot vuong goc va AB = AC = AD =3.

Dién tich tam gidc BCD bing

9f «/'

' 27
(A) — By — ©27; (D)
Hinhh()pABCDAB'C'D’céAB=AA’=AD=avé A’AB = A'AD = BAD = 60°.
Khi d6, khoang céch giita cdc dudng théng chda cdc canh d6i dién cla td
dién A’ABD bing :

a«/— a\/_ V(C)a\/z;

a) Y2 ® 22 (D) 323

BAI TAP ON CUOI NAM

Cho tam gidc ABC va cic diém M, N, P 14n luot 1 trung diém clia cc canh
BC, CA, AB.

a) Xét bon tam gidc APN, PBM, NMC, MNP. Tim phép doi hinh blén tam
gidgc APN l4n lugt thanh mot trong ba tam gidc cOn lai.

b) Phép vi tu nao bién tam gidc ABC thanh tam gidc MNP ?
c) Xét tam gi4c c6 ba dinh 1a truc tdm cta ba tam gidc APN, PBM va

' NCM. Chitng t6 riing tam gidc d6 bing tam gidc APN. Chiing minh diéu d6
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cung ding néu thay tryc tdm bang trong tdm, hodc tdm duong tron ngoal
1iép, hodc tam dudmg tron noi tiép. :

Cho tit gisc ABCD noi ti€p dudng tron (0). Goi M, N, P, Q 1an lugt 1a
trung diém cla cdc canh AB, BC, CD va DA. Ké MM', NN', PP’, QQ’ lan
luot vudng géc v6i CD, DA, AB, BC.

a) Goi I 12 giao di€m ctia MP va NQ. Phép d6i xing tam D; bi€n cic
dudng thing MM’, NN’, PP’, QQ’ thanh nhimg dudng thing nao ?

b) Chimng t6 ring bon dudng thing MM’, NN’, PP’, QQ’ d6ng quy tai mOt
diém. Nhan xét gi Ve vi tri dlém déng quy va hai diém 1,0 7



3. Cho tam gidc ABC va hai hinh vuéng ABMN, ACPQ nhu hinh 134.
a) X4c dinh phép quay bién tam gidc ABQ thanh tam gidc ANC.
0

Hinh.134
b) Chiing t6 ring hai doan thdng BQ, CN bing nhau va vuong goc véi nhau.

¢) Goi O, O’ 1a tam cta céc hinh vuodng, I 1a trung diém cta BC. Chung
minh rdng tam gidc OIO' 1a tam gidc vudng can.

4. Cho tit dién ABCD. G(_)l M, N l4n lugt 13 trung diém ctia BC va BD ; P 1a
mot diém thay déi trén doan thang AD.
a) X4c dinh giao diém Q ciia mp(MNP) va canh AC. Tt gidc MNPQ 1a
hinh gi ?
b) Tim quy tich giao diém I caa QM va PN.
c¢) Tim quy tich giao diém J cia QN va PM.
5. Cho hinh hop ABCD.A'B'C’D’. Diém M nim giita A va D, diém N nam giita
- Cva(C’sao cho AM = CN
MD ~ NC
a) Chitng minh ring dudong thing MN song song véi mp(ACB).
b) X4c dinh thiét dién ctia hinh hop khi cit bdi mat phing di qua MN va
song song v4i mp(ACB").

6. Cho ba tia Ox, Oy, Oz khong déng phing. Chu‘ng minh rdng cic tia phan
gidc ngoai cta cac goc xOy, yOz va zOx dong phing.

7. Cho hinh chép S.ABC. Goi K va N 14n lugt 1a trung diém cla SA va BC ;
M 1a diém ndm gitta S va C.
a) Chitng minh ring mat phing di qua K, song song véi AB va SC thi di qua
diém N.
b) X4c dinh thiét dién cta hinh chép S.ABC khi cit bdi mp(KMN).
- Chitng to ring KN chia thi€t dién thanh hai phén c6 dién tich bang nhau.
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8.

Cho hinh chép tt gidgc déu S ABCD co canh day bang a va canh bén
béng aV2. ‘ :

a) Tinh khodng céch tir S dén mp(ABCD).

b) Tinh khodng c4ch giita dudng thing AB va mp(SCD)
c¢) Tinh khoang cach gitta hai dudng théng AB va SC.

d) Goi (P) Ia mat phéng di qua A va vuéng géc véi SC. Hay xdc dinh thiét
dién ctia hinh chép khi cit boi (P). Tinh dién tich thiét dién.

e) Tinh géc giita dudng thing AB va mp(P)

Cho tam gidc ABC vuéng tai A, AB = a, BC = 2qa. Hai tia Bx va Cy cung
Vuong gbéc voi - mp(ABC) va ndm v€ mot phla d&i v6i mat phing d6. Trén

Bx, Cy 1an luot 14y c4c diém B’, C’sao cho BB’ =aqa,CC’'=m.

a) Vi gid tri ndo ciia m thi AB'C’ 1a tam gidc vuong ?

b) Khi tam gidc AB'C’ Vuﬁng tai B', ké AH 1 BC. Chting minh ring B'C 'H -
12 tam giac vuOng Tinh géc gitta hai mat phc’mg (ABC) va (AB CH).



'HUONG DAN GIAI - PAP SO

Chuong |

1. d tring d’ khi d song song v6i gid cha u.
d song song véi d’ khi d khong song song
v6i gid cha u.
d khong bao gid citd’.

2. L4y hai diém A va A’ l4n luot ndm trén a

va a'. Phép tinh tién theo vecto AA’ bién
a thanh a'.

4. QuytichM'1a anh cla duong tron (0) qua

phép tinh ti€n theo vecto AB.

5.byd=d = \/(xl - x2) + —"}’2)2-
- ¢) F 1a phép doi hinh.

d) Khi a = 0, F 1a phép tinh tién theo
vecto i(a ; b).

6. F; 1a phép ddi hinh.

7.a)Khid// a.
b) Khi d | .a hodc d trung véi a.
¢) Khi d ¢ét @ nhung khong vuong gbc vdi a.
Khi d6, giao diém clia d va d’ nim trén a.

d) Khi géc giita d va a bing 45°.

8. Anh cia (%)) 1a dudng tron (€')) :

x2+y +4x+5y+1—0

Anh cﬁa (%,) chinh 1a (6,).

9. Goi X 1a diém do6i xiing v6i A qua Ox, Y 12
diém ddi xiing v6i A qua Oy. Doan thing
XY cit Ox, Oy l4an lugt tai B va C. Tam
gidc ABC c6 chu vi nho nhét.

11. b) Chéi § ring néu ham s6 y = f(x) chin
thi f(-x) = f(x).

13. Dung phép quay tam O véi géc quay 90° thi
G bién thanh G '

16. a) Giao diém clia hai dudng théng do.
b) Nhiing diém céch déu hai dudng thing do.
¢) Trung diém doan thing néi tam hai
dudng tron.

d) Trung diém ctia doan thing néi hai tieu
diém ctia elip.

e) Trung di€m ctia doan thing n6i hai tiéu
diém clia hypebol.

19. Phuong trinh clia A' 14 :
ax +by + ¢ — 2(axy + byg +¢) = 0.
21. c) C6 thé khong bing nhau.
23. Hay chitng minh hai tam gidc 0,0,0; va
Ii1,1; bing nhau.
24, Dudng thing di qua hai tam cta hai hinh
‘binh hanh.

28. Ding phép vi tw tam A, ti s6 2 dé bién
di€m M thanh diém N.

29. Dung phép vi tu tam / bién M thanh N.

30. Dm‘mg thing BC di qua tam vi ty ngoax
cua (0) va (0.

On tap chuong I

1. Dang phép d6i xting qua dudmg théng d.

2. Tam d6i xing 12 giao diém clia hai tryc d6i
Xing.

3. L4y diém A’ sao cho AA’ = PQ.

5.M va M; d6i xtng v6i nhau qua diém /,
trong d6 ABCI 12 hinh binh hanh.

6. F 1a phép tinh tién kh1 k=1 vala phépvi
tg khi k= 1.

9. Hiy tim quy tich trung diém ciia BC, ti 46
suy ra quy tich G,
Cic cau héi tric ﬂgiﬁém chmmg | ‘
1.(D);2.(B); 3.(C); 4. (D); 5. (B) ; 6. ‘(B) ;

7.(D);8.(D);9.(D); 10.(A); 11.(O); 12(C)
Chuong i

9. .St dung phuong phap phan chiing.
10. Hay ching minh giao tuyén cla hai mat
phang (M, a), (M, b) nam trén mp(O, c).
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11. a) Hay clitmg minh giao diém I ctia CM
va SO 1a giao diém ctia mp(CMN) véi SO.
b) Sir dung két qua cau a).

16. Goi N 1a giao diém cha SMvaCD ;0 1a
giao diém cta AC va BN.

a) mp(SBM) N mp(SAC) = SO o

b) Giao diém ctia BM v6i mp(SAC) 1a giao
diém cta BM v6i SO ;

c) Sir dung két qua cau b). -

19. a), b) : Sir dung dinh 1i vé giao tuyén cua
ba mat phing.

21. Goi I 1a giao diém cta RQ véi BD. Hay
chimg minh S 1a trong tam tam gidc ABI.

22. a) Goi P, Q 14n luot 1a trung diém cia AB
va CD ; A’ 1a giao diém cha AG véi BQ. Ké
PP’ /| AA’ (P’ € BQ). Hay chimg minh A’ 12
trong tim tam gidc BCD. Tt 46 suy ra b).

27. Thiét dién 12 hinh thang c6 hai canh d4y
song song vdi AB.

28. Thié€t dién 1a mot ngd gidc c6 moét canh
song song véi BD va c6 hai canh song
song véi SA.

35. Goi M, N, lahai diém c6 dinh 14n lugt
ndm trén (P) va (Q) ; Iy 1a diém thuoc

InM
doan MyN; sao cho 20 = k. Tap hop
- lolNg

cic diém I 13, mat phéng (R) qua I, déng

thdi song song véi ca (P) va (Q).
37.b), c) Xét mat phang (ACC'A’).

38. Sir dung tinh ch4t : Téng binh phudng céc
dudng chéo clia mot hinh binh hanh bang
téng binh phuong cdc canh. -

42, Hay ching minh cic trung tuyén cla tam
gidc A’'B’C’ 1a hinh chiéu cua cédc trung
tuyén ciia tam gidc ABC.

47. Thuc hién phép chi€u song song lén
mp(ABCD) theo phuong BC,. Goi B; I
hinh chi€u ciia B;. Khi dé J 1a giao diém
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clia DB’| véi AC. Trong mp(BlB’lD), ké JI

song song v6i BB, (I € B/ D). _Iél —;—
1

On tap chuong II

3. Céc hinh a), b), d), ), g), h).

4. a) Hay ching minh DM va EN cét nhau tai
trung diém / cha AB. :
b) Hay ching minh M;N, // DF.
¢) S& dung a) va b).

5. b) St dung phép chi€u song song lén
mp(A; B;C}) theo phuong AA;.
¢) Goi L, L’ 14n lugt 12 trung diém cta AG,
AG’ va L; 1a giao diém cla LL’ v6i AG;.
Sir dung tinh chat dudng trung binh cia
hinh thang dé suy ra diéu phai chiing minh.

7. St dung dinh 1i Ta-1ét d4o.

8. a) Goi M,, N, l4n lugt 1 hai diém c6
dinh thudc cdc tia Ax va By sao cho
AM,

— = k Hay ching minh MN song
BNO
song v6i mat phing c8 dinh chita MyN,
v song song vdi AB.
b) Goi O 13 diém thuéc doan AB-sao cho

.g% =k ; Ox', Oy’ l4n lugt 12 céc tia song

song véi Ax v By. Tap hop cic di€m 7 12 tia
phan gidc Or cia géc x'Oy’.

Cac cau héi tric nghiém chuong 11

1.(B);2.(B);3.(B); 4. (D); 5.(O); 6. (A) ;
7.(B);8.(B);9.(0); 10.(O); 11. (D) ; 12. (A).

\“
Chuong HIl |

1. a), b) : C6.
2. b) Hé thic

SA + SB + SC + 5D = 450
<:>5X+5§+0_C"+0—D=_6



< 2(0M +ON) =0 (M va N l4n luot 1a
trung diém cia AC va BD). Tir 46
“0=M=N.

3.Dit AA' =d, AB=h, R=a Tinh Gi
va E theo @, b, c, tir d6 suy ra diéu
phai chiing minh.

4. DitAB=ad, AD=h, AA' =C vac

- 1

minh GG' = g( E,)'

hitng

5.b) Td OM =x0A+y0B+:0C v6i

x+y+z=1,suyrax=1-y—-z trdodi

dén AM = yﬁ + ZAC.
6. Sir dung két qua bai tap 5.
. a) Chiing minh bang phan chiing.

-]

b) Gia st ba vecto d, 5, ¢ cing vubng
gbc véi 7. Néu @, b _khoéng cing phuong
thi & b, # khong déng phing, tir d6
C=xd+yb+zi TU GA=bii=2ci=0
suyraz=0.

9. Viét BC.SA = (§E - :S'_E)E/i va st dung
SA=SB=SC, ASB = ASC.

10. ABAC = ACAD < AC.(AB - AD) =0
& AC.DB =0 < AC L DB.

—

11.b) C6 I/ = %(E +
CD.IJ.
13. a) bing ; b), ¢) Sai.
16. Chiing minh ABD = ACD = 90°.
17. a) Chiing minh :
BC? < AB*+ AC?,
AC* < AB® + BC?,
; AB* < AC* + BC.
b) Dung dinh li ba dudng vuodng goc.
c¢) Sit dung cong thitc tinh dudng cao ing
v6i canh huyén trong tam gidc vudng.

BC). Tinh ABIJ va

19. a) K& SH 1 mp(ABC). Do SA = SB = SC
va ABC 1a tam gidc déu nén H tring.véi
trong tdm G cua tam gidc ABC.

b) K& AC, LSC thi (P) chinh R
mp(ABC,). Vi SAC la.tam gidc cén, ma
AC; L SC nén C; nim giita S v C khi va
chi khi ASC < 90° hay a2 < 252,
o 2 32 _ 22
' ABC, b .
20. b) i) <> iii) : AB® + CD? = AC? + BD?
& AB +(AD - ACY? = AC +(AD - AB)*
< AD.CB = 0. Tuong tl,i ta c6 dpcm.

¢) Ching minh ba dudng cao cla tf dien
d6i mot cit nhau va khong cung nim
trong mot mat phéng.

21. a), b), ¢), f) : Sai.
d), e), g) : bing.
22. St dung
AC? + AC* + BD? + BD?
=4@a® + b% +c2)
dé di dén AC'=A'C=BD’'=BD.
23. a) Chitng minh AC’ L BD va AC’ 1 BA".

\/.

- b) Canh cta thiét dién bing ——

3\/_2

Dién tich thiét dién bing —

24. Goi O 1a giao diém ciha AC va BD. K¢
00; 1 SC thi SC L mp(BO.D). Hiy
ching minh BO,D > 90° va quy bai todn
vé xéc dinh x 4 BO,D = 120°. |
DPips6:x =a.

25. Goi I 1a trung diém ctia BC. Ké IJ L CD
thi thiét dién 1a tam gidc vuong AlJ.

23

S =
AlJ 12
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26. a) Hinh hop chit nhat.
b) Hinh hop thoi.
c) H‘mh 1ap phuong.

27.8) AB = \2(@® — 1), @>x>0);
= -;—\/2(a2 - x%).
af

b) x=——

28.b) Bang cach xét mp(P) di qua A sao cho\”

B, C nim vé cing mot phia d6i véi (P),
sau d6 goi D la giao diém cla (P) véi
dudng thing BC va st dung két qui cua
cau a) dé di dén diéu phai ching minh.

29. Goi I va J 14n luot 1 trung diém cha AB,
CD thi IJ L AB, IJ.L CD.: Khi d6

IJ=—;-\/4a2—(cz+c ) véidd® >t +c?

30.2) AH = 2.
, 2

b) Ké dudng cao HK cia tam gidc vubng
AHA’ thi HK 1a dudng vuéng goéc chung
\/—
4

ciia AA’ vi B'C". Tinh duoc HK =

31, i
3
32. a) Xét DACD’ 1 tt dién c6 DA, DC, DD’
d6i mot vuong goéc ; tir d6 tinh dugc

J—

d(D; (ACD") =

b) Chitng minh AC’ L CD". DuEmg vuong géc
chung clia AC' va CD' 1a 1J, & d6 I 1a trung
diém clia CD’ va J 1a chan dudng vuong géc

ké tit/ xuéng AC". Ta tinh duoc IJ = %

33. Chitng minh A’ABD 1a ti dién déu va suy

ra khoang céch phai tinh 1 ffg.
34.2) SH = %
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b) d(EF ; SK) = d(H ; (SAD)) = HJ (HJ 1a
.dudng cao cua tam gidc vuong SHI v6i [

aV21
7

12 trung diém ciia AD) va HJ =

35. a) Goi I 1a trung diém cta AB, J 12 trung
diém cta CD. Sir dung tinh ch4t : Trong
tam gidc can thi dwdng trung tuyén vE& tir
dinh ciing 12 dudng cao cha tam giéc.

" cD?

b) Tt AC? + AD? =2AJ2+—2 ,

cD?

BC? + BD? = 2BJ% +

suy ra ‘AC2 + AD? = BC? + BD.
He thic CB? + CA® = DB? + DA* cing
dugc suy ra tuong ty nhu trén va tir 86 di
dén diéu phai ching minh,

On tap chuong III

2. 2) AC=aV2, BC = a, AB=a\3 nén
. tam gidc ABC vuong tai C.

‘a
b) —
)3
3. a) 24 + xy=2a(x+y).
b) ay = x(a = x).
4. f=ABA, y = ACA', & = AHA' (AA’L(P),
AH 1 BC) va ding cong thic

11,1
AH* AB* AC?
232
a“b ‘
5. SHAB - b
2\/a2b2 +b2c2 +c a2 o
p2c? o
Supc = o
. 2\/a2b2 + b2t + 2a? \\\ .
2 2

SHca = :
2\/a2b2 b3c? ¥ c2a?
6. a) Thiét dién 12 tam gidc vuong CHK, & d6
CH 1 AB, HK 1 AB'.



a3b\/§

b) Suck = 22+ 5

7. a) < d) * Sir dung tinh ch4t bing nhau clia

hai tam gidc v téng cdc gbc trong cua
mot tam gidc bing 180°.
o Trai cic mit ABC, ACD, ADB lén
mp(BCD) va khing dinh hinh khai trién
clia t¢ dién ABCD trén mp(BCD) 1a tam
gidc nhan BC, €D, DB la ba dudng trung
binh ciia tam gidc d6 va tir d6 suy ra diéu
phai chitng minh.

8. Theo két qua bai 7, hinh khai trién cla tif
dién ABCD trén mat phing (BCD) 1a tam
gidc AjAA;3 treng d6 BC, CD, DB 1a ba
dudng trung binh cla tam gidc nay.
Chimg minh t& dién AA;A,A; c6 AA,
AA,, AA3 doi mot vudng goc, tir d6 suy ra
diéu phai ching minh.

Cac cau hoi tric nghiém chuong 111

1.(0);2.(0;3.(D);4.(0;5D);
7. D) ; 8. (B);
12. (A).

6. (D) ;
9. (B); 10. (B) ; 1L (A) ;

On tap cudi ndm

1. b) Phép vi tu tam G, ti s6 & = —%' Gla

trong tam cla tam gidc ABC).

2. a) Phép d6i xuing tam D, bi€n : dudng
thing MM’ thanh dudng thing PO, dudng
thing NN’ thanh dudng thing QO, dudng
thdng PP’ thanh dudng thing MO, dudng
thing QQ’ thanh dudng thing NO.

3. a) Phép quay tam A, géc quay ¢ = -90°.

5. a) St dung dinh i Ta-1ét ddo.
7. b) Trudng hop M khong I3 trung diém

cua SC thi thiét dién 12 MKPN, trong d6’

P=QNnNAB,Q=MKnAC.Do

SkmMn = SpkN
& OM = OP (O = MP A KN)

& dM ; (@) = d(P ; (@) (@) 1a mat phing
qua K, song song vé6i AB va SC), vado

dM ; (@) =d(S ; (@),

dP; (a) =dA; (q)),

diS; () =dA; (o),
nén suy ra két luan cia bai todn.

8. a) SH = a6,
2
b) d(AB ; (SCD)) = d(E ; (SCD)) = “‘/725
(E 1a trung diém cta AB). .
¢) d(AB ; SC) = d(AB ; (SCD)) = “‘/7:‘3.

d) Thiét dién 1a AB,C,D, trong d6 C; Ia
trung diém cta SC, B\D, // BD, B\D; di
qua giao diém cla AC, va SH.

X

SABICIDI T3

e) Ké HI /] SC, 15y-diém J sao cho BHIJ 1a
hinh binh hanh. Khi 6 BJ L (P) nén BAJ
1a géc gilta AB va (P).

J‘

sin BAI

9.9ym=2a;m=0..-

254°
4
BC? =542, t d6 B'C'H 1a tam gidc

vudng tai B'.

2
b) Ching to BH? = 3;—, C'H? =

Tirhe thic Sy;c = Spyc-cos@ (v(n I1agiao
diém cha B'C’ vi BC, ¢ la goc giita mp(ABC)

vamp(AB'C"), ta ¢6 cos¢ \/1506
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BANG THUAT NGU

A

Anh cha mot diém (4, 69)
(5, 69)

Anh ciia mét hinh

Biéu thitc toa dd (6, 11, 16)
Bong tuyét Vén Kéc  (38)

C
Cac tinh chét thira nhan  (42)

b

Pinh Ii ba dudng vubdng géc
Pinh li Ta-lét d3o  (64)
Pinh li Ta-lét trong khdng gian - (63)
Pinh If vé giao tuyén clia ba mit phdng (53)
" Pdng phing clia cac diém (43)
Péng phing clia.cac vecto  (87)
P8ng phang cla hai dudng thing (52)
Dudng thing song song v&i mat phdng  (56)
Dudng thing vudng géc véi mat phing (96)
Pudng Vén Kée (37)

Pudng vudng géc chung clia hai ducng thing
chéo nhau (115)

.(100)

-G

' ‘Giao tuyén clia hai mat phlng (43)

Go6c gilta dudng thdng va mit phéng (101)
Géc gilta hai dudng thdng (92)

Go6c gilta hai mat phng  (104)

Goéc quay (14)

H

Hai dudng thdng chéo nhau  (52)
Hai duang thdng song song  (52)

132

‘Hai dudng thdng vuéng géc  (93)

Hai mat ph3ng cit nhau  (43).
Hai mat phdng song song (60)
Hai mat phdng vuéng géc (106)
Hinh béng nhau (20)

Hinh biéu dién (41, 71)

Hinh chiu song song (6§)
Hinh chép = (46)

Hinh chép cut  (66)

Hinh chép cut déu (110)

Hinh chép déu (109)

Hinh déng dang (31)

Hinh hoc frac-tan. - (37)

Hinh hoc khong gian  (40)

Hinh hoc Lé-ba-sép-xki ~ (82)

Hinh hop (65)

Hinh hop chir nhat
Hinh hop dilng  (108)
Hinh hop thoi  (94)
Hinh khai trién cta t(r dién  (121)
Hinh lang try (64)

Hinh l&ng tru déu  (108)

Hinh lang tru dimg (108)
Hinh'lap phitong ~ (109)

Hinh t( dién (49)

(108)

K

Khoang cach gitta dudng thing va mit phang
song song (113)

Khoang cach giita hai dudng thing cheo
nhau (115)

: Khoang cach gilfa hai mat phing song“‘song

(114)
Khoang cach tif mot diém dén mot dudng
thdng (113)
Khodang cach tif mot diém dén mot mat phéng
(113)



L

Lat mat phdng (21)

M
Mit phéng  (40) , ;
Mt phdng trung truc clia doan théng (98)

P

Phép bién hinh - (4)

Phép chiéu song song (69)
Phép chiéu vudng géc  (100)
Phép ddi hinh- (8)
Phép ddi xiing tam (15)
Phép d6i xiing truc (10)
Phép dong dang  (30) .
Phép ddng nhé't 5)

Phép hgp thanh. (30) -
Phép quay (14)

_ Phép tinh ti€n (4, 5)
Phép vity  (24) ‘

" Phuong phép tign dé  (81)

Q

Quy thc hinh hép (84)

T

Tam cida hinh hdép ~ (66)

Tam d6i xing  (16)

Tam quay  (14) , :
Tam vi tu cda hai dudng tron  (28) _
Tam vi tu ngoai, tam vi ty trong  (28)
Tap Cang-to (37) o
Tham Xéc-pin-xki  (37)

Thiét dién (48)

Trong tam cla t&r dién  (54)

Trong tuyén (121)°

Truc clGa tam gidc (119)

Truc d8i ximg (10, 11) -

T(r dign déu (49)

T dién gén déu. (121)

TG dién truc tam - (103)

\'/

' Vecta tinh tién  (5)

Vecto trong khong gian (84).
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MUC LUC

Chuong I - PHEP DOI HINH VA PHEP DONG DANG TRONG MAT PHANG

§1.
§2.
§3.
§4.
§5.
§6.
§7.

M@ d4u vé phép bién hinh

Phép tinh tién va phép ddi hinh

Phép ddi xting trué

Phép quay va phép ddi xing tam

Hai hinh bing nhau’

Phép vi tu C
Phép déng dang ‘

On tap chuong |

Bai doc thém : Hinh tu dong dang va Hinh hoc frac-tan (fractal)

Chuong Il - DUONG THANG VA MAT PHANG TRONG KHONG GIAN.
QUAN HE SONG SONG '

§1. Dai cudng vé dudng thdng va mat phéng ‘

§2.

Hai dudng thing song song

§3. Duding thdng song song v6i mat phing

84
§5.

Hai mat phng song song

Phép chiéu song song -

On tap chuong lI

Bai doc thém : Phuong phap tién dé trong hinh hoc

Chuong Il - VECTO TRONG KHONG GIAN.
" QUAN HE VUONG GOC

§1. Vecto trong khong gian. Su déng phéng clia cac vecto

134

§2.

Hai duding.théng vuéng géc

Trang

10
14
19
24
30
32
37

39
40
51
56
60

69
75
81

83
84
92




83 Bubng”th;éng \)uéng 966 véi mat phdng 1 i ’96‘ .
 §4’. Hai mat phdng vudng géc R S 104

- §5. Khodng céach . E " A . o T 12
| Ontgpchuongl , 118
Baitap bncubinam . . 128
Huong din gidi- daps6  ~ N RO ot
. Bangthutngd .. 132
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