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' 1 \i HIEU DUNG TRONG SACH

ﬁ Phan hoat ddng ctia hoc sinh.
Tuy déi tuong cu thé ma giao vién su dung.
®m K&t thiac phan chitng minh.

Ban quyén thuoc Nha xuét ban Gido duc — B0 Gido duc va Dao tao
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UNG DUNG PAO HAM
DE KHAO SAT VA VE O THI CUA HAM SO

Su dong bién, nghich bién cia ham s6

--------------------------------------------------------------
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sU PONG BIEN, NGHICH BIEN
CUA HAM sO

[ - TINH DON DPIEU CUA HAM SO

1
ﬁﬂ] dd thi (H.1 : H.2) hay chi ra cac khoang tang, giam cla ham sd y = cosx trén
[ In ; : . %
doan -{E . T} vaclahamsé y= |:] trén khoang (—oo ; +m).
P
: J'1h
1
/‘\ n \ .
Zx o T | 3n X
2 2 ; 2
-1
Hinh 1 Hinh 2

1. Nhic lai dinh nghia
Ki hiéu K 12 khoiang hoic doan hodc nira khoang. Gia sit ham s6 y = f(x)

xdc dinh trén K. Ta n6i
Ham s6 y = f(x) dong bién (ting) trén K néu vdi moi cap

X1, X thuoc K ma x; nho hon x; thi f(x;) nho hon f(x,), tic la

x1 < xy = flx) <f(x);

Ham s6 y = f{x) nghich bién (giam) trén K néu v6i moi cap xj, xp
thuéc K ma x;nho hon x, thi f(x)) 16nhon f(x;), tic la
x < xp = flx) > f(x).
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Ham s6 déng bién hodc nghich bién trén K duoc goi chung la
don diéu trén XK.

NHAN XET. Tir dinh nghia trén ta thdy

a) flx) dong bién trén K < M >0 Vx;, x, ek
.1'2 = _\_l

(X #x7) ;
S(x) = f(x)

_\'2 - .'l'l

S(x) nghich bién trén K < <0 Vxy, x, ek

(_1'] F= X9 ).

b) Néu ham s6 dong bién trén K thi dé thi ctia né di lén tir tréi
sang phai (H.3a) ;

Néu ham s6 nghich bién trén K thi d6 thi chia né di xudng tir
trdi sang phai (H.3b).

}.ﬂ
1
—/ i
| I
| |
I |
| | 1
1 ] > i 1 >
0 a b X 0 a b x
a) b)
Hinh 3
2. Tinh don diéu va diu cda dao ham
R:
Xet cac ham sé sau va dé thi cla ching :
3
) y=-(H4a) b) y=1 (H.4b)
X
X — a0 U 00 X —a U‘ +-o0

b ¥

o ’ e

+30\U
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y A y A
X -
“ [@] x
a) b)

Hinh 4

Xét ddu dao ham clia m&i ham sé va dién vao bang tuong (ng.
Tir d6 hay néu nhan xét vé méi quan hé gilta sy déng bién, nghich bién cta
ham s6 va dau cha dao ham.

Ta thira nhan dinh Ii sau day.

PINH Li

Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham trén K.

a) Néu £'(x) > 0 v6i moi x thuoc K thi ham s6 fix) dong bién
trén K.

b) Néu f'(x) < 0 véi moi x thuoc K thi ham s6 f(x) nghich
bién trén K.

Toém lai, trén K
f'(x) > 0 = f(x)dbng bién
f'(x) < 0 = f(x) nghich bién.

Vi du 1. Tim céc khoang don diéu ctia ham s6 :

a)y= 2x% +1 : b) y = sinx (trén khoang (0 ; 2m)).
Giai
a) TXD : R.
Tacé y' = 8x°. Bang bién thién
x |—c0 0 400
y - 0 -
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Vay ham s6 y = 2x% + 1 nghich bién trén khoang (- ; 0), déng bién trén
khoang (0 ; +c0).
b) Xét trén khoang (0 ; 2n), tacéd y' = cosx.

Bang bién thién

T 3n
X 0 E ? 2n
y' =cosx + 0 - 0 +

1 0
y e inJ_- / \ /
0 1

: : > ; «f 3
Vay ham s6 y = sinx déng bién trén cic khoing [U;g-] va(—ﬂ;Zn}

L

nghich bién trén khoang [g 3 3—;} y

3

ﬁ}(héng dinh ngugc lai vi dinh Ii trén c6 ding khéng ?
NGi cach khac, néu ham s6 déng bién (nghich
bién) trén K thi dao ham ciia né cé nhat thiét phai
dudng (&m) trén dé hay khéng ? 0

Chéng han, xét ham s8 y = x> (H.5).

"y

Hinh 5

CHU Y
Ngudi ta di chiing minh dinh i m& rong sau day.
Gia st ham s6 y = f{x) c¢6 dao ham trén K. Néu f'(x) 20
(f'(x) <0) Vx e Kva f'(x) =0 chi tai mot s6 hiru han diém
thi ham s6 dong bién (nghich bién) trén K.

Vi du 2. Tim cic khoang don diéu ciia ham s6 y = 2x° + 6x2 + 6x — 7.

Giai. Ham s6 da cho x4c dinh véi moi x € R.

Tacé y' = 6x% +12x + 6 = 6(x + 1)2.
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Dodéy =0 < x=-1vay' >0 v moix=-1.
Theo dinh 1i trén ham s6 luon luon déng bién.

Il - QUY TAC XET TINH PON PIEU CUA HAM 8O

1. Quy tic
1. Tim tap xdc dinh. Tinh f'(x).
2. Tim céc diém tai d6 f'(x) bang 0 hoac f'(x) khoéng xdc dinh.
3. Sép x€p céc diém do6 theo thi tu tang ddn va lap bang bién
thién.
4. Néu két luan vé cdc khoang déng bién, nghich bi€n ciia ham s6.
2. Ap dung

Vi du 3. Xét su dong bién, nghich bién ciia ham s6

13 149
=—x —=x"-2x+2.
y 31

Giai. Ham sé xdc dinh v6i moi x e R. Taco

. ; [—*’ =-1
y=x"-x-2,y=0&
x =2
Bang bién thién
¥ |—c0 -1 2 +00
y + 0 - 0 +
19 +00
y / 6 \ _i /

Vay ham s6 déng bién trén cdc khodng (—o0 ; —1) va (2 ; +0), nghich bién

trén khoang (-1 ; 2).
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x—1
Vidu 4. Tim céc khoang don diéu ctia ham sG y = —

x+1
Gidi. Ham s6 xéc dinh véi moi x # —1. Ta cé
i XED={x=1) _ 2
PTGt Gl
¥ khong xdc dinh tai x = 1.
Bang bién thién
X —o0 -1 +a0
y' + +
y +co 1
1/ —ao/

Vay ham s6 d6ng bién trén cdc khoang (oo ; —1) va (-1 ; +o).

Vi du 5. Ching minh ring x > sinx trén khoang (U : g] bang cdch xét
khoang don diéu cia ham s6 f{x) =x — sin x.

Gidi. Xét ham s6 f(x) = x — sin x [0 £x< g] ta c6

f'(x)=1-cosx =0 (f(x) =0 chi tai x = 0) nén theo chd ¥ trén ta cé f(x)

dong bién trén nira khodng {0 : g]

Do dé, v6i 0 < x < g ta c6 flx) = x — sinx > {0) = 0

hay x > sin.x trén khoang [0 : %] :

Bai tap
Xét su dong bién, nghich bi€n ctia cdc ham s6 :
1
a)y=4+3x—-x*; b)y=§x3+3x2-7_r—2;
c)y= ™ 2.{2 +3; dy= - +x% -5,
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Tim cdc khoang don diéu cua cdc ham s6 :

2
3x+1 x° =2x
a)y= : b)y= ——;
l1—x 1—x
C)y=\l'.\'2 -x-20 ; d)y= 22x "
x° =9

X

Chimg minh ring ham s6 y = déng bién trén khoang (-1 ; 1) ;

x°+1
nghich bién trén cdc khoang (-0 ; —1) va (1 ; +o0).
Chitng minh ring him s6 y = Y2x — x> déng bién trén khoang (0 ; 1) va
nghich bién trén khoang (1 ; 2).
Chitng minh cic bat ding thirc sau :

3
a)tan x > x ({} <X < E) - b) tanx > x - (0 <x< E].
2 3 2

~

BAI POC THEM

TINH CHAT PON PIEU CUA HAM SO

Diéu kién d vé tinh chat don diéu cla ham s dudc ching minh dua vao dinh Ii
sau day.

DINH LI LA-GRANG

Né&u ham sé y = f(x) lién tuc trén doan [a ; b] va c6 dao ham trén
khoang (a ; b) thi tén tai mét diém ¢ < (a ; b) sao cho

fh)—flay= f'(c)h-a)

haY f.({'jzf(h)_f(u).
b—a
Minh hoa hinh hoc : 4
r‘n oa IF“l oc: fib)
Néu ham sé f{x) thod man céac gia thiét cla fic)

dinh Ii La-grang thi trén dé thi tén tai diém
C ma tiép tuyén tai dé6 song song voi day
cung AB (H. 6). fa)

Hinh 6 (7]
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HE QUA

NEu F'(x) = 0 v6i moi x thudc khodng (« ; b) thi F(x) bing hing s

trén khoang dé.
Chung minh. Xét diém c6 dinh x, e(a;b). V6i mBi xe(a;hb), cac gia thiét cla
dinh Ii La-grang dugc thod man trén doan [xy: x] (ho&c[x; xy1). Do d6 ton tai
diém ce (xp: x) (hodce e (x; X;)) sao cho F(x)-F( o) =F'(e)lx=x,). Vi ce(a;b)
nén F'(¢)=0. Vay

F(x)- F(xy)=0hay F(x)= F(x,) = const

trén toan khoang (a ; b).

DINH Li

Cho ham s6 y = f{x) c6 dao ham trén khoang (a ; b).

a) Néu f(x) > 0 véi moi x e (a ; b) thi ham s6 f{x) déng bién trén
khoang d6 ;

b) Néu f* (x) < 0 v&i moi x € (a ; b) thi ham s8 f{x) nghich bién
trén khoang dé.

Chung minh. Lay hai diém bat ki x,, x, (x, <x,) trén khodng (a ; b). Vi flx) c6 dao
ham trén khoang (« ; b) nén f{x) lién tuc trén doan [x,; x, ] va co dao ham trén khodng
(.r] P X ).

Theo dinh i La-grang, t6n tai mot diém ce(y:x,)c(a;h) sao cho
flxy)-f(x;)

.1'2 = _l'l

)= . Tudé suy ra:

a) Néu f'(x) > 0 voi moi x € (a ; b) thi f(¢) > 0 nén f(x3)> f(x). Do d6, fix) déng
bién trén khoang (a ; b).

b) Néu £(x) < 0 véi mgi x & (a ; b) thi f'(c) < 0 nén f(x,)< f(x,). Do d6, A(x)
nghich bién trén khoang (a ; b). .|

BAN CO BIET

LA-GRANG (J. LAGRANGE)

La-grang la nha toan hoc Phéap, xuét than trong mét gia
dinh giau cé, nhung trd nén khanh kiét khi éng tudng nhu
sdp dugc thira ké gia san. Tuy nhién, vé sau 6ng xem tai
hoa nay la mét diéu may man.

J. Lagrange

11
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Ong néi : "Néu dugc thirta ké mot tai san thi chac la téi khéng danh ddi minh cho
toan hoc".

Ong ndi La-grang 1a ngudi Phap, ba ndi 1a ngui Hali-a. Ca gia dinh 6ng dinh cu & Tu-rin
(tht phll clia xit Pi-é-méng (Piémont) thuée I-ta-li-a).

La-grang dudc clf lam gido su toan hoc & Trudng Phao binh Hoang gia Tu-rin
nam 19 tudi. T4t ca cac hoc trd déu 16n tudi hon 6ng. Clng v6i nhitng hoc tré uu
ta clia minh, La-grang da lap ra Héi nghién cltu, tién than cta Vién Han lam khoa
hoc Tu-rin. Tap bao cao dau tién cla Hoi xudt hién nam 1759 khi 6ng 23 tudi.
Phan 16n nhiing cong trinh tét nhat cong bé trong tap san dau nay 1a clha La-grang,
dudi nhiéu but danh khac nhau.

O tudi 23, La~grang dudc coi 1a nha toan hoc ngang hang vdi nhiing nha toan hoc 16n
nhét thai bay gio 1a O-le (Euler) va cac nha toan hoc ho Béc-nu-li (Bernoulli).
Theo I8 gidi thiéu cta O-le, ngay 2-10-1760, khi méi 24 tudi, La-gr&ng dugc bau
lam Vién s nudc ngoai clia Vién Han 1am khoa hoc Bec-lin. Vé sau, O-le va
Da-lam-be (d'Alembert) con van déng vua nudc Phd mai La-grang sang Béc-lin
lam nha toan hoc cla Triéu dinh.

Nam 1764, lic 28 tudi, La-grang dugc gidi thudng 16n vé bai toan binh déng cla
Mat Trang (la bai toan li gidi vi sao khi chuyén déng, Mat Trang ludn luén quay
mot mat vé phia Trai Dat).

Cac nam 1766, 1772, La-grang lién tiép nhan dugc cac giai thudng cia Vién Han
lam khoa hoc Pa-ri vé cac bai toan 6 vat thé, 3 vat thé.

Ngay 6-11-1776, La-grang dudc vua nuéc Phé - "vi vua I6n nhét chau Au" - don
tiép nong nhiét va dudc clr lam Giam doc Ban Toan Li ctia Vién Han Iam Bec-lin.

Nam 1787, Hoang gia va Vién Han lam Pa-ri don tiép ndng hau nha toan hoc Ién
La-gréng trd vé va cép cho éng mét can hé day da tién nghi trong dién Lu-vro
(Louvre, nay la vién bao tang 16n & Pa-ri).

Nam 1788, & tudi 52, 6ng cong bé kiét tac clia dai 6ng, bé "Co hoc giai tich", dé
tai ma éng &p U tir luc 19 tudi.

Nhé& su can thiép cla La-grang, ngudi ta da khéng thita nhan 12 thay cho 10 dé
lam cd s6 cho mét hé.

Ong lap gia dinh hai Ian. Ba vo ddu mat sém vi dau yéu. O tudi ngoai 50, La-gréng
séng ¢ don, sdu mudn. Nam 56 tudi, 6ng dugc mot thi€u nit, con gai ban 6ng la
nha thién van hoc Lo-mé-ni-& (Lemonier), yéu va ngd i muén két hén véi 6ng.
La-grang nhan 16i. C6 da danh ca cuéc ddi tré trung, tuoi dep clia minh dé cham
s6c 6ng, kéo 6ng ra khdi u sdu, thirc tinh noi 6ng long ham séng. Ong yéu tha
thigt va cam thdy khd sd mdi khi phai tam xa ba. Ong khang dinh rang ba vg tré
diu dang, tan tuy la giai thudng quy bau nhat trong moi gidi thudng clia ddi éng.
La-grang dugc toan thé nhan dan Phap tén vinh. C6 1&n, Ta-lé-grang (Tallegrand), mét
vi tuéng, da néi vai cha clia La-grang : "Con 6ng, ngudi con cla nhan dan Phap, sinh
ra & Pi-&-méng, da lam vinh du cho toan thé nhan loai bdi thién tai ciia minh".
La-grang méat ngay 10-4-1813, tho 77 tudi.
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CUC TRI CUA HAM 56

N Dua vao db thi (H.7 ; H.8), hay chi ra diém tai dé cac ham sé sau co gia tri 16n nhat
(nhé nhat)

a) y=—x" +1 trong khodng (- ;+x)

X 2 3 . I.f | 31 : (7’ J
b) y==(x-3)" trong cac khoang | —:=| va | =:4]|.
) ¥ 3 g g 2°3) 5

y b
b
1
/ \ LT O
] 0 1 x 3 oY
-2 1 .3 3 3 4 x
) 2 :
Hinh 7 Hinh 8
Xeét dau dao ham clia cac ham s6 da cho va dién vao cac bang dudi day.
X 00 0 +co X —C 1 3 +00
¥ ¥y
Y I y 4 +00
-0 —00 S U

DINH NGHIA
Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh va lién tuc trén khoang (a : b) (c6 thé
ala - ; bla +wo) va diém x, € (a; b).
a) Neéu t6n tai s6 h > 0 sao cho f(x) < flx,) v6i moi x € (xg—h;
X + /1) va x # x; thi ta n6i ham s6 f(x) dat cuc dai tai x;.
b) Néu tén tai s6 h > 0 sao cho f{x) > flx,) véi moi x € (xp—h ;

Xg+ /) vax # x thi tan6i ham s6 f(x) dat cuc tiéu tai x,.

13
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CHU Y

l. Néu ham s6 f(x) dat cuc dai (cuc tiéu) tai xy thi x, duoc
goi 12 diém cuc dai (diém cuc tiéu) clia ham s6 ; f(x)duoc
goi 14 gia tri cuc dai (gia tri cuc tiéu) cha ham s6, ki hiéu
Ia fep (for), con diém M(xy ;3 f(xp)) duge goi la diém cuc dai
(diém cuc tiéu) ctia dé thi.

2. Cdc diém cuc dai va cuc ti€u dugc goi chung 1a diém cuc tri.
Gia tri cuc dai (gi4 tri cuc tiéu) con goi 1a cuc dai (cuc tiéu) va
duoc goi chung l1a cue tri cia ham s6.

3. Dé dang chimg minh dugc rang, n€u ham s6 y = f(x) c6 dao
ham trén khoang (« ; b) va dat cuc dai hodc cuc tiéu tai x;thi

f.(.l'U:i= 0.

2
ﬂ@ié sUf f(x) dat cuc dai tai x,. Hay ching minh khdng dinh 3 trong chu y trén bang

s, o flx,+Ax)—f(
céch xét giéi han tf 56 20 A‘ T (%)
:

khi Ax — 0 trong hai trudng hgp Ax > 0 va

Ax<0.

I1 - PIEU KIEN DU PE HAM SO €O CUC TRI

3
ﬁ a) St dung d6 thi, hay xét xem cac ham sé sau day c6 cuc tri hay khéng.
* y==2x+1 ;

X

. y= :{_1' —3]1 {HB}
o |

b) Néu méi lién hé gilta su tén tai cuc tri va ddu cla dao ham.
Ta thira nhan dinh Ii sau day.

DINH Li 1

/_Gié st ham s6 y = fix) lién tuc trén khoang K =(xg — & ; xg + h)\
va ¢6 dao ham trén K hoac trén K \{ x,}, v6i h > 0.
a) Néu f'(x) > 0 trén khoang (x5 — /1 ; xp) va f'(x) < 0 trén
khoang (xg ; Xo + h) thi x, 12 mot diém cuc dai cia ham sé fix).
b) Néu f'(x) < 0 trén khoang (x; — £ 5 xp) va f '(x) > 0 trén
\khoéng (xg. %o + h) thi xo 12 mot diém cuc tiéu ctia ham s6 f(x). /

14
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X -’5[] i h _‘.” 'IIU + h X _1'{} —h _'I_'U .‘.'U + h

f(x) - = f(x) > -

Jx) / fep \ flx) \ /
fer

Vidu I. Tim cic diém cuc tri chia d6 thi ham s6 f(x) = <1,

Gidi. Taco f'(x) ==2x;f'(x) =0 x=0.

Bang bién thién

X |—co 0 +c0
fx) + 0 -
1
29 / \
—aD —c0

Tir bang bién thién suy ra x = 0 1a diém cuc dai ciia ham s6 va dé thi cla
ham s6 ¢6 mot diém cuc dai (0; 1) (H.7).
Vi du 2. Tim cic diém cuc tri ctia ham s6

y= L s ¥

Gidi. Tacé y=3x>-2x-1:

x =1
y=0« 1
X = ——,
3
Bang bién thién
1
X |- it 1 +0
3
y + 0 - 0 +
86

15
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[, ¥ l . -3 . - i . 3
Tl bang bién thién suy ra x = “3 la diém cuc dai, x = 1 1a diém cuc tiéu
cua ham s6 da cho.

Vi du 3. Tim cuc tri cia ham s6
3x+1

x+1°

Giai. Ham sd khong xdc dinh tai x = —1.

Tacéy' = = 5 >0 Vx#-1.
(x+1D

Vay ham s6 di cho khéng c6 cuc tri (vi theo khang dinh 3 cta Chu ¥ trén,
néu ham sé co6 cuc tri tai x; thi tai d6 y' = 0).

4
ﬁ(:himg minh ham sé y=|x| khéng c6 dao ham tai x=0. Ham s6 cé dat cuc tri tai
diém db khong ?
111 - QUY TAC TIM CUC TRI
Ap dung Pinh I 1, ta c6 quy téc tim cuc tri sau day.
QUY TAC
1. Tim tap xdc dinh. Tinh f'(x).
2. Tim cdc diém tai d6 f'(x) bang 0 hoac f'(x) khong xéc dinh.
3. Lap bang bién thién.
4. Tir bang bién thién suy ra cdc diém cuc tri.

5
ﬁﬁp dung quy téc |, hay tim cac diém cuc tri cia ham sé
£ = x(x? =3).
Ta thira nhdn dinh Ii sau day.
DINH LI 2

Gia sir ham s6 y = f(x) c6 dao ham cdp 2 trong khoang
(xo —h;xg+h),véih>0.Khido:

a) Néu f'(xg) =0, f"(xp) > O thi xg 12 diém cyc tiéu ;

b) Néu f'(xy) =0, f"(xg) <O thi x, 1 diém cuc dai.

16
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Ap dung Pinh 11 2, ta c6 quy tic sau day dé tim cdc diém cuc tri ctia mét ham s6.
QUY TACI
I. Tim tép xdc dinh. Tinh f'(x).
2. Giai phuong trinh f'(x) = 0 va ki hiéu x; (i = 1, 2, ...) 2 cdc
nghiém cua né.
3. Tinh f"(x) va ¥ %)
4. Dua vao ddu ctia f"(x;) suy ra tinh chét cuc trj ciia diém x; .
Vidu 4. Tim cuc tri ciia ham s6

4
fx) = % Ly

Gidi. Ham s6 xdc dinh véi moi x € R.

)= Tt
['(£2)=8>0= x;3 =121 hai diém cuc tiéu ;

f"(0)=-4 <0 = x; =01a diém cuc dai.
Két luan

f(x) dat cyc ti€u tai xp 3 =+ 2 va frr = f(+ 2) = 2.
f(x) dat cuc dai tai x; =0 va f, = f(0) = 6.
Vidu 5. Tim céc di€m cuc tri ctia ham s6 f(x) = sin2x.

Giai. Ham s6 xdc dinh véi moi x € R.

F'(x)=2¢c082x; f'(x) =0 2 = g tinex= g+ fg (!l eZ).

f"(x) = —4sin2x.

—4 néu | =2k
f"’(E+.-'E = ~4sin| =+ In| = nc‘u (keZ).
4 2 2 4 néu [ = 2k+1

2.GIAITICH 12-A
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Két ludn
X = -Z— + knt (k € Z) 1a céc diém cuc dai ciia ham s6.

x= %fr—t + kn (k € Z) 1a cdc diém cuc tiéu cua ham s6.

Bai tap
Ap dung Quy tic I, hay tim cdc diém cuc tri cha cdc ham s6 sau :

a)y=2x3+3x2~36,\'—10; b)y=x4+2x2_3;

c}y:.r-f--l—; d}y=x3(l—x)2;
X

e)y=vx> —x+1.

Ap dung Quy tac II, hay tim cic diém cuc tri cha céc ham s6 sau :
a)y= £ 2).'2 +1; b) y =sin2x — x ;

¢) y = sinx + Cosx ; d)y= .1'5 —x? = 2x+1.

Chitng minh ring ham s6 y = Ji?l khong c6 dao ham tai x = 0 nhung vén
dat cuc tiéu tai diém dé.
Chimg minh ring v6i moi gi tri ciia tham s6 m, ham s6
y = X —mx? —2x+1
lu6n luon cé6 mot diém cuc dai va mot diém cuc ti€u.
Tim a va b dé cdc cuc tri cua ham sé

y = %(12)‘_3 +2ax? -9x+b

% 5 - 2 .
déu 1a nhitng s6 duong va xg = =2 1a diém cuc dai.

x2+mx+]

Xic dinh gi4 tri cha tham s6 m dé ham s6 y = —————— dat cuc dai
x+m

tai x = 2.
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GIA TRI LON NHAT VA
GIA TRI NHO NHAT CUA HAM S6

I - PINH NGHIA

Cho ham s6 y = f(x) xédc dinh trén tap D.
a) S6 M dugc goi la gia tri 16n nhat cha ham s6 y = f(x) trén
tap D néu f(x) < M véi moi x thuéc D va tén tai Xg € D sao

cho f(xy) = M.
Ki hiéu M = max f(x).
D

b) S6 m dugc goi la gia tri nho nhat cha ham s6 y = f(x) trén
tdp D n€u f(x) = m v6i moi x thudc D va ton tai x; € D sao

cho f(xy) = m.

Ki hiéum = min f(x).
D

Vidu 1. Tim gia tri nho nhét va gid tri 16n nhét cia ham s6

1
y=x-5+-—
X

trén khoang (0 ; + ).
] X

Gidi. Trén khoang (0 ; 4+0), ta c6 y'=1- .t

Bang bién thién
X 0 1 +0
y’ - 0 +

Tir bang bién thién ta thdy trén khoing (0 ;+0) ham s6 cé gi4 tri cuc tiéu
duy nhdt, d6 ciling 1a gié tri nh6 nhat cia ham sd.
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Vay min f(x) =-3 (tai x = 1). Khong tén tai gid tri 16n nhét cua f(x)
(0;+m)

trén khoang (0 ;+c0).

I - CACH TINH GIA TRI LON NHAT VA GIA TRI NHO NHAT
CUA HAM SO TREN MOT POAN

1
ﬁ Xét tinh déng bién, nghich bién va tinh gia tri I6n nhét, gia tri nho nhét cla ham S0 :
a)y= % trén doan [-3; 0] ;

x+1
b) y= 17 trén doan [3 ; 5].
-

1. Dinhli

Moi ham s6 lién tuc trén mot doan déu c6 gid tri 16n nhat
va gid tri nho nht trén doan do6.

Ta thira nhan dinh li nay.
Vi du 2. Tinh gid tri nho nhét va gid tri 16n nhét clia ham s6 y = sinx.

a) Trén doan E;?—:II k
6 6

b) Trén doan [g En} :

Giai

Hinh 9
20
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Tir d6 thi cia ham s6 y = sinx (H.9), ta thdy ngay :

a)TréndoanD:[E; jﬁ} ta co
6 6
,(E _lvv[EJ_l-y?_“ |
L6/ 3 TLa) - g fe g
Tu do maxy:l;minyz*l.
D D 2
b) Trén doanE:[g; 21{] tacod

y[zJ—é-_y@

-1.

Il
—_
e
e
[FS ]
A
o T,
I
ok
et
—
=)
=]
R
Il
e

Viay maxy=1; min
E E

Quy téc tim gia trj 16n nhat, gia tri nhé nhat cha ham sé lién tuc

trén mot doan

2

x> +2néu-2<x<1

Cho hamsé y= -
X néul<x<3

W e ——————

c6 d6 thi nhu Hinh 10. Hay chi ra gia tri
I6n nhat va gia tri nhd nhat clia ham sé
trén doan [-2 ; 3] v& néu cach tinh.

o

Hinh 10

NHAN XET

Néu dao ham f'(x) giit nguyén dau trén doan [a ; b] thi ham s6
déng bién hoidc nghich bién trén ci doan. Do d6, f(x) dat duoc
gia tri 16n nhét va gid tri nho nhét tai cac ddu miit cha doan.
Néu chi ¢6 mot s6 hiru han cdc diém x; (x; < x;,;) ma tai dé
f'(x) bang 0 hodac khéng xic dinh thi ham s6 y = f(x)don
diéu trén moi khoang (x;;x;,,). R0 rang gid tri 16n nhat (gia
tri nho nhat) cha ham s6 trén doan [a ; b] 12 s6 16n nhit (s6
nho nhét) trong cédc gia tri cua ham s6 tai hai ddu mit @, b va
tai cdc diém x, n6i trén.
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Quy tic

1. Tim cdc diém xj, x5,..., X, trén khodng (a ; b), tai dé f'(x)

béing 0 hoic f'(x) khong xdc dinh.

2. Tinh fla), f(x;), f(x3),..., f(x,), fib).

3. Tim s6 16n nhat M va s6 nho nhét m trong cic s6 trén. Ta c6

M =max f(x),m = min f(x).
[a; b] la; b]
CHU Y

Ham s6 lién tuc trén mot khoang c6 thé khong c6 gid tri 16n

nhat va gid tri nho nhét trén khoang d6. Chang han, ham s6
1 ; : : ; : "

f(x) =— khong cé gid tri 16n nhat, gia tri nhé nhat trén
X

khoang (0 ; 1). Tuy nhién, cling c6 nhilmg ham s6 c6 gid tri

I6n nhat hodc gié tri nho nhat trén mot khoang nhu trong Vidu 3
dudi day.

Vi du 3. Cho mot tdm nhom hinh vuéng canh a. Ngudi ta cit & bén géc bon
hinh vuéng bing nhau, réi gap t4m nhom lai nhu Hinh 11 d€ duoc mot cdi hop
khéng nip. Tinh canh ctia c4c hinh vuéng bi cit sao cho thé tich ctia khéi hop
la I6n nhat.

)

8

/)

Hinh 11

Gidi. Goi x 1a canh cta hinh vu6ng bi cit.
R6 rang x phai thoa man diéu kién 0 < x <§.
Thé tich cia khéi hop la

V(x) = x(a — 2x)° {0 <x< "—Z‘J
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Ta phai tim x; € (0; —gj sao cho V(x) c6 gid tri 16n nhit.
Tacod V'(x) =(a- 2,1r)2 + x.2(a—=2x).(=2) = (a - 2x)(a — 6x).
, a
Trén khoang [D : Ej, taco
Vi) = ey = -{{.
6
Bang bién thién

X 0

i = 0
N R

V() +

Vix) / ? \

Tir bang trén ta thdy trong khoang [(} : %] ham s6 c6 mot diém cuc tri duy

nhdt la di€ém cuc dai x = {E nén tai d6 V(x) c6 gia tri 16n nhat :

2a°
max V(x) = —.
[ a 27
0; —J
2
3
L&p bang bién thién clia ham s6 £(x) = ——— .
1+x°

Tir d6 suy ra gia tri nhd nhat cla f{x) trén tap xac dinh.

Bdi tap
Tinh gia tri 16n nhat, gid tri nho nhat cua ham s6 :
a) y = x> — 3x> — 9x + 35 trén c4c doan [~4 ; 4] VA [0; 5] ;
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b) y =x" = 3x% + 2 trén céc doan [0; 3] va[2;5];

c) 'y = ? trén cdc doan [2; 4] va [-3; -2];

P

d) y =5 —4xtrén doan [-1 ; 1].

Trong s6 cdc hinh chir nhat cung ¢6 chu vi 16 cm, hdy tim hinh chit nhat c6

dién tich 16n nhat,

Trong tat ca cdc hinh chir nhét cling c6 dién tich 48 m?, hdy xdc dinh hinh

chir nhat c6 chu vi nho nhat.

Tinh gia tri I6n nhét cua cac ham s6 sau :
4

1+ x

a) y= b)y= 4x - 3x%,

2 ?
Tinh gid tri nhoé nhat cia cdc ham s@ sau :

a)y=|x|; b) _V=,l‘+—4-.~(_‘t'>0).
X

BAI POC THEM

CUNG LOI, CUNG LOM VA PIEM UON

1. Khai niém vé cung 18i, cung 18m va diém uén
Xét db thi ACB clia ham s6 y = f(x) biéu dién trén Hinh 12.
Gia sl dé thi c6 tiép tuyén tai moi diém.

¥y A
; B
A G i
0 a c b x
Hinh 12
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Tai moi diém clia cung AC , tiép tuyén luén ludn & phia trén clia AC . Ta

néi AC la mot cung 16i. Néu « 1a hoanh db clia diém A, ¢ 14 hoanh dé
ctia diém C, thi khoadng (« ; ¢) ) ducc goi la mét khoang 18i ciia dé thi.

Tai moi diém ciia cung CB , ti€p tuyén luén luén & phia dusi cliaCs .

Ta néi CB Ia mt cung 18m. Ki hiéu b 14 hoanh db ciia diém B thi
khoang (c ; b) dugc goi Ia mot khoang 18m ciia dé thi.

Diém phan cach gilta cung 16i va cung I6m dugc goi Ia diém udn cla
dé thi. Trén Hinh 12, C 1a mot diém udn.

CHUY
1. Tai diém udhn, tiép tuyén di xuyén qua dé thi.
2. Trong mét s6 gido trinh, nhat I1a gido trinh Giai tich toan hoc &
Bai hoc, ngudi ta goi AC trén Hinh 12 14 cung 16m va CB 1a cung I6i.
2. Dau hiéu 18i, 16m va diém udn
Ta c6 hai dinh Ii sau day.

DINH Li 1

Choham s6 y = f(x) c6 dao ham cép hai trén khoang (a ; b).

Néu f"(x)<0 véi moi xe(a:h) thi dd thi clla ham sé 16i trén
khoang d6.

NEu f"(x)>0 véi moi xe(a:h) thi dé thi clia ham sd 16m trén
khoang dé.

DINH Li 2

Cho ham s6 y=f(x) c6 dao ham c&p hai trén khoang (a ; b)
Vé.rue(u;h). Néu f"(x) d8i dau khi x di qua x, thi diém
My (xy 5 f(xp)) 12 diém ubn clia d6 thi ham sé da cho.

0

3. .&p dung

Vi dy 1. Tim cac khoang 18i, 16m va diém uén cla dé thi cac ham s6 :
a)y=x; b) y=-sinxtrén doan [0 ; 2x].

Gidi

a) Téap xac dinh : R.
Tachd y'=5x%, y"=2043.

Bang xét ddu y"
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X —Q0 0' +a0 y n
V" i 0 -
Pé thi cta L& Diém uén e
ham sé 00 ; 0) )
Vay dé thi ham s& 16i trén khoang (<o ; 0), I6m
trén khoang (0 ; +w). Diém O(0 ; 0) 1a diém ubn —-
clia d thi ham sé (H.13). 0 %
b) Ta co
y'=—cosx, y"=sinx.
Bang xét dau y"
X 0 s 2n
inh 13
7 . 0 - Hinh 1
P4 thi cia L3 Diém uén Léi
ham sé oM  A(n;0) 2
Vay trén doan da cho, d6 thi ham sé I6m trén YA

khoang (O ; =), 16i trén khodng (n ; 2x). Diém
A(r ; 0) 1a diém uén cla db thi ham so (H.14).

0 .’ T ?.TE\ _j‘:
-1+
Hinh 14
Vi du 2. Tim cac khoang 16i, 1om clia dé thi ham s6
x+1
y= :
: x—1
Giai. Tap xac dinh : R \{1}.
2 p : e .
y == —, xac dinh véi moi x =1 ;
(x=1)
y" = , Xac dinh véi moi x = 1.
- T - -
(x—=1)
Bang xét ddu y"
X —00 1 +00
— 1
Pé thi cia ham s6 Lé&i Lom

Vay dé thi clia ham s6 16i trén khoang (—e ; 1) va Iom trén khodng (1 ; +).
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(D6 thj khong c6 diém ubn vi ham s6
khéng xac dinh tai diém x = 1).

Hinh 15

DUONG TIEM CAN

I - DUONG TIEM CAN NGANG "

% 1
Cho ham sé
2

Néu nhan xét vé vi tri cac dudng _“\'l
théng y = —1 va x = 1 so véi dé thi -2
ciia ham sé.

Hinh 16
Vidu I. V& d6 thi ciia cac ham s6

)= <+2, g0 =2
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Néu nhéin xét vé d6 thi cia hai ham s6 do6 va cdc giéi han

lim [f(x) - g(x)], lim [f(x) - g(x)].

X—r+0 X——00
ST e S g S g g _, 1 i 2
Gidi. Tinh tién dé thi cia ham s6 y = — song song v6i truc Oy 1én trén 2
X
don vi, ta duoc dé thi ciia ham s6

f(x)= l + 2.
X

Ki hiéu M, M" 1an luot 1a céc diém thudc d6 thica f(x) = —+2 va g(x) =2
i

c6 cung hoanh doé x (H.17). Khi | x| cang 16n thi cic diém M, M' trén cic dé
thi cang gan nhau.

Taco
L e : { 1 = +H
lim [f(x)-g(x)]= lim |[[—+4+2|-2|= lim —=0.
v —3 0 x4\ X x—r+oc X
Tuong tu, lim [f(x) - g(x)] =0.
X —»—0
Dod6é lim [f(x)—g(x)]= lim [f(x)—g(x)]=0.
X —»+00 X =—3—00
ya
&ﬁ;)z%u
H M
By
i (C)
1 glx)=2
e g L r*
Hinh 17

CHU Y

Néu lim fix)= lim fix)=/taviétchungla lim f(x) =1

X —=»+0 X=—p—00 X—3100
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DINH NGHIA

Cho ham s6 y = f{x) xdc dinh trén moét khoang v6 han (la
khoang dang (a@ ;+w), (- ; b) hoic (—oo ;+0)). Duong
thing y = y, 12 duomg tiém can ngang (hay tiém cin ngang)
cua dé thi ham s6 y = f{x) n€u it nhdt mot trong cdc diéu kién
sau duoc thoa man

lim fix) =y, lim f(x)=y,:

X—»+30 X——0

Trong Vi du 1, dudng thang y = 2 12 tiém can ngang ciia dudng hypebol

1
y=—+2.

X
Vidu 2. Cho ham s6
1
fix)=—=+1

Jx
xéc dinh trén khoang (0 ; +o0).
D6 thi ham s6 c6 tiém can ngang y = 1 vi

Iim f(x)= lim | —=+1 ] =
l.'—>+a:nf X )w'\-\.’/_ /

I - PUONG TIEM CAN PUNG

2

. TR o . L B 3 ; :
Tinh Imh(++2)' va néu nhan xét vé khoang cach MH khi x — 0 (H.17).
L X

DINH NGHIA

Pudmg thing x = x; dugc goi 1a dudng tiém can ding (hay tiém
can dimg) ctia dé thi ham s6 y = f{x) néu it nhat mot trong cac
diéu kién sau dugc thod man

lim f(x) =400, lim f(x)=-w,

X=X Y=g
lim f(x)=-w0, lim f(x)=
I—).T[; e \'ﬂ
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Vi du 3. Tim céc tiém can ding va ngang cta dé thi (C) cia ham s6

x =1

y= :
x+2

; - . x—1
Gidgi. Vi lim | - —o0 (hodc lim :
x-2* X +2 x-2" X +2

x = -2 la tiém c4n dimmg cia (C).

= 4+0) nén dudng thing

Vi lim — L =1 nén dudng thing y4
x—>i0 X + 2
y =1 1a tiém c4n ngang cua (C).
Pé thi cia ham s6 duge cho trén
Hinh 18.
1 b ekl
O /——_——‘ >
-2 11 X
Hinh 18 NS
. F o 25t Gixd
Vi du 4. Tim tiém can ding cua do6 thi ham s6 y = S
-
B i i
Gigi Vit A X e ciops mm S EP = Cah e
N 2x -3 (3]— 2x -3
x| = x| =
Z) 2

dudng thing x = % 12 tiém can ddng cta d6 thi ham s6 da cho.

Bai tap

Tim cédc tiém can ctiia d6 thi ham s§ :

a)y = ’
24 2—x x+1

_ A=Y 7
T

c)y
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2. Tim cdc tiém cin ding va ngang cta d6 thi ham s6 :

2—-x .'2+_'+]
a)y: 5 : b)y:‘—‘z;
9—x 3-2x-5x
2 a. ;
C)y:_x 3.1+2; d)\-’:\f:—‘rl

x+1 ’ J;_l'

KHAO SAT SU BIEN THIEN VA
VE PO THI CUA HAM S8

I - SO PO KHAO SAT HAM SO
1. Tap xac dinh

Tim tap xdc dinh cia ham s6.
2. Su bién thién

* Xét chiéu bién thién ctia ham s6 :
+ Tinh dao ham y';
+ Tim cdc diém tai d6 dao ham y' bang 0 hodc khong xéc dinh ;

+ Xét ddu dao ham y' va suy ra chiéu bién thién clia ham s6.
* Tim cuc tri.

* Tim cdc gi6i han tai v6 cuc, cdc gidi han vo cuc va tim tiém cén (néu co).

* Lap bang bién thién. (Ghi cic két qua tim duogc vao bang bi€n thién).
3. D6 thi

Dua vao bang bién thién va cdc yé&€u t6 xac dinh & trén dé vé dé thi.
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CHUY

1. Néu ham s6 tudn hoan v6i chu ki T thi chi cdn khao sét su
bién thién va vé& dé thi trén mot chu ki, sau do tinh ti€n dé thi
song song vdi truc Ox.

2. Nén tinh thém toa d6 mot s& diém, dic biét 1a toa do céc
giao diém ctia dé thi v6i céc truc toa do.

3. Nén luu ¥ dén tinh d6i xiing chia d6 thi dé vé cho chinh xdc.

I1 - KHAO SAT MOT SO HAM PA THUC VA HAM PHAN THUC

1
ﬁ Khao sét su bién thién va vé do thj clia cac ham s6 da hoc s
y=ax+h, y= ax’ + bx + ¢

theo so do trén.
s r 3 2
1. Hamsoy=ax" +bx" +cx+d (a#0)

Vi du 1. Khao st su bién thién va vé do thi cia ham s6 y = a3t 4,
Giai
1) Tap xdc dinh : R.
2) Su bién thién
* Chiéu bién thién
y = 3% + 6x = 3x(x + 2l s
y =0 @["— e

X =

Trén cic khodng (-0 ; =2) va (0 ; +0), y' > 0 nén ham s6 dong bién.
Trén khoang (-2 ; 0), y' < 0 nén ham s6 nghich bién.

* Cuc tri

0.

i

Ham sé dat cuc dai tai x = -2 ; yop = y(-2)

Ham s6 dat cuc tiéu tai x =0 ; yor = y(0) = 4.
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* Céc gidi han tai vo cuc

. : 3 3 4)
lim y= lim x'|14+>=-= —J = —00,
X —»—00 X = =0 k| X"
3
lim y= lim ©|1+=— —4—) = 400,
X —>+0 X— 400 X 1% /J
* Bang bién thién
X | —o0 -2 0 +00
Y + 0 _ 0 +
0 +c0
3) b6 thi y4
Vit 432 -4 =(x- 1)(x+2)% =0 I
X =-=2 1 _.:
-
x=1

nén (-2 ; 0) va (1 ; 0) 1a giao diém cha dé
thi véi Oux.

Vi y(0) = —4 nén (0 ; —4) 1a giao diém cua
do6 thi v6i Oy. Diém dé ciing 1a diém cuc
ti€u clia dé thi.

D6 thi cia ham s6 duoc cho trén Hinh 19. Hinh 19
Licu y. DO thi clia ham s6 bac ba da cho c6 tam d6i xing 1a diém 7 (H.19).
Hoanh d¢ cla di€m / 12 nghiém cta phuong trinh y” = 0.

N\ Khdo sat su bién thién va vé dé thi clia ham s8 y = - + 32” — 4. Néu nhan xét vé
d6 thi clia ham sé nay véi dé thi clia ham s6 khio sat trong Vi du 1.

Vidu 2. Khdo sit su bién thién va vé dé thi ciia ham s6
A 2
y==x +3x“"-4x+2.

Gidi
1) Tap xdc dinh : R.
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2) Su bién thién
* Chiéu bi€n thién
Viy=-3+6x-4=-3x-1°-1<0véimoixeR,
nén ham s6 nghich bién trén khoéng (-0 ; +o0). Ham s6 khong c6 cuc tri.

* Gidi han tai vo cuc

_ i B o AN
lim y= lim —.1'?’{1—_—;+—2—?”:_co.

X =00 X —>»+a0

. ‘ 3 3 4 ‘2
im y= M |=X|l=——dse——]| =40,
X—p— Y —3—00 X _‘_2 v

* Bang bién thién

400
-.‘I \
—00

| 3) Do thi
P4 thi ctia ham s6 cit Ox tai (1 ; 0), cit Oy tai (0; 2).
D6 thi ctia ham s6 duge cho trén Hinh 20.

\1@

2

Hinh 20
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Dang cua do thi ham s6 bac ba y = ax® + bx* + cx +d (a # 0)

a>0 a<0

Phuong trinh
y'=0 \

c6 hai nghiém 7 o‘ e \Q‘/ e
phén biét

»4 y
Phuong trinh J K
y=0 /"

c6 nghiém kép [o X 0 \ x
. Y
Phuong trinh
.Vl =~ U
vo nghiém 5 / - 0| x

3

3
Khao sat su bién thién va vé dé thi clia ham s y= IT —x“ +x+1.

Ham sfiy:ax4+bx2+c(a:t0)

Vi du 3. Khdo st sy bién thién va vé d6 thi ctia ham 6 y = x* — 2x% — 3,
Gidi

1. Tap xdc dinh : R.

2. Su bién thién

* Chiéu bién thién

xr=1]
' 3 ; 2 i P -
Yy =4x —dx = 4x(x -D;y'=0& |x=-1

x =0,
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Trén cac khoang (=1 ; 0) va (1 ; +), y' > 0 nén ham s6 dong bién.
Trén céc khoang (-0 ; —1) va (0 ; 1), y' <0 nén ham s6 nghich bién.
¢ Cuc tri

Ham s& c6 hai cuc tiéu tai x = £1 ; yor = y(£1) = —4.

Ham s6 c6 mot cuc dai tai x =0 ; yop = y(0) = 3.

* Gidgi han tai vo cuc

, . 3
lim y= lim .x‘4[l—%——4 = +00,
X—»—0 X —»—a0 % X
2
lim y= lim P R —3— = +00.
X—r400 X =P+ \-2 1-4
* Bang bién thién
X —0 -1 0 1 +0
y' - 0 + 0 - 0 +
‘ +o0 -3 +00
y \‘ 4 / \ 4 /
3. b6 thi Y4
Ham s6 da cho 12 ham s6 chan, vi ) \ -1

T

y(=x) = (=x)* = 2(=x)* - 3
T G, [, (P y(x).
Do dé, dé thi nhan Oy lam truc déi xding.
D6 thi cit truc hoanh tai cdc diém (v3;0)
va(=v/3; 0), cét truc tung tai diém (0 ; —3) (H. 21).

Hinh 21
4

Khao sat su bién thién va vé dé thi cia ham s6 y = —x* +2x* +3,

Bang dé thi, bién luan theo m s& nghiém cla phuong trinh 122 43=m.

Vi du 4. Khio sét su bién thién va vé dé thi cia ham s6
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Giai
1. Tap xdc dinh : R.
2. Su bién thién
* Chiéu bién thién

y = 2 —2x = —2."{.\'2 +1);y=0x=0.
Trén khoang (-2 ; 0), y' > 0 nén ham s6 dong bién.
Trén khoang (0 ; +), y' < 0 nén ham sé nghich bién.
* Cuec tri

Ham s6 dat cuc dai tai x = 0, yop = y(0) =

| W

Ham s6 khong ¢6 diém cuc tiéu.

* (Gidi han tai vo cuc

: : 4 1 1 3
lim y= lim o BN - — || = —00,
x—ytoo x—towo 2 x 2 2 _1-4

* Bang bién thién

x | 0 +00
y + 0 -
3
y / 2 \
3. D6 thi
Ham s6 da cho la ham s6 chin vi ¥4
(-0 2 3

. 3
¥(—x)=-— - {—.t’)2 +—=—-———x"+ e y(x).

2
2 2 2 3
Do d6, dé thi nhan Oy lam truc d6i xing. /\
> .

Mit khéc, y=0 < —x*' ~2*+3=0

(=D +3)=0 e x==1,

D6 thi cat truc hoanh tai céc diém (-1 ; 0) va (1 ; 0),

ct truc tung tai diém (0 ; %) (3. 22).

Hinh 22
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Dang cua do thi ham so y = ax* +bx? + ¢ (az0)

a>0 a<0

Phuong trinh
y=0

c6 ba nghiém /“\ :
phan biét \/0 \_/ X ’ 0 \ v

Phuong trinh
y'=0 \ ) / \
c6 mot 0 X 0 X
nghiém X \

)%5

L&y mét vi du vé ham s& dang y=ax® +bx% +¢ sao cho phuong trinh y' = 0 chi c6

mot nghiém.

5. Ham o8 y=222 ¢ abiad-Besl)
cx +d

-x + 2

Vi du 5. Khao sét su bién thién va vé d6 thi cia ham s6y = =
X +

Giai

1. Tap xdc dinh : R \ {-1}.

2. Su bién thién

A{x4+1)—{-x4+2) -3 .
c+D? @+

* Chiéu bién thién y' =

y' khong xdc dinh khi x = —1; y' luén luén am véi moi x # —1.
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Véy ham s6 nghich bién trén cac khoang (=0 ; —1) va (=1 ; +c0).
* Cuc tri

Ham s6 da cho khong ¢6 cuc tri.

i A ; -x+2
* Tiém cin lim y= Ilim = —00,
PR =] ]
2 ; -x+2
lim y= Ilim = 400,
x——1* x=3=1" X +]

Do d6, dudng thang x = —1 1a tiém can dimg.

lim y= lim X -1.
x—»to0 x—=iw X +1
Vay dudng thing y = —1 1a tiém cin ngang.
* Bang bién thién
X —00 -1 +o0
y' _ -
y |-l +00
\_m \ %
3. D6 thi ’

DG thi cit truc tung tai diém (0 ; 2) va cét truc
hoanh tai diém (2 ; 0) (H. 23).

Luwu y. Giao diém cta hai tiém can 1 tam

2.
déi ximg ctia dé thi. : \

Hinh 23
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Vidu 6. Khao sdt su bién thién va vé dé thi cia ham s6

x =2
y = ——o.
T 2x+1
Giai
1. Tap xdc dinh : R \ J——I~|
- | i i . 1 2} .
2. Su bién thién
* Chiéu bién thién
P drdt=Yr~F) - 5
' (2x + 1) e sl
y' khong xic dinh khi x = —?I
1

y' ludén luén duong véi moi x = ——.
: = ' o)

i J \

T - L 1 )
Vay ham s6 dong bién trén cic khoang | —oo; — = | Mg 1J
k \

* Cuc tri
Ham s6 da cho khéng cé cuc tri.

* Tiém can

-2
lim y = lim = 40 ;
! I Y f ] b 2'-- + 1
x| — x—| —
LY \ 21'1
; z x=2
Im y= Ilm ——=-w
f 1 + { v LX + ]
.x—>| —— | x| == |
L1 20 \
. : . == S
Do d6, duong thang x = e 1a tiém can dung.
. . x—=2 1
Im y= lim ——=—,
X—» 100 3t 2x +1 2

Vay duong thing y = — 12 tiém cn ngang.

L
2
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* Bang bién thién

1
X —0 - +00
2
3 - +
+00 1
Y 1 / / 2
2 —00
3. Do thi

Do thi cit truc tung tai diém (0 ; —2) va
cat truc hoanh tai diém (2 ; 0) (H. 24).

ta]—
Y

Hinh 24
- TR ” ax + b
Dang cua do thi ham sé y =

(c#0,ad - bc#0)

cx +d
D=ad —bc>0 D=ad —be <0
ny Y4
P >
Qo ——x
—ﬂ'---—__#
(// X 4\
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I11 — SUTUONG GIAO CUA CAC PO TH]
6D, 6
/"% Tim toa do giao diém ciia dé thi hai ham s6
y= v +2x -3,
y= —.1'2 —-x+2,
Gia str ham s6 y = f{x) c6 dé thi 1a (C,) va ham s6 y = g(x) c6 do thi 1a (Cy).
Pé tim hoanh do giao diém ctia (C,) va (C,), ta phai giai phuong trinh f{x) = g(x).
Gia sir phuong trinh trén c6 cdc nghiém 1a xg, x;, ... Khi dé, céc giao diém
cia (C)) va (Cyp) 1a My(xy : fixg)), My (x (6 99 ) WIS

Vi du 7. Chimg minh riang dé thi (C) cua ham s6

x—1

x+1
luon ludn cit dudng thing (d) : y = m — x v6i moi gid tri cua m.

Gidi. (C) luon cat (d) n€u phuong trinh

x—1
=m-x (1)
x+1
c6 nghiém véi moi m.
Ta co
| !\- —1=(x+)(m=-x)
=m-—X <
x+ 1 [x = -1
2 +@2-mx-m-1=0. (2)
&~
x #= -1
Xét phuong trinh (2), ta c6 A =m? + 8 > 0 v6i moi gid tri cha m va x = -1

khong thoa man (2) nén phuong trinh luon c6 hai nghiém khédc —1. Vay (C)
vi (d) luén cit nhau tai hai diém.

Vidu8
a) V& do thi ciia ham sé

3 2
y=x +3x" -2
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b) Sir dung d6 thi, bién luan theo tham sé m s6 nghiém cua phuong trinh

P+ 3¢~ =m (3)
Giai y4
ay'= 3x” + 6x
o P 2
y=0&x=0,x=-2. /\ » }
D6 thi c6 diém cuc dai 14 (-2 ; 2) va diém / ! \ - /
cuc tiéu 1a (0 ; -2). -2 -1\ o x

D6 thi cia haim s6 y = X432 -2 duogc
biéu dién trén Hinh 25.

-2
b) S6 nghiém ciia phuong trinh (3) bang s6
. . 3 2 . i o 3 o = "
giao diém cha do6 thi ham s6 y = B =8 Hinh 25

va duong thang y = m.

Dua vao dé thi, ta suy ra két qua bién luan vé s6 nghiém ciia phuong trinh (3).
m > 2 : Phuong trinh (3) ¢6 mot nghiém.

m = 2 : Phuong trinh (3) c¢6 hai nghiém.

—2 <m < 2 : Phuong trinh (3) c6 ba nghiém.

m = -2 : Phuong trinh (3) ¢6 hai nghiém.

m < =2 : Phuong trinh (3) ¢c6 mét nghiém.

Bai tap
Khao sdt su bién thién va vé do thi clia cic ham s6 bédc ba sau :
a) y=2+3x- X3 ; b) y = —x° +4x% — 4y ]
) y=x+x%+9x; d) y =22 +8.

Khao sit su bién thién va vé d6 thi chia cdc ham s6 bac bén sau :
a) y= —x* +8x% -1 ; b) y = 2t =2at w2 :

3
e : d) y 3ty

c)y=

PO |
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Khao sat su bién thién va v& dé thi cia cac ham s6 phan thic :
x+3 1 -2x —-x+2

a)y= : b) y=—— c) y=—-
X we] 2x —4 2x +1

Khéo sdt su bién thién va vé dé thi cia ham s6. Tir d6 thi tim s6 nghiém
cua’cac phuong trinh sau :

a) x> =3x2 +5=0; b) 21> +3x% =2=0;

2
c) 2x° - Xt =-1.
a) Khao sét su bién thién va v& dé thi (C) cua ham sé
...
y=—x"+3x+ 1.

b) Dua vao dé thi (C), bién luan vé s6 nghiém clia phuong trinh sau theo
tham s6 m
3
x =3x+m=0.

Cho ham so6
mx — 1
"‘ = —

2x +m

a) Ching minh ring véi moi gid tri cha tham s6 m, ham s6 luén dong bién
trén moi khoang xdc dinh cuia né.

b) Xéc dinh m dé tiém can ding cta do thi di qua A(-1; \E).
¢) Khao sit su bién thién va vé do6 thi caa ham s6 khi m = 2.
Cho ham sé

1 1
y = —.1'4 + —.1.'2 + m.

4
a) Véi gid tri ndo cha tham s6 m, d6 thi ctia ham s6 di qua diém (-1;1)?

b) Khao sit su bién thién va vé dé thi (C) ciia ham s6 khim = 1.

o o Gl L R i ol ow g P
¢) Viét phuong trinh tiép tuyén cua (C) tai diém cé tung do bang %
Cho ham s6

3 - o
y=x +(m+ 3),-;2 + 1 —m (m la tham s6)
c6 d6 thi la (C,,).
a) Xdc dinh m dé ham s6 c6 diém cuc dai la x = —1.

b) Xdc dinh m dé dé thi (C,,) cét truc hoanh tai diém x = -2.




!
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Cho ham s6

(m+Dx—2m+1 3 2
y = l (m la tham s6)
X =

¢6 do thi 1a (G).
a) Xdc dinh m dé d6 thi (G) di qua diém (0 ; —1).
b) Khéo sat su bién thién va vé dé thi cia ham s6 v6i m tim duoc.

c) Viét phuong trinh ti€p tuyén cua do6 thi trén tai giao diém cia nd voi
truc tung.

On tép chuong 1

Phédt biéu cdc diéu kién déng bién, nghich bién ctia ham s6. Tim cic
khoang don diéu cia cac ham s6

Néu cich tim cuc dai, cuc ti€u ciia ham s6 nho dao ham. Tim céc cuc tri
cua ham s6

y= -t 2

Néu cdch tim tiém can ngang v tiém can ding clia dé thi ham s6. Ap dung
dé tim cdc tiém can clia d6 thi ham s6

2x+3

By

Nhac lai so d6 khao sét sy bién thién va vé dé thi cia ham s6.

.\'! =

Cho ham s6 y = 2% + 2mx +m — 1 ¢6 dé thi 1a (C,,), m la tham sé.
a) Khao sat su bién thién va vé dé thi ctia ham s6 khi m = 1.
b) Xdc dinh m dé ham sé :

i) Déng bién trén khodng (-1 ; +0) ;

ii) C6 cuc tri trén khoang (-1 ; +o0).
c) Chitng minh ring (C,,) ludn cét truc hoinh tai hai diém phan biét véi
moi m.

m

45




9.

10.

46

thay-do.com

a) Khao sdt su bién thién va vé d6 thi (C) cua ham sé

fix) = P 43" 0%+ 2.
b) Giai bat phuong trinh f'(x —=1) > 0.
¢) Viét phuong trinh tiép tuyén chia dé thi (C) tai diém c6 hoanh d¢ xj, biét
rang f"(xy) = —6.
a) Khao sat su bién thién va vé dé thi (C) ciia ham s6

y= T e

b) Dua vao dé thi (C), bién luan s6 nghiém ctia phuong trinh sau theo m

m
.1.'3 - 3.1-2 +1= b

¢) Viét phuong trinh dudmg thing di qua diém cyc dai va diém cuc tiéu cia
do thi (C).

Cho ham s6
: 3 2 " X
fix)y=x"=3mx" +32m - 1)x+1 (m latham s0).
a) Xdc dinh m dé ham s6 dong bién trén tap xdc dinh.
b) V6i gid tri ndo ctia tham s6 m, him s6 c6 mot cuc dai va mot cuc tiéu ?
¢) Xdac dinh m dé x> 0x
a) Khao sdt su bién thién va vé dé thi (C) cua ham s6
; I 3
f(x) = —.1‘4 - 3.1‘2 + —-
2 2
b) Viét phuong trinh ti€p tuyén cua do thi (C) tai diém c6 hoanh do6 la
nghiém cua phuong trinh f"(x) = 0.
c¢) Bién luan theo tham s6 m s6 nghiém cua phuong trinh P —6x?+3=m.
Cho ham s6
y=—x" + 2mx® = 2m + 1 (m 12 tham s6)

c6 dé thi 1a (C,,).
a) Bién luan theo m s6 cuc tri cia ham so.
b) Véi gia tri ndo chua m thi (C,,) cat truc hoanh ?

¢) Xdc dinh m dé (C,,) c6 cuc dai, cuc tiéu.
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a) ) Khao sit su bién thién va vé dé thi (C) ctia ham s6
x+3
y = ‘
x+1

b) Chiing minh ring v6i moi gid tri cha m dudng thing y = 2x + m luén
cat (C) tai hai diém phan biét M va N.

¢) Xac dinh m sao cho d6 dai MN 14 nho nhit.

d) Ti€p tuyén tai mét diém S bat ki ciia (C) cit hai tiém can cua (C) tai P
va Q. Chimg minh rang § 14 trung diém cua PQ.

Cho ham s6
fx) = 1.1'3 - l 2 _4x+6,
3 2
a) Giai phuong trinh f'(sinx) = 0.
b) Giai phuong trinh f"(cos.x) = 0.

¢) Vi€t phuong trinh tiép tuyén cua dé thi ham s6 di cho tai diém c6 hoanh
do la nghiém cua phuong trinh f"(x) = 0.

B&i tap tréc nghiém

Chon khdng dinh diing trong cdc bdi sau day.
S6 diém cuc tri cla ham s6 y = —E.r" -x+71]a:
(A)1; (B)O; ©)3; (D) 2.

S6 diém cuc dai ctia ham s6 y = x* + 100 1a :

(A)O; (B) 1; .4 A A (D) 3.
S6 dudng tiém cén ctia d6 thi haim s6 y = : % 1R

+ X
(A) 1; (B) 2; (C)3; (D) 0.
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4, S6 khoang déng bién clia ham s6 y =
X+
(84 A (D) 3.

(A)1; (B)O:

Ti€p tuyén tai diém cuc ti€u cua do thi ham s6

un

3 2
x7 =2x“+3x-5

(A) Song song véi dudng thing x =1 ;
(B) Song song véi truc hoanh ;
(C) C6 hé s6 goc duong ;

(D) Cé hé s6 goc bang —1.
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-Luf thua

Ha 6 luy thua
-
“Lﬁgarit
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I - KHAI NIEM LUY THUA

1. Luy thira véi sé mii nguyén
1
2 3
Tinh (1,5)* ;[—;J L (3.
Cho n 1a mét s6 nguyén duong.

V6i a 12 s6 thuc tuy ¥, luy thira bac n cla a la tich cia n thira s6 @

n
a =d4a.d....d

e )

n thira s0

Véia=0

Trong biéu thitca™ , ta goi @ 1a co s6, m 1a s6 mil.
CHU Y.
0%va 07" khong c6 nghia.
Vi du 1. Tinh gi trj cta biéu thirc
110 1\
A= [5] 23+ 025 %+ 123‘1.[5) ,

Sl A wd0 ! 1 1

9
, + .27 =3+1+4=8.
2”02 25 128

Vi du 2. Riit gon biéu thic
B . { 1!'\/5 2'\!5

(1 +¢12)|_1 a’l

}, - (a#0,a#=+l).
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Gidi. Voia#0,a=*l,taco

B = [uﬁ(l + Hz) ] 2ﬁd] ——1—2-

u'i(l —a )
= ((:\E + u}ﬁ - ?.u\E] - :

u" —d
= a\2(a? - 1)—;— = /2.

a(a® —1)

2. Phuong trinh x" =&

(2 2
_ Dua vao dé thi clia cac ham sd y= © va y= * (H.26, H.27), hay bién luan theo h
s6 nghiém ciia cac phuong trinh 1> =h vax* =h. o
Vi /y:.r3 y=x4
y=»>
'l ——
= E :
i 0 1 X
/---1-1
0 X
Hinh 26 Hinh 27

D6 thi cia ham s6 y = %%+ tuong tu d6 thi ham s6 y = x> va dé thi ham s6

y= = tuong tu do thi ham s6y = x* . Tir dé ta c6 két qua bién ludn s6

nghiém ctia phuong trinh x” = b nhu sau :

a) Truong hop n lé :

Véi moi s6 thuc b, phuong trinh ¢é nghiém duy nhit.
b) Truong hop n chén :

Véi b < 0, phuong trinh vo nghiém ;

Vi b = 0, phuong trinh ¢6 mot nghi¢m x =0 ;

V6i b > 0 phuong trinh c6 hai nghiém trdi ddu.
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Can bacn
Cho s6 nguyén duong n, phuong trinh

a=b

dua dén hai bai todn nguoc nhau :
* Bi€t a, tinh b.
* Biét b, tinh a.
Bai todn thd nhét 13 tinh lu§ thira cia mot s6. Bai todn thi hai dan dén
khdi niém ldy cin cua mot s6.
a) Khai niém

Cho s6 thuc b va s6 nguyén duong n > 2. S6 a dugc goi la

can béc n cta s6 b néu a" = b.

. : 1
Chang han, 2 va -2 la cdc can bac 4 cua 16 ; —gld can bac 5 cua ~243

Tir dinh nghia va két quéa bién luan vé s6 nghiém cua phuong trinhx" = b,

taco:

V6in1évab e R, phuong trinh c6 duy nhit mot can bac n cia b, kf hieu 1a b,
b <0 : Khong t6n tai can bac nctha b ;

Vi n chin b=0:CémoétcanbicncuablaséO;
b > 0 : C6 hai cén trdi d4u, ki hiéu gia tri duong 1a%b , con
gid tri am 1a4b .

b) Tinh chit cua can bac n

Tir dinh nighia ta cé céc tinh chét sau :
a . 4b =Hab ;
-\/{: u‘

c‘)

" n m
(3a)" =Ya™ ;
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e a, khin lé
d
|a|, khi n chin ;

R Chiing minh tinh ch&t thit nht.

Vidu 3. Riit gon cdc biéu thic :

a) Efﬂ—lﬁ, h)%}:’w{g.

Giai
a) J4.3-8 =32 = J(=2)° = 2.
5343 ={(+3) = 3.

4. Luy thira véi s6 mii hiru ti
Cho s6 thuc « duong va s6 hiru ti r = ﬂ, trong d6 m € Z,

n

» = 2 2 P i L b - " i e
n € N . Lu§ thira chia @ v6i s6 mii r 12 s6 a” xdc dinh béi

m

r n m
a =gl =Nag™ .

V8 43
1
a = 4a (a>0,n22).
Vidu 5. Riit gon biéu thic
5
' -
I X*y+ Xy (x,y > 0).

__—ME
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Gidi. Vi x va y duong, theo dinh nghia, ta co6
| 1

_r}'{_r4 + y4) 3

D= | I

xy.
x4 + yd
5. Luy thira véi sé mii vé ti
O 16p dudi, ta da biét s6 J2 1a mot s6 vo ti dugc biu dién dudi dang
s6 thap phan v6 han khéng tuan hoan :
V2 =1,414 213 562...
Goi r, 12 6 hitu ti thanh lap ti » chif s6 ddu tién ding dé viét V2 & dang
thap phan, n =1, 2, ..., 10.
Sir dung mdy tinh, ta tinh dugc 3™ tuong Gng. Ta c6 bang ghi céc day s6

(r,) va 3"y v6in=1,2, ..., 10 nhu sau :

n Iy 3’

1 ! 3

2 1,4 4,655 536 722
3 1,41 4,706 965 002
4 1,414 4,727 695 035
5 1,4142 4,728 733 93
6 1,414 21 4,728 785 881
7 1,414 213 4,728 801 466
8 1,414 213 5 4,728 804 064
9 1,414 213 56 | 4,728 804 376
10 1,414 213 562 | 4,728 804 386

Ngudi ta chitng minh duoc ring khi n — 4oo thi ddy s6 (3™) dén dén mot

V2

gigi han ma ta goi a3~ .

Sir dung may tinh bo tdi (c6 mudi chir s6 thap phéan), ta co

3"/{:E ~ 4,728 804 388.
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Cho « 12 mot s6 duong, a 12 mot s6 vo ti. Ta thira nhan ring luén c6 mot
diy s6 hitu ti (r,,) c6 gi6i han 14 @ va diy s6 tuong ung (a™) c6 gidi han
khong phu thudc vao viéc chon day s6(r,).
Ta goi gi6i han clia dy s6 (¢™) 1a lu§ thira cha a véi s6 mil @,
ki hiéu 1aa® .

o v r. Iz : ¥
a” =lima” véi @ = limr, .
—p 400 1= 400

Chu y. T dinh nghiatacé 14 =1 (a € R).
[I - TINH CHAT CUA LUY THUA vG1 SO MU THUC

4
ﬁ Hay nhéc lai cac tinh chét cha luy thita véi s6 mi nguyén duong.
Luy thira v6i s6 mil thuc c6 cdc tinh chat twong tu luy thira v6i s6 mi
nguyén duong.
Cho ¢, b 1a nhimg s6 thuc duong ; ¢, £1a nhimg s6 thuc tuy y. Khi dé, taco :

ua. u‘g = ua+’8 ¥

(ua)ﬁ =c.fa‘6;

(ab)® = a®%b?%;

(d]a Ua :
b - ba ;

Néu a > 1 thi «® > o khi va chi khi a> g .
Néu a < 1 thi @® < af khi va chi khi a> .
Vi du 6. Riit gon biéu thic

N1+ 2\

i iR
(@V2-2)V2+2 .

E
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Giai. Véia >0, tacd

dﬁ+1+z-ﬁ 3

E d 5
= = = =4a.
JN2-2002+2) 472

A
J3+1

J3- 1)
Rut gon biéu thitc —{%— % = (a>0).

5-3 45
", i T

243 va 5‘7”‘5.

Vi du 7. Khong sit dung mdy tinh, hay so sdnh cdc s6 5
Gidi. Ta c6 243 = /12, 3J2 = 18.

Do 12 < 18 nén 23 < 34/2.

V3 V2

. e % &2
Vicosod 516n hon 1 nén 5 <5

()8 213
Sosanhcacsé | = | va ('— s
\4) \4)

Bdi tap

1. Tinh:
=2 3 3
a) 95.275; b) 1444 : 94;
{ \075 s 2
c) [E] +0,25 2; d) (0,04)_1'5 - (0,125) 3.
2. Viét cac biéu thifc sau dudi dang luy thira véi s6 mi hitu ti :
] I
a) a3.a; by b2.53. b ;

4

1
c}u?':y;; d)%:bf’.
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3. Viét céc s6 sau theo thit ty ting dén :

1

375, -1 (1) 0.3)" . 5
a) 1 s 270 8 =1 . b) 98%;| = * 329
2 7

4. Ruiit gon cdc biéu thirc sau :

4 | 2 1
2) .tJg L;E + HEJ . b) b‘; (2/5_4 - i/bj)
L 3 vk 2
uz(aE +u-z) b3(%—%/bj)

I 1 1 1 |

e —— —

1
a3b 3 — g 3p3 al b+b3\/;

.
»

; d)
%/u—z — /b2 Va + b
5. Chiing minh ring :
245 W2
a)(%} < (%} ; b)753 5 736

HAM sO LUY THUA

I - KHAI NIEM
] S
Tadabi€tcichams6 y =x" (neN'), y=—=x"1, y = J/x = x2,
X

Bay gi0, ta xét ham s6 y = x* véi a1a s6 thuc cho trudc.
| Ham s6 y = £, véi @ e R, duoc goi 12 ham s6 lug thira.

) L
Chang han, cic ham s6 y = x, y = 2, y ——-ld, y=x3, y =x‘E, Y=
X
la nhitng ham s6 lu¥ thira.
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|
ﬁ 1
V& trén cling mét hé truc toa do dé thi ctia cac ham s6 sau va néu nhan xét vé tap
1

2

xac dinh cla ching : y = x°, .

y=x2, y=x
CHU Y
Tap xédc dinh cla ham s6 luy thia y = x* ty thuoc vao gid tri
cta a. Cu thé,
Véi a nguyén duong, tap xdc dinh 1aR ;

Véi @ nguyén am hoac bing 0, tap xdc dinh 1aR \ {0} ;

Véi a khong nguyén, tap xac dinh 1a (0 ; +o0).

II - PAO HAM CUA HAM SO LUY THUA

O 16p 11, ta da biét dao ham cia cdc ham s6 y =x" (neN,n21) va

y=+Jx 1

(xM) = nx" (x e R);

Y |
& ]
Wx) = : hay [xzj:%xz (x > 0).

Mot cich téng quét, ngudi ta ching minh dugc ham s6 luy thira y = x*

(a € R) c6 dao ham v6i moi x > 0 va

l(_x'a ) = ax® !, ]

Vidul
0 () = e
A\t ==x4=—(x>0); b) (x¥? =33 x> 0).
4 4dx

2
ﬁ Tinh dao ham cltia cac ham so :

o
Il
-
W |k
-
.
it
|
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CHU Y

Cong thic tinh dao ham cua ham hgp d6i véi ham s6 luy thira

c6 dang

%) = aun® V',

Vidu 2

((2,1'2 +

a]' 5
x=13 ) =Z@x?
) 3( X

1

+x—1)3@2x2 +x=1)

_ 2(4x+1)

3

2x2 +x -1

P

Tinh dao ham ctia ham s6 y = (3x2 —1y~V2,

III - KHAO SAT HAM SO LUY THUA y = x@

Tap xdc dinh cha ham s6 luy thira y = x* lu6n chita khoang (0 ; +®) véi

moi a € R. Trong truong hop téng quat, ta khao sdt ham sé y = x% trén

khoang nay (goi 1a tap khao sat).

y=x% a<0

1. Tap khao sat : (0 ; +o0).
2. Su bién thién

y' = ax®1>0 vx>0
Gidi han dac biét :

a

]lm .‘._a = 0,‘ = 4o,

x—=0*

lim x
X —»+00

Tiém cén : Khong co

1. Tapkhaosat: (0; +o0).
2. Su bién thién

y=ax®1<0 vx>0.
Gidi han dac biét :

lim x% =+, lim x% =0.
x—0* X =5+
Tiém cén :

Ox la tiém can ngang,
Oy la tiém céan ding cta dé thi.
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3. Bang bién thién

0 +o

X 0 +0 X

y ¥ Y
+00

y 0 / Yy

4. D6 thi (H. 28 véia > 0).

+EC'\‘
0

4. D6 thi (H. 28 véia < 0).

}' 'y
a>1
a=1
OD<a<l
1 a=0
i a<( -
o 1 x
Hinh 28

D6 thi cha ham s6 luy thira y = x* luon di qua diém (1 ; 1).

Trén Hinh 28 13 d6 thi cia ham s6 luy thira trén khoang (0 ; +) ng véi

cdc gid tri khiac nhau cia a.

CHU Y

Khi khéo sit ham lu¥ thira véi s6 mil cu thé, ta phai xét ham
s6 d6 trén toan bo tap xac dinh cua né.

Du6i day 1 dang d6 thi ciia ba ham s6 : y = x° (H. 29a), y = x~~ (H. 29b),

yExT (HL20¢).
y A Y ¥y A
0 x
0 _; 0 X
a) b) c)
Hinh 29
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3

Vidu 3. Khao sét su bi€n thién va vé dé thi cia ham s6 y = x 4.

1. Tap xac dinh : D = (0 ; +0).

2. Su bién t

Chiéu bién

hién

y

3 RS

thién : '=_Zx 4,
T

Ta c6 y' <0 trén khodng (0 ; +c0) nén ham s6 di cho nghich bién.

Tiém cén :

D6 thi c6 t

6 tiém cén dimg 1a truc tung.

Bang bién t

X

lim y=+w, lim y=0.
=0 X —>+00
y 4
iém can ngang la truc hoanh va

hién

0 +00

Y

Y

+ !

=y

3. b6 thi (H.30). Hinh 30

Bang tom tit cac tinh chét ciia ham sé luy thira y = x% trén khoang (0 ; +)

a>0 a<(

Dao ham

y' =ax®1, y'=a‘xa_l.

Chi€u bién thien | Ham s6 luon déng bién. Ham s6 luén nghich bién.

Tiém can

Tiém cdn ngang 12 Ox,

Khong cé. tiém cén dimg 1a Oy.

D6 thi

D6 thi ludn di qua diém (1 ; 1).

1. Tim tap xdc dinh ctia cdc him s6 :

a) y=(-

c) y= (.52

Bai tap
3
-1 2T
x) 23 b) y=(2-x%)3;
-7 dy= (x? —.t‘—ZJ"E.
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2. Tinh dao ham ctia cac ham s6 :

1
1 5
a) y 2(2.1.'2 —x+D3; b) _\-'2(4—_1'—):2)4;
| » 5
| c) y=Bx+1)2; d) y=05-x)"".
3. Khao sat su bién thién va vé dé thi clia cdc ham s6 :
4
a) y=x3; b) y= Vo
4. Haiy so sdnh cédc s6 sau voi 1
a) (4,)>7; b) (0,2)°3;
¢) (0,7)*%; d) f3)*4.

5. Hay so sdnh cdc cap s6 sau :

T 5 S 10> . [ 12 o 03,4 03 .
a) (3,1 va (4,3) : b) ﬁ va ﬁ a c) (0,3)"va (0,2) :

LOGARIT

I - KHAI NIEM LOGARIT

% 1
Tim x dé :

a}zl —_8, b}zl =i. C)?ll:sl, d} 5"‘:'_.

Cho s6 a duong, phuong trinh

a® =b

dua dén hai bai todn ngugc nhau :
* Biét a, tinh b.

* Biét b, tinh .
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Bai todn thit nhat 1a tinh luy thira v6i s6 mi thuc clia mét s6. Bai todn thd
hai dan dén khdi niém 14y l6garit ciia mot s6. Ngudi ta chitng minh duoc

rang v6i hai s6 duong a, b, @ # 1, luén tén tai duy nhét s6 asao choa® = b.
1. DPinh nghia
“ Cho hai s6 duong a, b v6i a # 1. S6 a thoa man ding thic

a® = b dugc goi la logarit co s6 a ciia b va ki hieu 1a log,, b.

a=log,b < a® = b (@, b>0,a=1).
Vidul
-2
a) log, 8 =3 vi 2° = 8. b) log; 9 = -2 vi [1] =9,
3 3
2

a) Tinh log, 4, lnggé.

b) C6 s6 x, y ndo d€ 3* =0, 2¥ =-3 hay khong ?
CHU Y
Khong c6 logarit ctia s6 am va s6 0.
2. Tinh chat

Cho hai s6 duong a va b, a # 1. Ta ¢6 céc tinh chét sau day.

log,1=0, log,a =1,

a'%8a? - b, log,(a%) = a.

] Héy chiing minh cac tinh chat trén.

Vidu2
032085 < (3085) _ 52 - g5
(3
b) log, 8 = log, (5] =-3.
2 2
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j iid
]ng-,l 1 I“gS%
Tinh 4 '7.( ] g

25

Il - QUY TAC TiNH LOGARIT

R
Cho b =23, b, =2°.
Tinh log, b, +log, b, ; log,(hh,)va so sanh cac két qua.

1. Légarit cua mét tich

DINH Lf 1

Cho ba s6 duong a, b, by v6i a # 1, tacd

log,,(byby) = log, by +log, b, .

Légarit cia mét tich bang téng cac légarit.

Chitng minh. Diat a, = log, b, a; = log, by, taco

a) +ay =log, b +log,b,. (1)
Mit khdc, vi b = a®1, by = a2, suyrabb, = a® 4 = g5t %
Do dé ay + ay = log,(biby). (2)
Tir (1), (2) suy ra

log,(bby) = log, by +log, b;. P

Vidu 3. Tinh logg 9 + logg 4.
Gidi. logg 9 + logg 4 = logg(9.4) = loge 36 = 2.
CHU Y
Dinh Ii 1 c¢6 thé md rong cho tich ciia n s6 duong :
log,(byby..b,) = log, by +log, by + ... + log, b,
(a, by, by, ..., by > 0, a=1).
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. |
Tinh log, 2+2log, ;+Ing %

& L
A

h .
Cho b =2°, b, =2’. Tinh log, b, ~log, b,, log, - V& so sénh cac két qua.
2

1
2 3 2

égarit cia mét thuong

DINH L 2

Cho ba s6 duonga, by, by véia#1,tacéd

by

l{lg“ bz - IOga bl - lOg“ b? .

Légarit clia mét thuong bdng hiéu cdc légarit.

Dac biét l()g“‘il =-log,b | (b >0).
7

Dinh Ii 2 dugc ching minh twong tu Pinh I 1.

Vidu 4. Tinhlog; 49 — log, 343.

49

|
Giai. log; 49 - log+ 343 = logqh — = log+— = —=log+ 7 = —1.
g7 g7 g7 343 g7 - 27

Logarit cia mét luy thira

DINH Li 3

Cho hai s6 duong a, b ; a 2 1. Véi moi a, ta c6

log, b* =alog,b.

Légarit cia mét luy thita bdng tich ciia s6 mii véi légarit cia
co $0.

, 1
Dac biét log,, b = —log, b.
I

SGIAITICH 1224




thay-do.com
Chitng minh. Bat f =log, b thi b = aP.
Do dé b* = (aP)* =a®.
Suy ra aff = log, b*hay alog, b = log, b“. ®

Vi du 5. Tinh gi4 tri cla cdc biéu thic :
1

= 1
a) log, 47; b)logs /3 - logs15.
Giai
a) log, 47 =log, 27 = %logz 2= ;:

b) IUgS\E —%Iog,—, 15= 10g5~6 - logsxfﬁ

J_ 1

= log N log .0 log 52 = -
15 5 J5 { 2
111 - pOI1 €O SO
A
Choa=4,h=64,¢=2.Tinh log b, log.a, log, b.

Tim mét hé thiic lién hé gilta ba két qua thu dugc.

DINH LI 4

p ” A log,. b
Chobas6duong a, b, cvéia#1,c#1,tacod log, b = ——.
log,.a

1

Dic biét log, b =
logy, a

(b #1)

log o b = é—logﬁ b (a #0).
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Chitng minh. Theo tinh chat clia logarit va Dinh 1 3, ta c6
log,. b = log,.(a'*8") = log,, b.10g,. a.

Via #1 nén log,.a # 0. Do dé6

N
I{)gub = _lCﬁg—(J 5]
log,.a
IV - Vi DU AP DUNG
Vidu 6. Tinh :
log | 2
2) 2Jng4|5; b)3 37
Giai
1
a) Tacélogy 15 = logzz 15 = 51932 15 = log, Jis.
Do d6 2'%8415 = gloma V15 _ /5
b) Vilog,; 2 =1 2 ety L Yo D § =Ty
_ 108% = 108,-3 s 083 =10g32 ° = 083%6
1
log, 2 logy—
wn3 B _3WE oL
N5
Vidu 7. Choa = log, 20. Hay tinh log,, 5 theo a.
Giai. Ta ¢6
a = log; 20 = log,(2%.5) = 2log, 2 + logy 5= 2 + log, 5,
suy ra log,5=a -2.
l 5 =2
Va}' |0g205 = ng = ]

log, 20  a
Vi du 8. Rt gon biéu thic

1
A= Eog%?+2Iog949—logﬁ-§.
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Giai. Ta co

A=log, 7+ 2l0g.2 (?2) —log , (7 h
- - -%2

= —log; 7 + 2log3 7 + 2logz 7 = 3log3 7.
Vidu 9. So sianh cac s6 log, 3 va logg 5.
Giai. Data = log, 3, = logg 5.
Tacé 2% =3>2'nena>1;68 =5<6'neng <1.
Suyraa > f.

Viaylog, 3 > logg 5.

V — LOGARIT THAP PHAN. LOGARIT TU NHIEN
1. Logarit thap phan
" Logarit thap phan la logarit co s6 10.
log; b thudng dugc viét 1a logb hoac 1gb.

2. Logarit tu nhién

n
Ngudi ta ching minh dugc day s6 (u,)Vvoi u, = [l +—J c6 giéi han la
n

mot s6 vO ti va goi gidi han do lae,

1 n
e= lim (]—k—] :
11— 40 n
Mot gia tri gdn diing ctia e 1a e =2,718 281 828 459 045.
“ Logarit tuy nhién 1a 16garit co s e.
log, b duoc viét 1a Inb.
CHUY

Mu6n tinhlog, b, v6i a # 10 vaa # e, bing mdy tinh bo i,

ta c6 thé sir dung cong thic déi co s6.
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Ching han,

log, 3 = 983 _ | 584 962 501.
log2
In0,§
log;0,8 = 1%8 _ 4203114 013,
: In3

Bai tap

Khong sir dung may tinh, hay tinh :

1 .
a) log, —; b) log, 2;

8 g

4
c) log, 13; d) logj 50,125.
Tinh :
a) 4I0g3 3; b) 27!0;1.; 2 ;
&) {)"}Eﬁ 2; d) 4logs27
Riit gon biéu thirc :
a)log; 6.1ogg 9.logg 2 b) log, b* + log , b*.

So sdnh céc cap sd sau :

a) log;5va log 4 ;

b) logp32va logs3 ;

c) log; 10va logs 30.

a) Cho a = logs( 3, b =logyy5. Hay tinh logs,1350 theo a, b.

b) Cho ¢ = log,53. Hay tinh log,515 theo c.
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Al DA PHAT MINH RA LOGARIT ?

Né-pe (John Napier) I& nha toan hoc Xcét-len (Scotland).
Ong sinh nam 1550 tai Me-ti-ston (Metiston-Casl), gan
thanh phé E-din-boc (Edinburgh) va tét nghiép trudng
Pai hoc Téng hop E-din-boc.

Né-pe la ngudi phat minh ra l6garit. Thuat ngr "Logarit" do
6ng dé nghi xuét phat tir su két hap hai tir Hi Lap Aéyog (doc
la "logos" cb6 nghia la ti s6) va 'ap1Bu 6¢ (doc 1a "aritmos” cb
nghia la s8). Trong toan hoc cd, binh phuong, lap phuong, ...
dugc goi la cac t s6 kép, boi ba,... Nhu vay d6i véi Né-pe, tir
AGyos 'api Ouds cb nghia la "sé ti s6". Légarit dugc Né-pe xem
la sé trg gitp dé tinh ti s6 cha hai s6. J. Napier
Trong tac phdm "M6 ta bang légarit ki diéu" (1614), Né-pe dua ra dinh nghia va
cac tinh chét cua logarit.

Dinh nghia l8garit clia N&-pe vé thuc chét tuong duong véi dinh nghia ham s6
logarit théng qua phuong trinh vi phan. Con tinh chét céac légarit cla 6ng phan
nao phifc tap hon cac légarit théng thuong vi I6garit clia 1 lai khac 0.

Tac phdm "Xay dung bang l6garit ki diéu" (1616) clia Né-pe trinh bay nhimg
nguyén i tinh toan cac bang loégarit.

Trong cac cong trinh clia Né-pe con cé cac bang légarit tam chir s6 cla sin,
cosin va tang cla cac goc tir 0° dén 90°, cach nhau timg phut. Thoi ki d6, ngudi

ta ldy sin90° 1a 107 va thudng hay nhan vdi né nén Né-pe xay dung cac bang
I6garit sao cho Idgarit ctia 107 béng 0. Légarit sin clia nhiing géc khac, bé hon 107,
trong cac bang dé déu duong.

Né-pe khéng dua vao khai niém co sé cla lgarit. Logarit cla sé N clia 6ng trong

3
ki hiéu hién dai xap xi 107 Ln%er s6 cac l6garit cla Né-pe gan bang 1.
e

Thuat nglt "Légarit tu nhién" do Men-gé-li (P. Mengoli - 1659) va Men-ca-tg
(N. Mencator — 1668) dua ra. Ki hiéu InN thay cho légarit tu nhién cla s6 N do
Prin-xém (A. Pringsheim) dua ra nam 1893. Bdi vay, viéc goi lbgarit tu nhién la
légarit Né-pe khéng cé cd sd. Tuy nhién, ngudi ta van thudng goi nhu vay c6 18 1a
do da gan légarit tu nhién vdi tén ngudi thiét 1ap bang l6garit dau tién.

Ngoai ra, Né-pe con la tac gia clia mét loat cac céng thirc danh cho viéc gidi cac
tam giac cau, rat tién Igi cho viéc |8y logarit.

Ngay 4-4-1617, Né-pe qua ddi tai chinh qué huong minh.
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HAM SO MU. HAM SO LOGARIT

I - HAM SO MU

Vi du 1. Bai toan "lai kép"

Mot ngudi g s6 tién 1 triéu déng vao mot ngan hang véi 1ai sudt 7%/nam.
Biét rang néu khong rit tién ra khoi ngan hang thi cif sau méi nam, s6 tién 1ai
s€ dugc nhép vao von ban diu (nguoi ta goi d6 la 1ai kép). Hoi ngudi dé duge

linh bao nhiéu tién sau » nam (n € N'), néu trong khoang thoi gian nay
khong mit tién ra va lai suat khong thay déi ?
Gidi. Giasun 2 2,datP =1, r =0,07.
* Sau nam thit nhét
Tiénlaila T, = Pr=1.0,07 =0,07 (triéu déng).
S6 tién dugc linh (con goi l1a v6n tich luy) 1a :
B =P+T =P+ Pr=P(l+r) =107 (triéu déng).
* Sau nam thit hai

Tiénlaila T, = Ar =1,07.0,07 = 0,0749 (triéu dong).
Véntichluyla b =R +T, =B +PFr=B(+r) =
= P(1+r)* = (1,07) = 1,149 (triéu déng).
* Tuong tu, von tich luy sau n nam la
P, = P(1+r)" = (1,07)" (triéu déng).
Viy sau n nam, ngudi d6 duge linh (1,07)" triéu déng.

Vi du 2. Trong Vit li, sy phan rd cha cic chat phéng xa duoc biéu dién
béing cong thiic
t

wo-n3f.
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trong dé my 1a khéi lugng chét phéng xa ban ddu (tai thoi diém ¢ = 0), m(¢)
la khéi luong chdt phéng xa tai thoi diém ¢, T 12 chu ki bdn ra (tic la
khoang thoi gian dé mot nira s6 nguyén tir cia chdt phéng xa bi bién thanh
chat khac).

Vi du 3. Dan s6 thé gidi duoc udc tinh theo cong thic S = Aen",trong dé A
la dan s6 cua nam l4dy 1am md6c tinh, S 14 dan s6 sau » nam, i 1a ti 1€ tang
dén s6 hang nam.

1

ﬁCho bi€t nam 2003, Viét Nam cé 80 902 400 ngudi va ti 1é tang dan s6 la 1,47%.
Hoi nam 2010 Vigt Nam sé cé bao nhiéu ngudi, néu ti Ié tang dan s6 hang nam
khéng d6i ? :

Nhiing bai ton thuc t€ nhur trén dwa dén viéc xét cdc ham s6 c6 dang y = a”.
1. Pinh nghia

" Cho a la s6 thuc duong, khic 1.

Ham s6 y = a” duge goi 1a ham s6 mil co s6 a.

2

% Trong cac ham sé sau day, ham sé nao la ham s§ mi ? Véi co sé bao nhiéu ?
a) y=(3)"; b)y= 53 : c)y=x; d) y=47"

2. Pao ham cta ham sé mii
Ta thira nhén céng thiic

=1. (1)

DINH Li 1

. X h 5 [ = 5
Ham s6 y = ¢” ¢6 dao ham tai moi x va

(e*)' = e*.

Chitng minh. Gia sir Ax 1 s6 gia cla x, ta c6

Ay = e¥ A% _ ¥ = X (A - 1).

12
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Do dé
Ay e i |
Ax Ax
Ap dung (1), ta c6
Ax
i £ =1,
Ar—0 Ax
Tu do suy ra
; A ;
y'= lim s #
Ar—0 Ax

CHU Y
Céng thitc dao ham ctia him hop d6i v6i ham s6 € (u = u(x))
c6 dang (") = u'.e".

DINH LI 2

Ham s6 y =a' (a >0, a # 1) c6 dao ham tai moi x va

a*) =a*lna.
(

Chirng minh. Ta c6

X
X Ina xlna
= ¢ = ¢ :

a

bat u(x) = xIna, theo Chi ¥ trén, ta duoc
(@*) = (E.rlna). = e"']"“(,rlnu]' =a*lna. [ |
CHU Y

D6i v6i ham hop y = ¢, tacé

(@”) =a"Ina.u'.

=
Vidu 4. Him s6 y = 8° ***1 ¢6 dao ham 1a
) x4l 2 x* 4+x+1
y=8 ""(x*+x+1)'In8=8 (2x + 1)In8.
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3. Khaosathamsomi y=a" (a>0,a%1)

_\'=ut,u>l }-'Z::"-,U<a<l
1. Tap xdc dinh : R. 1. Tap xdc dinh : R.
2. Su bién thién 2. Su bién thién
y'=a‘'lna>0 Vx y'=a*lna<0 Vx
Gidgi han dac biét ; Gidi-han dac biét :
lim «* =0, lim a* = +w. lim a* =+, lim a* =0.
X=p—C X =400 X—r—0o0 X—r+00
Tiém cén : Tiém cén :
Ox la tiém cén ngang. Ox la tiém can ngang.
3. Bang bién thién 3. Bang bién thién
X | —o 0 1 4+ X | —oo 0 ] +a0
y + + + y' - = .
y a o y |+
1
1 a
0 0
4. D6 thi (H.31) 4, D6 thi (H.32)
VA F e a—t y .
(a>1)
1 \\—y_:it_EC a<l)
a ____J
- ol 1 x
Hinh 31 Hinh 32
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Bang tom tat céc tinh chat cia ham sé mi y = a*

Tap xac dinh (—o0 ; 400)

Bao ham B y'=a lna
=Y > 1 : ham s6 luén déng bién ;
Chiéu bién thien | TPUSLICER RS l. -
: 0 <a <1 :ham s6 luén nghich bién.
Tiém can Ox 1a tiém c4n ngang.

di qua cdc diém (0 ; 1) va (1 ; @), ndm phia
Ppéthi | trén truc hoanh

(y=a* >0,VxeR)

II - HAM SO LOGARIT
1. Pinh nghia
l' Cho « 1a s6 thuc duong, khic 1.

Ham s6 y = log, x dugc goi 1a ham sé logarit co s6 a.

Vidu5. Cic ham s6 y = logz.x, y =log; x, y = log 5 x,y =Inx, y = log.x
4

la nhitng ham s6 l6garit véi co s6 14n luot 12 3, 3 \fg eva 10.

2. Pao ham cua ham sé légarit

Ta ¢6 dinh i sau day.
DINH Li 3

Ham s6 y = log, x (a >0, a # 1) c6 dao ham tai moi x > 0 va

1

xlna

(log, x)' =

, 1
Dic biét (Inx)' = —.
X
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CHU Y

Do6i v6i ham hop y = log, u(x), ta cod

u'

(log, u)' =

ulna

Vidu 6. Ham s6 y = log,(2x + 1) c6 dao ham la

2x+ 1D

y' = (logy(2x +1))' =
3
Tim dao ham ctia ham s6 y = In(x FV1+x0).

2x+1In2

(2x +1)In2 '

3. Khao sat ham sé légarit y = log,x (a>0,a#1)

y=log,x,a>1

y=log,x, 0<a<l

1. Tap xdc dinh : (0 ; +00).

2. Su bién thién

y'= >0 Yx>0.
xlna
Gidi han dac biét :
lim log, x = —o,
x—=0"
lim log, x = +oo.
X —»+0oC

Tiém can :
Oy la tiém can dung,
3. Bang bién thién

x |0 1 a4 400
y' + + +
y +00
|
-o O

76

1. Tap xdc dinh : (0 ; +00).
2. Su bién thién

1
y = <0
xlna
Gidi han dac biét :

lim log, x = +o,
x—=0"

Vx>0.

lim log, x = —,
X—r+00

Tiém cén :
Oy la tiém can ding,

3. Bang bién thién

X 0 a 1 40
y' & - s
y | +oo~_ 1
0
—o0
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4. D6 thi (H.33) 4. D6 thi (H.34)
YA YA
1 1 !
0 < o| @ |¥ P
y=log,x y = log
(a >1) ©0<a<l)
Hinh 33 Hinh 34
Bang tém tit cac tinh chat cia ham s6 y = log, x
Tap xac dinh (0 ; +)
1
Pao ham p= :
xlna
ity > 1 : ham s6 luén déng bién ;
Chiéu bién thign | S 4 8 = S
| 0 <a < 1:ham s6 luén nghich bién.
Tiém can Oy la tiém can ding.
P4 thi d]ﬂ qua cédc diém (1 ; 0) va (a ; 1) ; nam phia
bén phai truc tung.
(1 X
Du6i day la dé thi ctia céc ham s6: y = log| x, y = | 5] (H.35); y = log ;5 x,
y = 2)* (H.36).
"v' '
2
_///i
‘;" P
Hinh 35 Hinh 36
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4
}% Néu nhan xét vé méi lién hé gilra dé thi clia cac ham s6 trén méi Hinh 35, Hinh 36.

Nhdn xét. D6 thi cha cdc him s6 y=a" va y = log, x (a > 0,a # 1) d6i ximg
véi nhau qua duong thing y = x.

Bang dao ham cua cidc ham sé luy thira, mi, logarit

Hamsocdp = | _”.__Hém_.hgp-'(u = u(x))

(.\'a)‘ = {I.'I.'a_l (“Q)n = aua_l_”'
(1) __1 [_l_j -
LT TR u u2

(VF) == (uy' = 22/5

(CJ-r}I = e_\ (e“)l — EJ!l"”l
(a*) =a*Ina (@) =d".Inau'
k=2 (k) =2
X u
1 ' ;
(log“|.t']‘ = — (]L)ga |u|) ..
xlna ulna
Bai tap

1. Vé d6 thi cha cdc ham s6 :

a)y =4* ; b) y= {lJ :
4

2. Tinh dao ham cua cdc ham sé :
x+1

a)y = 2,1’6"‘- + 3sin2x ; b)_}' = 5'1‘2 —_ 2"- Cosx C)_}’ =

3. Tim tap xdc dinh cua cic ham s6 :

a) y = log,(5 - 2x); b) y = 1033(_\_2 —2x):
¢) y =log) (x* —d4x +3); d)y = logg 4 31"; ke,
1 s
5
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4. Ve do thi cia cdc ham s6 :
a)y = logx; b)y = log
5. Tinh dao ham cta cdc ham s :
a)y = 3x% — Inx + 4sinx -

b)y = Iog(.r2 +x+1);

logs x

c)y =

X

PHUONG TRINH MU VA
PHUONG TRINH LOGARIT

=

I - PHUONG TRINH MU

Bai toan
Mot nguti gt ti€t kiém véi 1ai sudt 8,4%/nam va 1ai hang nam duoc nhap
vao von. Hoi sau bao nhiéu nam ngudi d6 thu dugc gdp doi sé tién ban ddu ?

Gidi. Goi s6 tién giri ban ddu 1a P. Sau n nam, s6 tién thu duoc 1a
P, = P(1 +0,084)" = P(1,084)".

Dé P, = 2P thi phai cé (1,084)" = 2.

Do dé n = logoga 2 = 8,59.

Vi n la s6 s nhién nén ta chon n = 9.
Vay mu6n thu dugc gdp doi s6 tién ban ddu, ngudi dé phai giri 9 nam.
* Nhiing bai todn thuc t€ nhu trén dua dén viéc gidi cdc phuong trinh cé chita
an 6 & s6 mil clia lug thira. Ta goi dé 1a cic phuong trinh mil.
o r u g 1 o 4 » .
Chang han, cdc phuong trinh 3" =8, 5 = + 3 = 01la nhimg phuong
3.
trinh mi.
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1. Phuong trinh mi co ban

Dé giai phuong trinh trén, ta sir dung dinh nghia logarit.

Phuong trinh mi co ban c¢6 dang

a* =b(a>0,a#l).

VGib>0,taco a* =b < x = log, b.

Véib < 0, phuong trinh vo nghiém.

Minh hoa bang do thi

Hoanh d¢ giao diém clia d6 thi hai him s6 y = ¢* va y = b 1a nghiém cua
phuong trinh ¢* = b.

S6 nghiém cla phuong trinh 12 s6 giao diém cua hai dé thi .

R& rang, néu b < 0 thi hai d6 thi khong cit nhau nén phuong trinh v6 nghiém.

Néu b > 0 ta c6 hai dé thi trén cdc hinh 37 va 38. Trén méi hinh, hai dé thi
luén cit nhau tai mot diém nén phuong trinh c6 nghiém duy nhat.

}-‘JL yll
y=a*
(a>1) \
b Gk
; N
___’_/l'/:' y=b ': 1 w{l)
0| log,b X log,b O x

Hinh 37 Hinh 38
Két ludn

Phuong trinh ¢* =b(a >0,a #1)

b>0 ¢6 nghiém duy nhat x = log, b

b<0 v6 nghiém
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Vi du 1. Giii phuong trinh 22%7! + 4°+! 5
Gidi. Pua vé trdi vé cling co s6 4, ta duoc
1 10

—4% +4.4" = Shay 4* = —.
2 9

Viy x = logy IT)O-

2. Cach giai mét s phuong trinh mii don gian
Nguoi ta thuong sir dung cdc phuong phép sau dé giai mot s6 phuong trinh mi.
a) Pua vé cung co s6
a3
Giai phuong trinh 6>~ =1 bang cach dua vé dang «** =4®®) va gidl phuong
trinh A(x)= B(x).
o

x+1
Vidu 2. Giai phuong trinh (1,55%7 = (%) |

Giai. Dua hai v€ vé cling co s6 -E,ta dugc

3 ax=7 3 —x=]
B -G
Dod6 5x-T7T=-x-1< x=1.
Viy phuong trinh cé nghiém duy nhat x = 1.

b) Pat an phu

Vi du 3. Giai phuong trinh 9* —4.3' -45=0.

r2—4.f—45:0,.'>0.

‘ Gidi. Dat t = 3", ta cé phuong trinh
‘ Giai phuong trinh bic hai nay, ta duoc hai nghiém h =9, t, ==5.
|
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Chi c6 nghiém # =9 thoa mén diéu kién ¢ > 0.

Vay 3* =9, dod6 x=2.
2

Giai phuong trinh %.52" +5.5F =250 béng cach dat &n phu ¢ =5".

¢) Logarit hoa

Vi du 4. Giai phuong trinh 3* 2t

Giai. Lay logarit hai vé€ véi co s6 3 (con goi 1a l6garit hod), ta dugc
log3(3""2"'2) = logy 1 < logy 3" + logs ¥ 0.

Tir do6 ta co
X+ X2 logz2 = 0= x(1+ xlogz2) =0.

Vay phuong trinh di cho cé cac nghiém la

X1 = Ova .'(2 = - = —10g2 3.

log32

II - PHUGNG TRINH LOGARIT

Phuong trinh l6garit 12 phuong trinh c6 chifa 4n s6 trong bi€u
thirc dudi ddu logarit.
Ching han, cdc phuong trinh
log; x =4 vﬁ.logﬁx —2loggx+1=0
2
la nhitng phuong trinh logarit.
1. Phuong trinh |6garit co ban
3

1
B&ng dinh nghia légarit, hay tinh x, biét rang log,x = g
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“ Phuong trinh 16garit co ban c6 dang

log, x=5b(a>0,a#1).

Theo dinh nghia logarit, ta ¢6

log,x=b< x=d".
Minh hoa bdng dé thi
Vé d6 thi ham s6 y = log, x va dudng thing y = b trén cing mot hé truc
toa dé (H. 39 va H. 40).

y 3

y =log,x
(0O<a<l)

Hinh 39 Hinh 40
Trong cé hai trudng hop ta déu thdy dé thi cia cdc ham s§ y = log, x va
dudng thing y = b luén cit nhau tai mot diém véi moi b € R.

KET LUAN

Phuong trinh log,x =b (¢ >0,a # 1) luéon cé6 nghiém du

nhat x = a” véi moi b.

2. Cach giai mét sé phuong trinh légarit don gian

Ngudi ta thudng sir dung cdc phuong phdp sau dé gidi mot s6 phuong trinh
l6garit.

a) Dua vé cung co sé

4
}% Cho phudang trinh log, x +logy x =6 . Hay dua cac l6garit & vé€ trai vé cling cd s6.
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Vi du 5. Giai phuong trinh log; x + logg x + logyy x = 11.
Giai. Dua cdc s6 hang ¢ vé€ trdi vé cing co s6 3, ta dugc
logs x + ]0g33 8 ]Dg33 x =11
1 1
< logy x + 510g3 X+ -gl()g_; x=11 <logyx=6.
bay la phuong trinh l6garit co ban.
Vay x = 3% = 729.

b) Pat an phu

E% 5
Giai phugng trinh logg x-3log, x+2=0 bang céach dat dn phur=log, x.

f
+
S—logx 1+logx

Vi du 6. Giai phuong trinh

Gidi. D€ phuong trinh ¢6 nghia, ta phai c6 x> 0, logx # 5va logx # -1,

bat r =logx (t # 5,t # —1), ta dugc phuong trinh

1 2
G+ —=1,
5—-1t 1+t

Tir dé6 ta c6 phuong trinh
l+t+2(5=-8)=(5-1t)(1+1)
& g ll=— +4t+5 2 -5t+6=0,

Giai phuong trinh béc hai theo ¢, ta dugc hai nghiém # =2, t, =3 déu

thoa man diéu kién ¢t # 5, t # —1.

Vay logx; = 2, logxy; =3 nén x; =100, x, =1000.

A%
Giai phuong trinh log, x+ 1og§ x=2

2
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¢) Mii hoa
Vi du 7. Giai phuong trinh log,(5 -2%) =2 - x.
Gidi. Theo dinh nghia, phuong trinh di cho tuong duong véi phuong trinh
olog; (5-2%)

A2—x

(Phép bién ddi ndy thudng duoc goi la mii hod). Tir d6 ta c6

5_ 2~ =~f};c> 22X _52% 14 =0.
2:

bat + = 2% (1> 0), ta c6 phuong trinh bac hai 2 =5t + 4 =0 véi hai nghiém
duong t =1, r =4. Vay nghiém cta phuong trinh dachola x=0, x = 2.

Bai tap
Giai cdc phuong trinh mii :
a) (0,372 =1; b) [é] = 25;
L _ _

C) 2.[ —3.1+2 . 4: d) (Oss)l‘i‘?‘(o’s)l—z_l - 2.
Giai cac phuong trinh mi :

a) 3251 4 32% — 108; b) 2%+ 4 2%71 1 2% = 28;

c) 64° —8¥ -56 =0; d) 3.4% -2.6" =9

Giai cac phuong trinh l6garit :
a) log3(5x +3) = log3(7x + 5);
b) log(x — 1) — log(2x —11) = log?2;
¢) logy(x — 5) + logy (x + 2) = 3;

d) log(x? — 6x + 7) = log(x — 3).
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Giai cac phuong trinh l6garit :
1 2 1
a) —log(x“ + x = 5) = log5x + log—;
2 S5x
b) %]cog(.:r2 —4x—1) =log8x —logdx;

c) logﬁ x +4logy x + logg x = 13.

BAT PHUONG TRINH MU VA LOGARIT

I - BAT PHUONG TRINH MU

86

Bat phuong trinh mii cd ban

Ta xét bat phuong trinh danga™ > b.

Bit phuong trinh mil co ban ¢6 dang @ > b (hodc a* = b,

a* <b, a* <b)véia>0,a#]l.

* Néu b <0, tap nghiém ctia bat phuong trinh 1aR via™ > b Vx € R.
* Néu b > 0 thi bat phuong trinh tuong duong véi a* > '8« ”

Vi a > 1, nghiém cua bat phuong trinh 1a x > log, b.

V6i 0 <a < 1, nghiém cta bat phuong trinh 12 x < log, b .

Vidul

a)3*>8le x> logy81 < x > 4;

i X
b}[E] >32 = x<log; 32 & x<-5.
2
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e
—

Minh hoa bang do thi

y=a*
. (@a>1)
V& d6 thi ham s6 y = @* va dudng thang
y = b trén cing mot hé truc toa do.

Trong trudng hgp @ > 1 ta nhan thay :
e Néu b <0 thi a* > b véi moi x. o

* Néub>0thi a* > b véi x >log, b (H.41).

Q —
-

1l
-

=y

log, b

Hinh 41
Truong hgpO<a<1,tachd:

e Néu b <0 thi @' > b vdi moi x.

yi
\ b
=b
e« Néu b > 0 thi a*>b véi \ ¥

x < log, b (H. 42).
B e ™ il

log b 0 x

Hinh 42

ﬁ1

Hay 1ap bang tuang t cho cac bat phuong trinh a* 2 b, a* <b, a* <b.
2. Mét sé bat phuong trinh mii don gian |

2
Vi du 2. Giai bét phuong trinh3* 7 < 9.
Gidi. Bat phuong trinh di cho c6 thé viét & dang
312—; < 32{

Vi co sd 3 16n hon 1 nén Xt -x<2
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Day la bdt phuong trinh bac hai quen thudc. Giai bat phuong trinh nay, ta
duge -1 <x < 2.

Vay tap nghiém cua bét phuong trinh da cho 1a khoang (-1 ; 2).
Vi du 3. Giai bat phuong trinh 4% - 2.5%% < 10*,

Gidi. Chia hai v& cla bt phuong trinh cho 10”, ta duoc
X X
(5] -13) «
5 2
A
bat 1 = [E] (t > 0), ta c6 bat phuong trinh

2
2 i

t —— < lhay —— < 0.
t t

Giai bdt phuong trinh nay véi diéu kién ¢ > 0, ta dugec 0 <t < 2. Do d6

X
0< [z) 7
5
, Gl 2
Vi co s6 3 nho hon 1 nén x > log, 2.

5

Vay tap nghiém cua bt phuong trinh da cho la(log, 2 ; +).

5
AW
Giai bat phuong trinh 2* +27% -3 <0.
I1 - BAT PHUONG TRINH LOGARIT

1. Bat phuong trinh l6garit co ban

N Bat phuong trinh l6garit co ban c¢6 dang log, x > b (hoic
log, x 2 b, log, x <b,log,x<b)vb6ia>0,a#1l.

Xét bét phuong trinh log, x > b.
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Truong hopa > 1, taco
log,x >b <> x>a.
Truong hop0 < a <1,tacé

log,x >b <= 0<x <,

Vidu 4

a}logz.r>?<:>x>2? < x>128.

3
b)|0g|.1'>3<::>0<.;'<(%J <:>0<.1'<é.
2

Minh hoa bang do thi
VE d6 thi ham s6 y = log, x va dudng thing y = b trén ciing mot hé truc toa do
(H. 43, H. 44). i

b |

0 Vl » \y:b
1 =b
b y
y = log x

(0O<a<l)

Hinh 43 Hinh 44

Quan sat do thi, ta thdy :

Truomg hop a > 1: log, x > bkhi va chi khi x > a”.

Truong hop 0 < a < 1: log, x > bkhi va chi khi 0 < x < a”.

ho trong bang sau :

=

Két ludgn : Nghiém cta bat phuong trinh log, x > b dugcc

3
ﬁ Hay lap bang tuong tu cho céc bét phudng trinh log, x2 b, log, x<b, log, x<b.
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2. Mét sé6 bat phudng trinh légarit don gian

Vi du 5. Giai bat phuong trinh logg 5(5x +10) < logU‘S(.rz + 6x + 8).

Gidi. Diéu kién cla bat phuong trinh da cho la

= & x> =2,

Sx+10>0 x>-2
x> +6x+8>0 x < —4 hoic x > -2

Vi co s6 0,5 bé hon 1 nén véi diéu kién do, bdt phuong trinh da cho tuong
duong véi bat phuong trinh S5x + 10 > x% +6x+8

& xt+x-2<0e 2<x<l.

Két hop v6i diéu kién, ta duoc tdp nghiém cia bat phuong trinh da cho la
khoang (-2 ; 1).

Vi du 6. Giai bat phuong trinh log,(x — 3) + log,(x —2) < 1.

Giai. Diéu kién cua bit phwong trinh la x > 3. Khi d6, bat phuong trinh da
cho twong duong véi
log,[(x — 3)(x — 2)] £ log, 2.

Vicos6216nhon 1 nén(x —3)(x-2)<2.

Giai bét phuong trinh nay, ta tim dugc 1 < x < 4. Két hop véi diéu kién x > 3,
ta duge nghiém cia bét phuong trinh da cho 1a 3 < x < 4.

4
ﬁ@iéi bat phuong trinh log (2x+3) > log, (3x+1).

2 2
Bai tap
1. Giai cac bat phuong trinh mii :
) 2)(2 —3}'
a) 27F t3x £ 4. b) (zj a2
9 7
8} 32 L3 gag. dja* <325 4+250.
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Giai cac bat phuong trinh logarit :
a) logg(4 —2x) 22 ;

b) log;(3x=35) > log;(x+1) ;
5 5

c) logg, x —logs(x —2) < logpy 3 ;

d)log3 x — Slogz x + 6 < 0.

On té@p chuong 2

Hay néu céc tinh chat cua luy thira véi s6 mi thuc.

Hay néu cic tinh chat cia ham s6 lu§ thira.

Hay néu cic tinh chat cia ham s6 ma va ham sé 16garit.
Tim tap x4ac dinh cua cic ham s6 :

1 X
: b) y = log
g )y v

¢) y =logVax® — x —12; d) y=v25% - ¥,

Biét 4° + 47" = 23, Hay tinh 2* + 27"

a) y=

Cho log, b =3, log, ¢ = 2. Hay tinh log, x vo0i :

43

b

a) x = u3h2~f(_'; b) x= < :(_
C

Giai cdac phuong trinh :

a) 3_'(+4 £ 3<5_'[+3 = 5_'{+4 o 3.f+3; b) 251 i 6{5! + 5 = O;
c) 49% +12% -3.16" =0; d) log;(x — 1)log; x = logy x.
. . . _ log Xt 8 o
e) |0g3_1+]{}g£1+]0g1_1=6, f) Dg_r—- = log x.
3
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8. Giai cdc bdt phuong trinh :
a} 22.\-[ + 22.1'—2 i3 22.'.'—3 > 448 :

b) (0,4)" - (2,5)" >1,5;

c) ]0g3[log| (,xz — l)} <1:

g

Fa

d) logd, x — Slogy, x < —6.

Bai tap trdc nghiém

oy

1. Tip xdc dinh cua ham sc‘iyzlogl la:
-
(A)(=o0 ;1) U (2; + ) ; B)(1;:D);
(C) R\ ({1}; (D) R\ {1; 2}.

2. Chon khéng dinh sai trong cic khing dinh sau :

(A)lnx>0&x>1; (B) loghy x<0=0<x<1;

(C) logya>log b a>b>0. (D) log; a=1log, b<=>a=5b>0.
3 3 2 2

3. Cho ham s6 f(x) = In(4x — x%). Chon khing dinh diing trong cdc khing

dinh sau :
(A)f'(2)=1; (B)f'(2)=0;
OFf'G)=12; D)f'(-1)=-1,2.
4. Cho ham s6 g(x)=log;(x? —5x+7). Nghiém cha bat phuong trinh
2
gx)>0la:
(A)x>3: (B) x <2 hodcx>3;
(C)2<x<3; (D) x < 2.
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5. Trong cac ham s6 :

f(x) =In— - 2lx) = I 1—+ L , h(x) =In 1 :
sin x COSx COS x
ham s6 nao ¢6 dao ham la ?
COSx
(A) fx) ; (B) g(x) ; (C) h(x); (D) g(x) va h(x).
6. S6 nghiém cha phuong trinh 22¥ 75 = | 1a;
(A)O; (B)1; ©)2; (D) 3.
7. Nghiém ctia phuong trinh 10'°8? = 8x + 5 1a:
1 5 7
A)O; B) —; 0 =; D)—.
( (B) > © 2 (D) 2
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NGUYEN HAM

I - NGUYEN HAM VA TINH CHAT

1. Nguyén ham

1
ﬁ Tim ham s& F(x) sao cho F '(x) = fix) néu :

a) fix) = 3 Vi x € (—o0 ; +00) ; b) f(x)=

1 o [ T TE]
5 Vol xe| =——=:=|
COS” X 2 2

Ki hiéu X 1a khoang ho#c doan ho#c nlta khoang clia R.
DINH NGHIA
Cho ham s6 f(x) xdc dinh trén K.

Ham s6 F(x) dugc goi 1a nguyén ham cta ham s6é f(x) trén K
néu F '(x) = f(x) véi moi x € K.

Vidul

a) Ham s6 F(x) = x° 12 mot nguyén ham ciia ham s6 f(x) = 2x trén
kh()firlg (—ED 2 +(DJ Vi F r("‘_) = [_\_‘2)' = 2'\', X e (_w : +{_ﬂ.}‘

b) Ham s6 F(x) = Inx 12 mOt nguyén ham cua ham s6 f(x) :l trén
p

khoang (0 ; +) vi F '(x) = (Inx)' :l ,x € (0; +00).
X

Y Hay tim thém nhiing nguyén ham khac cta cac ham s6 néu trong Vi du 1.

DINH LI 1

Néu F(x) 1a mot nguyén ham cua ham s6 f(x) trén K thi
v6i mbi hing s6 C, ham s6 G(x) = F(x) + C ciing la mot
nguyén ham cua f(x) trén K .

ﬁ 3
Hay ching minh Binh li 1.
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DINH Li 2

Néu F(x) 1a mot nguyén ham cia ham s6 f(x) trén K thi
moi nguyén ham cua f(x) trén K déu c6é dang F(x) + C, véi
C la moét hang s6.

Chitng minh. Gia sit G(x) cling 12 mot nguyén ham cuia f(x) trén K, tic la
G'(x) = fix), x € K. Khi d6
(Gx) - F(x)) =G'(x)-F'(x)=filx) - flx) =0, x € K.
Vay G(x) — F(x) 1a mo6t ham s6 khong déi trén K. Ta co
GxX)-Fx)=C=>Gx)=Fx)+(C,x e K. [ |
Hai dinh 1i trén cho thdy :
Néu F(x) 1a mét nguyén ham cta ham s6 f(x) trén K thi
Fx)+C,CeR
la ho tdt ca cdc nguyén ham cua f(x) trén K. Ki hiéu

[fxdx = Fooy + .

CHU Y
Biéu thic f(x)dx chinh la vi phan cia nguyén ham F(x) cua
f(x), vidF(x)=F '(x)dx = f(x)dx.
Vidu2

a) Vai x € (—o0 ; +o0), '[2_1111' =% +C :
b) V6i s € (0 ; +), Eds =Ins+C ;
c) Véir € (—oo ; +0), |costdr = sint + C.
2. Tinh chat cua nguyén ham
TiNH CHAT 1

([feoax) = £

va [£(dx = fx)+C.
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Tinh chat nay duogc suy truc ti€p tir dinh nghia nguyén ham.
Vi du sau day minh hoa cho tinh chat dé.

Vidu 3. Ta cé
Ucos xd.r)' = (sinx + C)' = cosx
va I(cos.a')'d_r — J("—ﬁin x)dx =cosx + C.

TINH CHAT 2

[if (rdx = k [£(x)dx (k 14 hiing s6 khéc 0).

Chitng minh. Theo Tinh chét 1, ta co

(k [ox) = { [re0dx) = .

Tirdé suy ra [kf (x)dx = k [£(x)dx. &

TINH CHAT 3

.[[f(_r) + g(_r}}dr = J_f'(,t):it' + Jg(.\.‘}clr.

4
ﬁHéy ching minh Tinh chat 3.

- . 2 b ]
Vi du 4. Tim nguyén ham ctia ham s6 f(x) = 3sinx + — trén khoang (0 ; +o0).
X

Gidi. Véix € (0;+x), tacod

1

I[Sa‘m X + E]d,x = SIsin.rdr + 2j—dr =-3cosx +2Inx +C.
X X

3. Su ton tai nguyén ham

Ta thira nhan dinh 1i duéi day.
DINH Li 3

{ Moi ham s6 f(x) lién tuc trén K déu c6 nguyén ham trén K. ]
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Vidus

| b2

a) Ham s6 f(x) = x2 c6 nguyén ham trén khodng (0 ; +o0) va
2

5
J-_r-qu = %.1‘3 + C.

b) Ham s6 g(x) = . 12 c6 nguyén ham trén timg khoang (k7 ; (k + 1)m)
sin“ x
(ke Z) va

1
_[ 5 dx = —cotx + C.
sin“ x

4. Bang nguyén ham cua mét sé ham sé so cidp

A Lap bang theo mau dudi day réi dung bang dao ham trang 80 va trong SGK Dai s6
va Gial tich 11 dé dién cac ham sé thich hdp vao cot bén phai.

F) fD+C

a*lna (a>0,a#1)

COsX

—sinx
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Tir bang cdc dao ham, ta c6 bang nguyén ham sau day.

IUd-; =C

J'u'tdr =

X

+C(a>0,a#1)
Ina

Id\' =x+C

ans_rdt‘ =sinx+ C

a+ 1

]
J‘_r“dr = L icax=1)

Jsin.rd\‘ =—cosx+C

Ildr =In |1| +C
X

dx = tanx + C
cos‘ x

"'e,,rd;_ =e* +C

1
J' —dx = —cotx.+ C
sin” x

Vidu 6. Tinh :

2 4 2/1_2}11' trén khoang (0 ; +0) ;
3.

b) !(3(:03.-.' —3*"Yydx trén khodng (o0 ; +0).
Gidi

a) Viix € (0; +0) tacod

2 4 —\/T_—Jdt = QJ,t'zch' + J.t_-%d.r

&
= 3,1'3 +3x3+C =
3

o +3%G + C,

W

b) Véi x € (—o0 ; +0) ta cd
= 1
3cosx — 3 Dydx = 3 |cosxdx — — |3"dx
J v =3 3 )

1 31. x=1
= 3siny — ———+ C = 3sinx —
31n3 In3

+C.
CHU Y

Tir day, yéu cdu tim nguyén ham ctia mot ham s6 dugc hiéu la
tim nguyén ham trén timg khoang xdc dinh cta né.
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[l — PHUONG PHAP TINH NGUYEN HAM

1. Phuong phap déi bién sé&

ﬁ 6
a) Cho j(.r ~1)'%dx . DAt u = x - 1, hay viét (x-1)'%dx theo « va du.

b)Cho [Xdx. Dat x=¢', hay viét 22 dv theo ¢ va dz.

X X

DINH Li 1

Néu [f(du = F(u) + C vau = u(x) 12 ham s6 c6 dao ham

lién tuc thi

J.f(u(.a'))u'(.r)d.r = F(u(x)) + C.

Chirng minh. Theo cong thitc dao ham cuia ham hop, ta c6
(F(u(x))" = F'(u).u'(x).
ViF(u)=f(u)=fux)) nén (F(u(x)))' = f(u(x))u'(x).
Nhu vy, cong thic Jf{u)du = F(u) + C ding khi u 1a bién s6 doc lap thi
ciing ding khi u 12 mét ham s6 cta bi€n s6 doc 1ap x. &
HE QUA

_[f(ax + b)dx = l!*"(ax +b)+C | (a#0).

[*]

Vidu 7. Tinh |sin(3x — 1)dx.
Giai. Vi Isinudn = —cosu + C nén theo hé qua ta co
jsin(Bx —Ddx = —%cos(lr -1 +C.
CHU Y
Néu tinh nguyén ham theo bién méi u (¥ = w(x)) thi sau khi

tinh nguyén ham, ta phai trd lai bién x ban ddu bing cdch thay
u boi u(x).
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X
(x +1)°
Gidi. Dat u = x + 1 thi du = dx. Khi dé, tich phan di cho trd thanh
u—1 1 1 —4 g 1 1 1 1
du=||—-—7|du = |t "du - |« du =—=.— +—.— +C.
j 5 J{ 4 uﬁ] .[ .[ o | “4

i

Vidu 8. Tinh dx.

Thay u = x + 1 vao két qua, ta dugc

j - 5 dr = 1 3 [-!— 1 = l) +C.
(x +1) (x+1)°\4 x+1 3
2. Phuong phap tinh nguyén ham tirg phan

j i'\ ;
Taco (xcosx)' = cosx — xsinx

hay —xsinx = (xcosx)' — cosx.

Hay tinh I(Jrcns,r)'d.r va jCOS.‘l’dT. Tl d6 tinh I.rsimdx.

DINH Li 2

Néu hai ham s6 u = u(x) va v = v(x) c6 dao ham lién tuc
trén K thi

ju(x)v'(x]d\' = u(x)v(x) — Ju'(x}v(x)dx.

Chitng minh. Tir cong thitc dao ham cua tich
((x)v(x))' = u'(x)v(x) + u(x)v'(x)

hay u(x)v'(x) = ((v(x))'= u'(X)v(x),

ta c6 JuCow (odx = [(uCov(x)) dx = [u'(x)u(odx .

Vay Jutew'(odx = uxyv(x) = fu'Gom(xde. a
CHU Y

Vi v'(x)dx = dv, u'(x)dx = duw, nén ding thitc trén con duoc
viét & dang

judv = uy — J.vdu.

D6 1a cong thite tinh nguyén ham timg phén.
101




thay-do.com

Vidu 9. Tinh

a) I,l.'e “dr: b) j.\' cos xdx ; c) _[ln_l;dr.

Giai

a)Dat u=xvd dv=e"dx, tacé du =dx vi v =¢*. Do dé
I.t‘c"‘dr = xe”* — Ic"'dr = po¥ = g® O,

b) Bat u =xva dv =cosxdux, tadugc du =dx va v =sinx. Vay
_[.1‘ cosxdx = xsinx — Isin_rd.x

xsinx +cosx + C.

hay _[1 cosxdx

; ] 1 " .
c)DPatu =Inx,dv=dx,tacé du = —dx va v=x. Do do
X

Iln.\'d.t' = xlnx — jdl; =xlnx—x+C.

8
ﬁ Cho P(x) |4 da thitc clia x. TU Vi du 9, hay |ap bang theo m&u dudi day réi dién u va
dv thich hgp vao & tréng theo phuong phap tinh nguyén ham timng phan.

JP{ x)e'dr JP{ x)cos xdx IP( x) In xdx
u P(x)
dv e dx

Bdi tap

1. Trong cic cap ham s6 duéi day, ham s6 nao 1a nguyén ham cia ham s con
lai ?
X .

=y = =, § P |
a)e ™ va —e b) sin2x va sin“x ;

2
c)[l 43] e (1 —i]e-".
X x

2. Tim nguyén ham cta cidc ham s6 sau :

J;-f'l
3

T Lk e bYA=

Ix e’
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c)fix) = ] E d) f(x) =sin5x.cos3x ;
sin” x.cos” x
C}f(‘-] = tanz.r 3 g) f[)f) - 6)3—2_1- .
1
h) flx) =

(1+x)1-2x)
3. Sirdung phuong phip déi bién s6, hdy tinh :
a) [(1-x)°dx(datu=1-2x);
3
b) [x(1+x*)2dx (dat u=1+x%) ;

c) _[0053 xsinxdx (dat ¢t = cosx) ;

d) J' (datu =e* +1).

E’ + -E"
4. St dung phucmg phép tinh nguyén ham tirng phén, hay tinh :
a) I.r In(1 + x)dx; b) j{xz +2x — 1)e*dx;

¢) [xsin(2x + Ndx; d) [(1- x)cosxdx.

TICH PHAN

I - KHAI NIEM TiCH PHAN

1. Dién tich hinh thang cong

& 1

/' R\ Ki hiéu T 12 hinh thang vubng gi6i han bdi duing thang y = 2x + 1, truc hoanh va hai
dudng thlng x= 1, x=t (1 < 1 < 5) (H.45).
1. Tinh dién tich & cia hinh T khi ¢ = 5 (H.46).

2. Tinh dién tich S(r) cla hinh T khi ¢t € [1 ; 5].
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Hinh 45 Hinh 46
3. Chimmg minh réng S(r) la mét nguyén ham cla fir) = 2t + 1,1 € [1 ; 5] va dién tich
& =5(5) - 5(1).
Cho ham s6 y = f(x) lién tuc, khong déi ddu trén doan [a; b]. Hinh phéing
gi¢i han béi dé thi cha ham s6 y = f(x), truc hodnh va hai dudng thing x =
a, x = b dugc goi l1a hinh thang cong (H. 47a).
0] 16p dudi, ta da biét cdch tinh dién tich hinh chir nhat, hinh tam gidc. Bay
gio, ta xét bai todn tinh dién tich hinh phing D gi6i han béi mot dudng
cong kin bat ki (H. 47b).

Vi
B
y 5ﬁx} \/_
A f
0 a b x
a) b}
Hinh 47

Bang cich ké cdc dudng thing song song véi cdc truc toa do, ta chia D
thanh nhimg hinh nhoé la nhimg hinh thang cong (H.47a). Bai todn trén
dugc dua vé tinh dién tich clia hinh thang cong.

Vi du 1. Tinh dién tich hinh thang cong gidi han béi dudng congy = x4,
truc hoanh va cac duong thingx =0, x = 1.

Gidi. Vi méi x € [0 ; 1] goi S(x) 1a dién tich cha phin hinh thang cong di
cho nam giira hai dudng thing vuéng géc vé6i Ox tai diém c6 hoanh do 0 va x
(H. 48).
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}l F 3 / },‘ 3
(| Y (R, y=x? 1 TV S o B
F
P
(x)
» M N >

0 X 1 X 0 x x+hl x

Hinh 48 Hinh 49

Ta chirng minh
S'(x) = x%,x € [0;1].
That vay, v6i h > 0, ki hiéu Syypp vad Spyner l4n luot la dién tich cic
hinh chit nhat MNPQ va MNEF (H.49), ta cé
SMNPQ < 8(x + h) = S(x) < SynEF
hay

hx? < S(x+h)—S(x) € h(x + h)z.

0 < S(x + ;? —S(x) _ o < 2xh + h?.
1

V@i h <0, tinh todn tuong tu, ta duoc
S(x + h) — S(x) xg
h

2xh+ h* < &0,

Tém lai véi moi h =0, ta cé

S(x+ h) = S(x) B

: .1‘2 < 2.1'|h| - hz A
1

Suy ra

$'(x) = lim S(x + h) — S(x) - i
h—=0 h

Do d6, S(x) 1a mot nguyén ham cia ham s6 f(x) = x% trén doan [0 ; 1].
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3

Mait khdc trén doan do, F(x) = % ciing 1a nguyén ham cta f(x) = ,1'2 nén

3
S(x) = ‘? +C,CeR,

Tur gia thiét S(0) =0, suy ra C = 0. Vay

z y ; 5 1
Thay x = 1 vao dang thiic trén, ta cé dién tich cia hinh cdn tim lasS(l) = 5

Bay gio, ta xét bai toan tim dién tich hinh thang cong bat ki.
Cho hinh thang cong gi¢i han b&i cdc dudng thing x = a, x = b (a < b),
truc hoanh va dudng cong y = f{x), trong dé f(x) 12 ham s6 lién tuc, khong

am trén doan [« ; b]. yA

V6i méi x € [a ; b] ki hiéu S(x) 12 dién tich
cua phén hinh thang cong d6 nim giita hai )

dudng thang vuéng goc véi Ox 14n luot tai a %
%
),

va x (H.50).
Hinh 50

= fix)

Ta ciing ching minh dugc S(x) 1a nguyén
ham cua f{x) trén doan [« ; b).

<
L

Gia su F(x) ciing 1a mot nguyén ham ctia f{x) thi

¢6 mot hing s6 C sao cho S(x) = F(x) + C.

ViS(a) =0 nén F(a) + C =0 hay C = —F(a).

Vay S(x) = F(x) — F(a).

Thay x = b vdo ding thic trén, ta cé dién tich ciia hinh thang cén tim la
S(b) = F(b) — F(a).

2. DPinh nghia tich phan
&) 2

/ Qcia st fix) la ham s6 lién tuc trén doan [a ; b], F(x) va G(x) |a hai nguyén ham cua
flx). Chimg minh rang F(b) — F(a) = G(b) - G(a), (tirc 1a hiéu s6 F(b) — F(a) khéng

phu thudc viéc chon nguyén ham).
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Cho f(x) 12 hAm s@& lién tuc trén doan [a ; b]. Gia su F(x) la
mot nguyén ham cua f(x) trén doan [« ; b].

Hiéu s6 F(b) — F(a) duoc goi 1a tich phan tir « dén b (hay tich
phéan x4c dinh trén doan [a ; b]) cia ham s6 f(x), ki hiéu la

b
jf(x)dx :

[, 3 . - =
Ta con dung ki hiéu F(,x')|(: dé chi hiéu s6 F(b) — F(a).

h
vay | [feode = Fo|, = Fb) - Fla).

h
Ta goi j- 14 ddu tich phdn, a 1a can dwdi, b 1a cdn trén, flx)dx
(7]
1a biéu thite duéi ddu tich phdn va f(x) 1a ham sé dwoi ddu
tich phdan. '
CHU Y
‘ Trong trudng hop a = b hoidc a > b, ta quy udc
a b a
fdr =05 [fdx = - [fx)dx.
1 ] h

i €

Vi du 2

: 2
l)jz,rdr=.r2‘l 29?1 wd-1e
|

€l .
2) [~di =Int|| =ne-Im1=1-0=1.
I
1

NHAN XET
b
a) Tich phan ctia ham £ tir a dén b c6 thé ki hiéu bi jf(.t)dx
d
b
hay jf(r}dr . Tich phan dé chi phu thudc vao f va cac can a, b
7y

ma khong phu thudc vao bién s6 x hay ¢.
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b) ¥ nghia hinh hoc ciia tich phdan. Néu ham s6 f(x) lién tuc va
b

khong am trén doan [a ; b], thi tich phan _[f{,r}d.t la dién
a

tich § cta hinh thang cong gi6i han béi d6 thi cia f(x), truc Ox

va hai duong thang x = a, x = b (H.47a). Vay

b
S = [f(x)dx.

a

II - TINH CHAT CUA TiCH PHAN

TINH CHAT 1

b b
jig"(_r)dr =k j’ f(x)dx (k 12 hing s6).

il

TINH CHAT 2

b b b
[l % gl = [flx)dx £ [g(x)ax.

[ a

3
ﬁ Hay chiing minh céac tinh chat 1 va 2.

4
Vidu 3. Tinh [(x* + 3Jx)dx
1

Gidi. Ta c6

4 4 4 1
J’(,\'Q + 3\/;](& = J‘xzd.r + 3_[).'2dx
1 1 |
3
314 il | 1 ¥ .
:{LJ +3{~2-.er Wt B R
3 /I 3 1 3
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TiNH CHAT 3

b ¢ b
[£(dx = [fordx + [fexdx (a<c<b).

Chirng minh. Gia su F(x) 1a mot nguyén ham cuia f(x) trén doan [a ; b]. Khi
dé, F(x) ciing 12 mot nguyén ham cua f(x) trén méi doan [a ; ¢] va [c ; b]. Do
do, ta c6

¢ h
j' £(x)dx +J’ f(x)dx = (F(¢) — F(a)) + (F(b) - F(¢))

o

b
= F(b) - F(a) = j' f(x)dx. &
2n
Vidu 4. Tinh I-Jl — cos2xdx .
0
Giai. Ta c6
2n 2n 2n
_[u‘l —cos2xdx = j\}ZSinz xdx =2 _[]sin.t|dx.
0 0 0

e sinx, nfu0<x<n
Vi [sin x| = ' )
_ —sinx,néun < x <2n
nén
2n n 2n
jv‘] —cos2xdx = VE ﬂsinx| dx + _[Isin xldx
0

0 T

n 2m
= VE Isinxdr — Isin.xdx]

0 T

- ﬁ[(—cosx)‘g + (cos.r)lin} =4\}E.
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111 - PHUONG PHAP TIiNH TiCH PHAN

1. Phudng phap déi bién sé

A%
|
Cho tich phan 7 = _[(2” 12 dx.
0
1. Tinh 7 bang céch khai trién (2x+1)%.
2. Dat u=2x+1. Bi€n d8i biéu thirc (2x+1)*dx thanh g(u)du.
u(l)
3. Tinh J g(u)du va so sanh két qua véi I trong cau 1.
u())

Twong tu phuong phdp déi bién s6 trong viéc tinh nguyén ham, ta c6 dinh i
sau day. ’

DINH LI

/" Cho ham s6 f(x) lién tuc trén doan [a ; b]. Gid sir ham s6 "\
x = @(1)c6 dao ham lién tuc trén doan [a ; f ] sao cho
pla)=a,e(f)=b va a<e(t)<b v6i moi e€la; fFl.
Khi do

h

B
[feadx = [flene'(dt
\ 7] o

o

Vi du 5. Tinh I dx.
- 2
ol+x
1
Gidi. Dat x = tant. Tacé x'(t) = 7
cos™ t
T

Khix=0thit=0,khix=1thit= T

Céc gia thiét cta dinh If trén duoc thoa mén. Do dé

i T
Y & 4 dr R
.[ 2d"':j g Id’=_‘
ol+x ol +tan“t cos“t 4

(*) Néu f <a,taxétdoan |F; a].
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CHUY

Trong nhiéu truong hop ta con sir dung phép déi bién s6 ¢
dang sau :
b

Cho ham s6 f{x) lién tuc trén doan [« ; b]. Dé tinh jf{.t')d.x,
doi khi ta chon ham s6 « = u(x) l1am bién s6 mai, lronfjg do6 trén
doan [a ; b], u(x) c6 dao ham lién tuc va u(x) € [a ; B].
Gia silr c6 thé viét

f(x) = glu(x)u'(x),x € [a; b],
vOi g(u) lién tuc trén doan [« ; f].

Khi do, ta c6
u(h)

j[f(-\')dt = I g(u)du.
a ula)

2
Vi du 6. Tinh _[s.in2 xcos xdx.
0

Giai. Dat u = sinx. Ta c6u' = cosx.

Khi x = 0 thi #(0) = 0, khi x = %5 thi u[g |=1.
Vay
2 | AT
_[F-in2 xcosxdx = I:;zd:; = =y e
5 4 30 3
Vi du 6. Tinh J'—d,l,
U 1+ x°)

2

Gigi. Pat u =1+ x*, tacé u'=2x, u(0)=1, u(1) =2 nén

: - %] 11
j — —-?.—du B o
U(l+1 ) 211.." 4 y-
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2. Phuong phap tinh tich phan timg phén

ﬁ 5
a) Hay tinh J(.Hl)zf‘dr bang phuong phap tinh nguyén ham timg phén.

|
b) Tur d6 tinh [(_1- +De*dx.
0

Tir phuong phép tinh nguyén ham timg phén, ta c¢6 dinh li sau day.

DINH Li

/I;.Té'u u = u(x) vd v = v(x) 1a hai ham s6 c6 dao ham lién Il._lh
trén doan [a ; b] thi
b b b
J'u{,r}v'(,\:)d_r = (u(x)v(x))|, —

a a

w'(xv(x)dx

h b b
hay J.Hd V= ”"lu - jvdu.

\__ : P,

x
2
Vidu 7. Tinh J'.rsin xdr
0
Gidi. Dat u = x va dv = sinxdx, ta c6 du = dx va v = —cosx. Do d6

4
2

xsinxdx = (—xcosx)|, +

0 cosxdx

C‘L—_.N‘F'

St

bad i
2 2
U———D'+1:1.

=(—x cos x) ot (sin x)

e ”
Vi du 8. Tinh j]”—z‘ dx.
i *
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* T Y ] > 1 - 1 >
Giai. Dat 4 = Inx vady = —j-dr, tacéd du = —dx viv = —— . Do dé
x X X

=]

i

[+ c
Inx 1 s 1
J—néidx' =——Inx| + J‘ich (—lfn X — —)
| X X 1 I"'z N X b'a

2

|
F i
|
o | —
|
o | =
b SRR
|
—
o
|
—
I

BAN CO BIET

NIU-TON (ISSAC NEWTON)

Niu-ton (1643 — 1727) 14 nha toan hoc, vét li hoc, co hoc
va thién va&n hoc vi dai ngudi Anh.

Sinh ra thi€u thang, Niu-ton 1a mét dita tré y&u 6t. Lén
Ien Niu-ton cling khéng phai la mét cau bé khoé manh. Cau
thudng phaéi tranh nhing trd chai hiéu déng ctia dam ban bé
cung Iia tudi. Thay vao d6, cau tu sang ché ra nhing tro
chai cho riéng minh, qua dé cling thdy dugc tai nang thuc
nghiém cla Niu-ton s6m dugc bac 16. Khi thi cau lam ra
nhing d8 chai co hoc, nhu chiéc déng hé bing gb chay
dugc, khi thi cau sang ché ra chiéc ci xay gi6, bén trong dé
mét con chudt doéng vai trd ngudi tho xay. Cé 1an vao ban I. Newton

dém Niu-ton da tha chiéc diéu mang dén I6ng chiéu sang, khién cho dan lang hoang
sg. Va ngay tf ldc nhé, Niu-ton da rét chiu khé doc sach va ghi chép cdn than nhing
diéu li tha ma cau doc dugc trong sach.

N&m 1661, 18 tudi, Niu-ton vao hoc tai truong Dai hoc Cam-brit (Cambridge). Tir d6
Niu-ton thuc su quan tam dén khoa hoc. Thay day toan ctia Niu-ton thira nhan
cau sinh vién xudt sic clia minh da vugt minh va nam 1669 6ng nhudng chifc vu
giao su cho ngudi hoc tro 16i lac &y. Niu-ton giif chitc nay cho dén nm 1701.
Céng hién 16n lao cla Niu-ton déi véi toan hoc 1a déng thai va déc lap véi Lai-ba-nit
(G. Leibniz), 6ng da sang lap ra phép tinh vi phan va tich phan. Ngay ti nhilmg nadm
1665 - 1666, luc 22, 23 tudi, Niu-ton da xay dung cd sé cla phép tinh nay ma
6ng goi la "phuong phap thong lugng", va éng da ap dung phuong phéap d6 dé
giai nhiing bai toan vé Cad hoc.

Niu-ton va Lai-bo-nit déu phat hién ra méi lién hé sau sic gida tich phan va
nguyén ham. Lich sif Toan hoc cho thay khai niém tich phan da xuat hién déc lap
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voi dao ham va nguyén ham. Do d6, viéc thiét 1ap méi lién hé gida tich phan vai
nguyén ham Ia mot phat minh vi dai cla Niu-ton va Lai-ba-nit. Két qua nay da dugc
stf dung lam dinh nghia tich phan.

Niu-ton da coé nhitng phat minh cg ban vé day vé han. Bac biét, ong md roéng
dinh 1i, nay goi 1a "dinh li nhi thirc Niu-tan" cho trudng hop s6 mi 1a mét s6 thuc
tuy y.

Niu-ton con ¢é nhilng céng hién 16n lao trong cac linh vuc Dai s8, Hinh hoc, Co
hoc va Vat li. Ong da phat minh ra dinh luat vi dai vé van vat hap dan.

1. Tinh céc tich phén sau :

] ™
a) 2.[ «,3)(1 — x)%dx; b) :%[5‘1“[% . “}d";

| 0

2

2 | 2 5
¢) |———dx; d) |x(x +1)"dx;
)1!*'(”” ) [xe+D)

1 0

2

i}
2 2
1 -3x

e) ——1—2(11'; g) IsiancosS.rdx.

!(.\"}' l)‘ T

2 e

2. Tinh céc tich phan sau :

o
2 2
a) JH — xldx; b) jsinz xdx;
0 0
In2 2x+1 n
c) J' E—\_—+l—lil'; d) jsin 2xcos? xdx.
p ¥ 0
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Str dung phuong phdp dédi bién s6, hay tinh:

3 2
a) j—'—Td_n-(dalffz_x+ 1):

s o

1
b) [V1-x?dx (dat x = sinr) ;
0

1
c) J’—:——ﬂdl (datu =1+ xe™):

.JL
0 1 + xe

d) J-\/—dx (a > 0) (dat x = asins).

Sir dung phwong phdp tich phan timg phan, hay tinh :

T
2 e

a) I(.t + 1)sin xdx; b) j.\"‘ In xdx:
0 1

c) jln(l + x)dx:
0 0

Tinh cdc tich phan sau :

1
3 9
a) j(1+3.-.')2d_1; b)j" _idr;
0 0

|
Tinh [x(1-x)’dx bing hai phuong phap :
0

a) Di bins6u=1-r :

b) Tich phéan timg phan.

d) j(_r—’ ~ 2x — e *dx.
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UUNG DUNG CUA TiCH PHAN
TRONG HINH HOC

[ - TINH DIEN TiCH HINH PHANG

A

;

116

1
Tinh dién tich hinh thang vuéng dugc gidi han bdi cac duong thdng y=-2x-1,y=0,
x=1vax=5.

So sanh vdi hinh thang vuéng trong%1 clia §2.
Hinh phing giéi han bdi mot dudng cong va truc hoanh

w Gia sir ham s6 y = f{x) lién tuc, nhan gid tri
khong am trén doan [a ; b]. Ta da biét hinh

B’ thang cong gidi han boi d6 thi cua flx), truc
hoanh va hai duong thing x = a, x = b ¢
dién tich § dugc tinh theo cong thiic

h
§ = [f(x)dx. (1)

Truong hop fix) <0 trén doan [a ; b], ta co
—f(x) 2 0 va dién tich hinh thang cong
aABb bang dién tich hinh thang cong
aA'B'b 1a hinh d6i ximg cua hinh thang da

Hinh 51 cho qua truc hoanh (H.51). Do d6
b
S = SEIAB!'J = SHAFBFJJ = I{—f(\.))d_l (2)
[4)
Téng quét, dién tich S ctia hinh i
phing gidi han boi dé thi cia Ry
ham s6 f(x) lién tuc, truc hoanh i
va hai duong thing x =a, x=b
(H.52) duoc tinh theo céng thic
b o] @\/ b x
S = [|f(0)|dx. 3)
a Hinh 52
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Vi du 1. Tinh dién tich hinh phing dugc giéi han boi d6 thi cua ham s6 y =x2,
truc hoanh v hai dudng thing x = -1, x = 2 (H.53).

y r 3
Gidi. Ta c¢6 x° <0 trén doan [-1 ; 0] va
x> >0 ten doan [0 ; 2]. Ap dung cong thic ,,'5?
(3),tacé:

A
W
1

e
A,

i

y

2 0 2 . O/,
5= I|.1‘3|d,1' & I(——x})d.r + j,r?‘d.\' 0 1
-1 -1 0

Hinh 53

2. Hinh phang gidi han bdi hai duéng cong

Cho hai ham s6 y = f;(x) va y = f,(x) lién tuc "
trén doan [a ; b] . Goi D 14 hinh phéng gi6i
han bdi dé thi hai ham s6 dé va cdc duong
thzzmg x=a,x=bH.54).

Xét truong hop fi(x) 2 fo(x) v6i moi
x €la;b). Goi 8,5, la dién tich cha hai
hinh thang cong giéi han béi truc hoanh, hai
dudmg théng x = @, x = b va cdc dudng cong
y = fi(x), y = f5(x) twong ing. Khi do, dién tich
S cua hinh D 1a

=y

Hinh 54

h
§=58 -5 = [(ilx) ~fH(x)dx.

a

Trong trudng hop téng quit, ngudi ta ching minh duge cong thiic

b
S = [JAt) - fr0)]dx. 4)

a

CHU Y
Khi 4p dung cong thiic (4), cdn khir ddu gid tri tuyét d6i ciia ham
s6 duGi ddu tich phan. Mu6n vy, ta gidi phuong trinh
1
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fi(x) = f,(x) =0 trén doan [a ; b). Gia six phuong trinh ¢é hai
nghiém ¢, d (¢ < d). Khi dé, fi(x) — f>(x) khong déi ddu trén
céc doan [a ; ¢], [¢ ; d], [d; b]. Trén mi doan d6, ching han trén
doan [a ; ¢], ta c6

[/ = H)de = | () = f ]
il a

Vidu 2. Tinh dién tich hinh phing gi6i han béi hai dudng thing x =0, x=m
va do thi ctia hai ham s6 y = cosx, y = sinx (H.55).

Gidi. Dat f(x) = cosx, f5(x) = sinx. 7A
y = Sinx .
Tacéd fi(x)— fr(x) =0 )
<> cosx — sinx =0 : a >
0 i x x
T 4 2 Z
< x=— €[0; ). il b
4 ¥ = COsXx
Vay dién tich cta hinh phing da cho 1a Hinh 55
=
4 4 s
S = _ﬂcos.r —sinxldx = I|cos x — sin x|dx + j|cos x —sin x|dx =
0 0 m
4

1}
= SR

(cos.x — sin x)dx| + f( cosx — sin x)dx
L
4

(sin x + cos.r)J:M' = E\E.

. /4
= |((sinx + cos.r}‘o +

Vidu 3. Tinh dién tich hinh phing gi6i han bdi hai dudng cong y = X —xva
7 |
y=x-—x.

Giai. Ta co6

Silx) = fH(x) = (.1“1' —x)—(x - _1'2) = x> + x% - 2x.
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Phuong trinh fj(x) — f;(x) = 0 c6 ba nghiém x; = -2,%,=0,x=1.

Viy dién tich hinh phing da cho la

1 0 1
g “x?’ 5% = 2xldr = j(x3 o 3 e 2x)dx| + j(,x o 2x)dx
-2 =2 0
(_\'4 2 2] 0 [_1'4 ' 2] A -
=l —+—-x +|—+—=—-x =—t—=—.
4 3 ) 4 3 ol -3 12 12

Il - TINH THE TicH

2
ﬁ Hay nhéc lai cong thc tinh thé tich khéi lang tru cé dién tich day bang B va chiéu
cao bang h.

1. Thé tich clia vat thé

Cit mot vat thé 0 béi hai mat phing (P) va (Q) vuong géc véi truc Ox ldn luot
tai x = a, x = b (a < b). Mot mat phing tuy § vuong géc v6i Ox tai diém x
(a < x < b) cit theo thiét dién c6 dién tich 1a S(x) (H.56). Gia sir S(x) lién tuc
trén doan [« ; b].

“ Y

Hinh 56

Ngudi ta chimg minh duoc rang thé tich V ciia phdn vat thé 0 gi6i han boi
hai mat phiang (P) va (Q) dugc tinh bdi cong thic :

b
V= IS[.r}dx. (5)

[
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Vi du 4. Tinh thé tich khéi lang tru, biét |
dién tich ddy bing B va chiéu cao bang h.

Gidi. Chon truc Ox song song v6i dudng
cao cua khéi lang try, con hai ddy nim
trong hai mit phang vuobng géc véi Ox
tai x =0 vax=h (H.57).
Hién nhién, mét mat phing tuy ¥ vuéng géc
vGi truc Ox, cét lang tru theo thiét dién c6
dién tich khong déi S(x) = B (0 < x < h).
Ap dung cong thic (5), ta cé

h h

h

V = [SCodx = [Bdx = Bx|, = Bh.
0 0 Hinh 57

2. Thé tich kh&i chép va khdi chép cut 0

a) Cho khéi chép cé chiéu cao bang h va
dién tich ddy bing B. 0
Chon truc Ox vuéng géc véi mat phing / S(x) <4y il
P N
!
!

ddy tai diém / sao cho géc O trung véi

dinh ctia khéi chép va cé huéng xdc dinh A
boi vectoOl . Khi dé6 OI = h. Mot mat h
phing (@) wuéng géc véi Ox tai x
(0 < x < h) cat khéi chép theo thiét dién
c6 dién tich 12 S(x) (H.58). Ta ¢6
,rz A e l !
S(\) = B—z. :
h l
Khi d6, thé tich V ciia kh6i chép 1a Hinh58
h 3 3\|h
X B| x
Vi ‘[B‘—dx=—(-x—] _Bh
0 h? w\ 3 Jlo 3

b) Cho khdi chép cut tao béi khéi chép
dinh S c6 dién tich hai ddy 14n luot 1a B,
B' va chiéu cao bang h.
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Chon truc Ox tring vGi dudng cao cla

khé6i chép va géc O trung véi dinh S. A
Hai mat phang ddy cta kh6i chép cut
cit Ox tai / va I' (H.59). Pat Of = b,
OI' = a (a < b). Goi V 1a thé tich cla
khoi chép cut. Ta cé

b 2
V= [Bdr= 2
b 3b?

a

(.-’)3 - a?’)

b—-a a2 +ab + !'32
3 b2
Z

Vi B'=B2 vih=b-anetn
b2 Fx

=B

V= %(8 +vBB' + B'). Hinh 59

111 - THE TICH CUA KHOI TRON XOAY

3
ﬁ Nhac lai khai niém mat trén xoay va khdi tron xoay trong hinh hoc.

Nghé nhéin lam gém o Bt Trang
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Bai todn

Gia st mot hinh thang cong giéi han 1
bai d6 thi hhlm s6 y = flx), truc Ox va y=fi0)
hai duong thing x=avax=5b (a<b) :
quay xung quanh truc Ox tao ahiml'z ,;?
mot khoi tron xoay (H.60). Hay tinh thé Uit
tich V cua né. Ly

Giai. Thiét dién cua khéi tron xoay trén e,
tao boi mat phang vuéng géc véi truc Ox

tai x € [a ; b] la hinh tron ¢6é bdn kinh

bing |f(x)|. Do dé, dién tich cta thiét
Hinh 60
dién la S(x) =nf2(x). Vay theo cong

thirc (5) ta co

b
V = [f(x)dx. (6)

ol

Vi du 5. Cho hinh phing giéi han boi
duong cong y = sinx, truc hoanh va hai -Smr

dudng thang x =0, x =  (H.61). 4
Tinh thé tich khoi tron xoay thu dugc X /zfmr i
khi quay hinh nay xung quanh truc Oux. 07‘ o x
Giai. Ap dung cong thitc (6), ta c6 ’

T

V= n_[sm xdx =— j(l — cos2x)dx Hinh 61
0 i
2
T
ZE[.\' - —st.\']|UI =,
2 2 2 %

Vi du 6. Tinh thé tich hinh c4u bén kinh R. //// %/ 7 %

. e 2 P . . e . /{ G wssia i sy I A
Giai. Hinh ciu ban kinh R 1a kho1 tron R, R 9
xoay thu dugc khi quay nira hinh tron ' % s

) r
gi6i han bdi duong y=VR® —x° N I
(=R < x £ R) va truc hoanh xung quanh
Ox (H.62). Hinh 62
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R
Vay V=n [(VR? - x*)%dx
-R

X
3.

R 3
=n [(R? - x*)dx = n[Rz.r - ]
-R

R 3

Bai tap
1. Tinh dién tich hinh phéng gi6i han béi cic duong :
a)y= X, y=x+2;b)y=|Inx, y=1;
)y=(x-6),y=6x-x.

2. Tinh dién tich hinh phing gi6i han béi dudng cong y = x* + 1, ti€p tuyén

v6i duong nay tai diém M(2 ; 5) va truc Oy.
{_2

3. Parabol y = —- chia hinh tron ¢ 1am tai g6c toa do, bén kinh 22
thanh hai phan. Tim ti s6 dién tich cta chiing.

4. Tinh thé tich kh6i tron xoay do hinh phing gidi han boi céc dudng sau
quay quanh Ox :
a)y=1 —-_x'z,y=0;
b)y=cosx,y=0,x=0,x=xn;
c)y=tanx,y=0,x=0, x :%.

5. Cho tam gidc vudéng OPM c6 canh OP nam trén truc Ox. Pat

POM = a, OM:R{OSasg,bD'. ¥4
Goi ©1a khéi tron xoay thu duoc khi quay tam B
giac d6 xung quanh truc Ox (H.63). ik —_
a) Tinh thé tich clia Vtheo @ va R. 0 “"‘mP ::,' ¥z
b) Tim « sao cho thé tich ctia 7716n nhat. ¥
Hinh 63
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CO BIRT

LICH SU PHEP TINH TIiCH PHAN

Ra ddi trén co sd truc giac, phép tinh tich phan da dugc cac nha bac hoc sir dung
tir trudc thé ki XVII. Dén thé ki XIX, Coé-si (Cauchy, 1789 - 1857) va Ri-man
(Riemann, 1826 — 1866) mdi xay dung dugc mét li thuyét chinh xac vé tich phan. Li
thuyét nay vé sau dudc Lo-be-go (Lebesgue, 1875 — 1941) va Bang-gioa (Denjoy,
1884 — 1974) hoan thién.

Dé dinh nghia tich phan, cac nha toan hoc & thé ki XVII va XVIII khéng ding dén
khai niém giéi han. Thay vao dé, ho néi "téng cia mét s& vé cing 16n nhing s
hang v6 ciing nhd". Chdng han, dién tich cGa hinh thang cong la tong clia mét s&
vd cling 16n nhitng dién tich clia nhiing hinh chif nhat vé cung nhé. Dua trén cd sd
nay, Ké-ple (Kepler, 1571 — 1630) da tinh mét cach chinh xac nhiéu dién tich va
thé tl'ch; Cac nghién clu nay dugc Ca-va-li-o-ri (Cavalierie,1598 — 1647) tiép tuc
phat trién.

Du6i dang tritu tuong, tich phan da dugc Lai-bo-nit dinh nghia va dua vao ki hiéu J. Tén
goi "tich phan" do Bec-nu-li (Jacob Bernoulli, 1654 — 1705), hoc tro cla Lai-bo-nit
dé xuét.

Nhu vay, tich phan da xuat hién doc lap véi dao ham va nguyén ham. Do db, viéc
thiét 1ap lién hé gilra tich phan va nguyén ham & mét phat minh vi dai clia Niu-ton
va Lai-ba-nit.

Khai niém hién dai vé tich phan, xem nhu gidi han clia cac téng tich phan, la cia
Co-si va Ri-man.

5

BAI POC THEM

TINH DIEN TiCH BANG GIOI HAN

1. Tinh dién tich hinh thang cong

Xét hinh thang cong gidi han bdi cac duéng x =a, x=h (@< b), y =0 va y = fix),
trong do f(x) 14 ham sé lién tuc, khéng am trén doan [« ; b].

Pé tinh dién tich cha hinh thang cong trén, ta ding phép chia nhd, xap xi bdi mot
hinh bac thang va chuyén qua gidi han.

Ta chia doan [« ; b] thanh n phan tuy y bdi cac diém Xgs Xpy -y X, SO cho

=X <X <..<Xx =b.
0 | n
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Ti cac diém chia, vé cac dudng thdng song song vdi truc Oy, tuong (ing chia hinh
thang cong thanh » hinh thang cong nho (H.64a).
Ya y =ﬂ,:c)

B

> X
S
L

AN

Y

=

T
el

=

-
-t
L

Nyl
-

=

2
=

Hinh 64
Tai m&i hinh thang cong x,_ A B.x;, ta dung mot hinh chir nhat c6 day la doan

[x,_;: %] va chiéu cao bang f(¢£) vi & ldy tuy y trén doan [x_,; x| (H.64b).
Hinh chif nhat nhan duge x;  M,N,x, cé dién tich bang

FEXR =5 )
S8 nay xdp xi dién tich hinh thang cong x,_|A B,x;.
Ki hiéu S la dién tich hinh thang cong aABb cén tim, ta co

S = f(&)(x, = xg)+ F(&)xy =X )+t FE, )X, =%, 1),

hay S= Y FENx =X y). (1)
i=1

X&p xi nay cang chinh xac néu tat ca cac hiéu s6 x, —x; , cang nhd. Su kién nay gdi y
cho ta v& phép chuyén qua gidi han khi max (x, —x,_,) dan t6i 0 d& thu dugc dién tich

I<i=n
hinh thang cong aABb.
Xét
lim Y f(&)(x, —x_;) khi max (x, —x,_;)—0. (2)

! 1<i<n

i=1 .
Ngudi ta chiimg minh dugc réng néu f(x) lién tuc trén doan [a ; b] thi giGi han (2)
ludn tén tai khéng phu thudc cach chia doan [a ; b] va céch ldy diém & elx_;; x),

i=1,2, .. n. Gi6i han dy goi la dién tich cla hinh thang cong da cho.
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1€isn

5=l1’mzlf(;§f.)(.ri ~X;_;) khi max (x, —x,_,)—0. (3)
i=l

2. Ap dung
Nhao gigi han dang (3), ta c6 thé tinh dugc dién tich mét s6 hinh phing.
Vi du 1. Tinh dién tich hinh thang cong ¥,

gidi han bdi cac du’dng
.}'—-_r V=0, x=0vax=1,
Giai. Ta tién hanh theo phudng phap trén
nhung chia doan [« ; ] thanh » phan bang ==
nhau, tifc la dé dai cac doan [,y x] o f;f/_:’f/_:
,;" %
b&ng —. Piém & dudc chon la mat trai & %ﬁ
n ///4%
cla doan| sl & =x_. Khidé ééé
. )2 Ofx X1 x; l=x, X
f(& )—|—---| =1, 2, ..., n (H.65).
N R Hinh 65

Ta lap téng dang (1)

n |—.a 2 I \2 p \2_

Z'ﬂ [ 1 ~1
o f{'-fl Nx; —x; I)_.'l | = | ¢| E +.._+LHH J ‘

i=l gh

nl\n) \nJ)

—L}(I 1 22 +...+(H—|)2)=—-———H(”_ I)(f:r—l)
H 6n

_(n=1)2n-1)

6n*
Vay
; . (n=D(2n-1) 1
= lim ;=X )= lim ——————=—
u—o«-czf(q )( l) 1 —p 400 6”2 3

(vi chia déu doan [« : b] nén max(x; —x;_;) =0 <> n = +x),

I<isn

Vi du 2. Tinh dién tich hinh trén ban kinh R.

Giai. Vi dién tich hinh tron khéng phu thudc vi tri clia né trong méat phing Oxy
nén dé xac dinh, ta g:a sl tdm hinh tron tring véi géc toa da. Hinh tron déi xung
qua tam, nén ta chi can tinh dién tich cta phan nidm & gbéc phén tu thit nhat cla
mét phéng toa do.

2

Hinh tron dugc gi6i han bdi dudng tron c6 phuong trinh 1a +2 +y? = R?,
viét phuong trinh nay & dang tham sé

Ta co thé

x=Rcost, y=Rsint, 0<r<2n
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Ta tinh dién tich phan tu hinh trén dugc gidi han bdi cung tron x = Rcost, y = Rsint

( TE\' N i 5
L(lg t SEJ va haitructoaddé x=0vay=0.

Ta chia doan [0 ; R] trén truc hoanh Y ¢
thanh n phan bdi cac diém x; (i=0, .., n)
Mg -_____“}__fa -1
sao cho cac diém M; (i=0, ..., n) tuong M (xi; yi)
{ng chia cung tron thanh n phan bang Yi \
nhau. Khi d6, s6 do cac cung nho
déu bing —. Diém & dugc chon
g 2n i ' ’ %
trung véi x, (mat phai doan [x,_;; x;1) & ?
(H.66). Ta c6 g
( S | 4 3 / M,
x, = Rcos 5—:2— | I " R >
k- ”,j(f'=1.2....,n]l. 0 i1 ! *a™ #
y; = RHiﬂ| i lJ
\2 2n Hinh 66
X =0, yy=R.
Lap t8ng dang (1), ta dugc
W L (7 [ (m n ) i . m \1-‘
(ENx —x. )= R°sin| ——i— || cos| =—i— |=cos| ——(i-1)—
r‘z-l‘f{_J . % N \2 fz?iz'_kmkl HZ::;‘ |\3 2n /|
= s T
=2R? sin(n—i)—.sin(2n - 2i +1)—. sin—
z )Eu ) “4n 4n

J‘:l

= 2R2 sin 1: sin(n— ]];—.Hin(Exr—- 1)

b4
4n | 2n 4

—
in

T . 9 e ;-
+sin(n—2)—sin(2n—3)—+... +sin—sin— |
5 2 |

N n

¢

( 3
5 . m[ n o
= R sm—-'—.| cos— —cos(4n —3)—

4n |\ 4n 4n ) 4n

il

4n

T .
= R? cos —.(n—=1)sin—-—
4n 4n

-R? sinl

4n 4n 4n

b1
COS— —CO85—

) L) T':
Lms ﬁi +COS 91 +...+cos(4n-3) T—} :
“Gn

-

2n 4n

T n
cos— —cos(4n—T)— |+

dn )/

]

4n
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. sin(4n—1)x—sin3x
Vi cosSx+cos9x +...+cos(dn=3)x = sali _h ——
28in2x

nén téng trén viét thanh

: T |

" " % ) % “n(;l”_”sl —8in 4

(E)x. —x, )= R* cos—.(n—1)sin— — R? sin— L L
Z]Jr 2 ( i i L:' “4” (n an in - 7
f= sin—
4n

[sinf"—ln— I}—I-[- —sin 3_?1_]
= R? Co.‘iti.{n—l}sini—.ﬁ'z, 4 .

n 4n
o 4n 4 cos S
4n
Chuyén qua giéi han dang thic trén khi n — +o (vi max(x; —x. ) =0 & n — +x),
1<i<n
ta dugc
S= lim > &Ny —x,_\)=
=400 r:l
[ (
s;in—n- | sin{4n-=1) = --sin-s-?r-J 2
= lim Rlcog.,_n. '_1“ _l) 4n _Rz \ 4n 4n = nRk
n—y+a 4n I 4 n T 4 I 4
s cos—
4n 4n

Vay dién tich hinh tron bang nR2.

On tép chuong 3

a) Phét biéu dinh nghia nguyén ham ctia ham s6 f(x) trén mot khoang.
b) Néu phuong phdp tinh nguyén ham timg phén. Cho vi du minh hoa.
a) Phat biéu dinh nghia tich phan clia ham s6 f(x) trén mot doan.
b) Néu céc tinh chit cta tich phan. Cho vi du minh hoa.
Tim nguyén ham cta cdc ham s6 sau :
a) fx) = (x = (1 = 2x)(1 = 3x) ; b) f(x) = sind.xcos 2x ;
1
1 — _1.2

) fx)= ; d) fx) = (¥ - 1)°.
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4, Tinh:
: 2
a) J(2 — x)sin xdx; b) (x+1) ¥
At 1
c) d) dx;
e’ + | (sinx + cos x)*
| 1
e) |———p=dx; —_— dx.
J«hﬂ . &) I(1+_u)(2—.1-) '
5. Tinh:
: 64
% L4 J_
a d
L i Y [

Y
c) J 234 d) Jlsil + 5in2.x dx;
0

6. Tinh:
5
2 1
a) Icm? xsin? xdx ; b) _“2 Vi T""d\ -
0 -1
4 x+ Dx + 2 ¥ + 3)
) | T
gx =& 3
il
2 b
e) I(sin.r + cosx)2dx: g) j{.r + sin x)%dx.
) 0
Bdi tép trac nghiém
dx _
1. Tinh ,kétquala:
V1 —x -
' 2,
(A) l——; B)CVl=x; (C)-2Jl-x+C: (D) — + C.
- X 1l —x
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2. Tinh J'E'”E ]iz—dr , k€t qua sai 1a :
Jx
A) 2¥5+1 4 . (B) z[z‘ﬂ—ljuﬁ

(C) 2[2"T+1J+C: (D) 2“‘E+C.

m

3. Tich phan _l-n:-:}s2 xsin xdx bang :

0
2 2 3
(A) ——; B) —: C) —; : D) 0.
3 (B) 3 (©) > (D)
x .
2 2
4. Cho hai tich phan J'siin2 xdx va J- xdx, hay chi ra khing dinh diing :
0 0
E T T T
2 3 3 2
(A) jsinz xdx > jcosz xdx; (B) Isinz xdx < Icos
0 0 0 0
T m
2 2
T
(O Ism‘ xdx = Icesz xdx; (D) Khéng so sanh dugc.
0 0

5. Dién tich hinh phdng gi6i han bdi cac dudng cong

a) y=x>va y = x> bing :
(A)O; (B) -4 ; (C) é: (D) 2.

b) y=x+sinxva y=x (0<x<2xz) bing:
(A) —4; (B) 4 ; (©0; (D) 1
6. Cho hinh phang giéi han bdi cdc dudng y =vJx va y = x quay Xxung
quanh truc Ox. Thé tich ctia kh6i tron xoay tao thanh bing :
T

(A)O; (B)-m; (C)n: (D) -
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-Phucmg trinh bac hai véi hé s6 thuc
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s® PHUC

Ta da biét cic phﬁUﬂg trinh bac hai véi biét s6 4&m khong c6 nghiém thuc.
Phuong trinh bac hai don gian nhét khong c6 nghiém thuc la phuong trinh

x> +1=0.

Vi mong muén mé rong tap hop s6 thuc dé moi phuong trinh bac n déu c6
nghiém, ngudi ta dua ra mot s6 mdi, ki hiéu 1a / va coi né 1a nghiém cia
phuong trinh trén. Nhu vay

:'2 = —]
2. Pinh nghia sé phirc
Méi biéu thiic dang a + bi, trong d6 a, b € R, | duoc
goi 1a moét sé phirce.
Dai véi s6 phiic z = ¢ + bi, ta néi ¢ 1a phan thuce, b 1a phan

a0 cua z.
Tap hop cic s6 phiic ki hiéu 1a C.
Vi du 1. Céc s6 sau la nhilng sé phiic :
2+ 5i; 2431 ; 1+ (=3) (con viét 1a 1-3i); 1+-\fr§i (con viét la

VTim phén thuc va phén do ciia cac s6 phifc sau : -3+ 5i, 4—i\2, 0+ni, 1 + 0.

3. Sé phirc bing nhau

Hai s6 phitc 1a bang nhau néu phéan thuc va phin ao cia
ching tuong tng bang nhau.

a+bi=c+di=a=cvab=d.
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Vi du 2. Tim cic s6 thuc x va y, biét
Cx+D+@By=-2i=(x+2)+(y+4).
Gidi. Tir dinh nghia cla hai s6 phic bang nhau, ta c6
2x+1=x+2va3y-2=y+4
Vayx=1vay=3.
CHUY
* M&i s6 thuc a duoc coi 12 mot s6 phic v6i phin 4o bing 0
a=a+0i
Nhu vay, méi s6 thuc ciing la moét s6 phitc. Tacd R < C.
* S6 phitc 0 + bi duge goi 1a s6 do va vi€t don gian 1a bi
bi =0+ bi.
Dic biét i=0+1i.
S6 i dugc goi 1a don vi do.
2
A -

Viét s6 phiic z c6 phén thuc bang % phén 4o bang ——2—

Ya
2 - " |, J| T — M
4. Biéu dién hinh hoc s6 phic T
Nhu trén da thay, mdi s6 phic z = a + bi hoan : >
2 . a
toan duoc xac dinh bdi cap s6 thuc (a ; b). 0 %
biém M(a ;‘b) trong ‘mt}l hé toa do Hinh 67
vuong géc cia mat phang duoc goi la
J » . - - " h
diém biéu dién so phitc z = a + bi Y1
(H.67). 2 lp
A
Vidu 3. (H.68) 2 frasnmmnsans '
Diém A biéu dién s6 phic 3 + 2i ; 1 i
Piém B biéu dién s6 phic 2 - 3i ; Y ) Y : —
Piém C biéu dién s6 phic =3 - 2i; i . |
Piém D biéu dién s6 phirc 0 + 3i . s i -2 |
3 {wen===='B
Hinh 68
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R a) Biéu dién trén m#t phdng toa doé cac s6 phifc sau : 3 — 2i, —4i, 3.

b) Cac diém biéu dién sé thuc, s6 a0 ndm & dau trén mat phang toa do ?

5. Médun cla sé phirc

Gia st s6 phiic z = ¢ + bi dugc biéu dién bdi diém y4
M(a ; b) trén mat phang toa do (H.69).
Do dai cla vecta OM duoc goi la 5 I M
modun cua s6 phic z va ki hiéu 1a |zl :
Vay i
S— ; N 0 r—
2| = loM| hayla + bil = |om]. 3
D& thay la + bil = Va® +b2. Hinh 69
Vidu4
3 -2 = 3% + (-2)? =13
L +i3] = J1+ W32 =2.
4
S6 phirc ndo c6 médun bang 0 ?
6. S6 phirc lién haop
A
Biéu dién cac cap s6 phifc sau trén mat phéng toa dé va néu nhan xét :
a)2+3i va 2-3i.
b} 243 vb <2-%,
” Cho s6 phic z=a+bi. Ta goi
“J_.m lz} 50 phirc Il_en hop cua z va A R S
ki hiéula Z7 = g — bi.
Vidu 5
z=-3+2i, Z=-3-2 o La X
z=4-3i, Z=4+3,
e 7= a— bi

Trén mait phang toa do, cidc diém biéu dién z
va T d6i xing véi nhau qua truc Ox (H.70).
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R Choz=3-2i.
a) Hay tinh z va z. Néu nhan xét.
b) Tinh |z| va |Z]. Néu nhan xét.

Tir dinh nghia ta c6 :

-

BAN CO BIET

CAC-DA-NO (GIROLAMO CARDANO)

Céac-da-nd (1501 — 1576) la mét nha bac hoc ngudi Hta-i-a.
Ong sinh nam 1501, dat hoc vi tién si y khoa nam 1528,
nhung khéng dudgc hanh nghé y ma trd thanh thay giao
day toan. Ong c6 trén 200 cdng trinh vé cac linh vuc
Toan hoc, Y hoc, Triét hoc, Thién van hoc, Am nhac va
Than hoc. Nam 1545 éng xuét ban quyén sach "Nghé
thuat 16n cla phép gidi cac phuong trinh dai sé8". Trong
cudn sach nay, 6ng trinh bay cach giai phuong trinh bac
ba, bac bén va dé cap téi can bac hai clia s6 am. Cé thé
ndi su nghién cliu sé phic khdi ngudn tir cong trinh nay.

G. Cardano

Badi tap
1. Tinh phan thuc va phén ao cua s6 phic z, biét :
a)z=1-m; b):=x/§—r';
5)222\5; d) z =-T7Ii.

2. Tim céc s6 thuc x va y, biét :
a) Bx-2)+Ry+Di=(x+1)-(y=5)i;

b) (1 =2x) — i3 =5 + (1 = 3y)i;

) Qx+y)+Ry—-x)i=(x-2y+3)+ (y+2x + 1)
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3. Trén mat phang toa do tim tap hop diém biéu dién cic s6 phic z thod man
diéu kién :
a) Phan thuc cia z bang -2 ;
b) Phdn ao clia z bang 3 ;
¢) Phén thuc cua z thugc khoang (-1 ; 2) ;
d) Phan ao ctia z thuéc doan [1 ; 3
e) Phan thuc va phén do cta z déu thudc doan [-2 : 2].
4. Tinhlz| véi

2 +i\3; b) z =2 -3i;

c) z=-5; d)zzi\ff)_',

5. Trén mat phing toa do, tim tap hop diém biéu dién cic s6 phitc z thoa man
tirg diéu kién :

=]
St
]

Il

blzl<1;

c) 1<zl <2; d) |z| = 1va phin 4o ca z bing 1.
6. Tim Z, biét:
a) z=1-iy2; b)z=—\5+f\/§;

e)z=5%: d)z="Ti.

s%i CONG, TRU VA NHAN sO PHUC

Phép cong va phép trur

1
ﬁ Theo quy tac cdng, trir da thifc (coi i 1a bi€n), hay tinh
(3+2D)+(5+80);
(7+5)—(4+3i).
Phép cong va phép trir hai s6 phirc duge thuc hién theo quy téc
cong, trir da thic.
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Vidul
G+2)+@B+T)=05+3)+2+7)i=8+09,
A+6i))—A+3)=0-4)+(6-3)i =-3+3i.
Tong quat
(@a+bi)+(c+di)y=(a+c)+(b+d);
(a+b)—(c+di)=(a=-c)+(b-=d).
2. Phép nhan

2
Theo quy tic nhan da thitc vdi chi y i mal, hay tinh (3+2i)(2 +3i).
Phép nhan hai s6 phic dugc thuc hién theo quy tac nhin da

thirc réi thay 2 =—1 trong két qua nhan duoc.
Vidu 2

(5 + 20)(4 +3i) = 20 + 15 + 8i + 6i> = (20 — 6) + (15 + 8)i = 14 + 23i;
(2-3i)6 +4i) =12 +8i — 18 —12i% =12 + 8i — 18 + 12
= (12 +12) + (8 - 18)i = 24 - 10..
Téng quat
(a + bi)(c +di) = ac + adi + bci + bdi* = ac + adi + bei — bd.

Vay

(@ + bi)(c +di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

CHU Y

Phép cong va phép nhan cic s phiic cé tat ca cic tinh chat
cla phép cong va phép nhan céc s6 thuc.

Bai tap
1. Thuc hién cic phép tinh sau:
a) 3-5)+@2+4D); b) (=2-=-3D+(-1-7):;
c) (4+3)-(5-7) ; d) (2 -3i)—=(5—4i).
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2. Tinha+ f, a-pf véi:
a)a=30=2,; b)a=1-2i, g = 6i;
c)a=35i,0=-Ti; da=15 g=4-2i.
3. Thuc hién cic phép tinh sau :
a) 3-20(2-30; b) (-1+D3+ 7)) ;
c) 5(4+ 30 ; d) (-2 —5i).4i.

4. Tinh i°, rJ. i,

Neéu cdch tinh " v6i n 1a mét s6 tu nhién tuy y.
Tinh :

th

a) (Eff%r'}z : b) (2+3r')'j’.

§ &) PHEP CHIA SO PHUC

1. Téng va tich cha hai s& phuc lién hop

1
Y\ Cho z =2 + 3i. Hay tinh z+% va zZ. Néu nhan xét.
Cho s6 phic z = a + bi. Ta c6
z+Z =(a+bi)+ (a—bi) = 2a.

= ; ; ) ) 2 7 2
z.Z = (a + bi)(a — bi) = a* — (bi)* = a* + b* =]
* Tong ciia mot s6 phitc véi 56 phitc lién hop ciia né bdng hai
lan phdn thuc ciia 56 phite dé.
* Tich cua mét s6 phitc voi s6 phitc lién hop ciia né bdang binh

phiwong médun cuia sé phire dé.

Viy tong va tich cua hai s6 phiic lién hop 12 mot s6 thuc.
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Phép chia hai sé phire

Chia s6 phitc ¢ + di cho s6 phiic @ + bi khdc 0 1a tim s6 phic z sao cho
¢ +di = (a + bi)z. S6 phiic z dugc goi 1a rhuong trong phép chia ¢ + di cho
a + bi va ki hiéu la

¢+ di

-
- -

a+hbi
Vidu 1. Thuc hién phép chia 4 + 2icho 1 +i.
4+ 2i

141

Giai. Gia sirz =

Theo dinh nghia, tacé (1 + i)z =4 + 2i.

Nhén ca hai v€ véi s6 phirc lién hop cia 1 + £, ta dugc
(1=-D(1+Dz=(1-)4+ 2D

suy ra 2z2=6-2i
1
ha z=—(6-2i)=3-i
g 2
n;
Vay e — =3
1+
I % sl v c+di : - . : - . .
Tong quat, giasu z = 7" Theo dinh nghia phép chia s6 phiic, ta c6
a+ o

(@a+ bi)z=c+di.
Nhén ca hai v€ véi s6 phic lién hop cha a + bi, ta duge

(a — bi) (a+ bi)z = (a = bi)c +di)

hay
2 2 %

(@ + b")z = (ac + bd) + (ad — bo)i.

Nhén ca hai v&€ véi s6 thuc TI__z’ ta duoc
a“ +b
1
z=———[(ac +bd) + (ad - be)i].
a“+b

Viy

c+di ac+bd i ad — be
— 1.
a+bi g2 4+ p? 4% + b2
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CHU Y

¢+ di

Trong thuc hanh, dé tinh thuong , ta nhan ca tir va mau voi

a + bi
s6 phirc lién hop cua a + bi.

Vi du 2. Thuc hién phép chia 3 + 2i cho 2 + 3i.

Gidi

s ],

2%  (3+2)2-3) 12-5 12 5,
3 (2+30)2-3) 13 13 13

o S \ . 1+i 6+3
Thuc hién cac phep chia sau : 7 i .

3 S5i

Bai tap

1. Thuc hién cac phép chia sau :

240 I+NE_

a) : b) )
3—28 2 +i3
5i =2
C ; d ;
) 2-3i ) l
2. Tim nghich dao i cua s phic z, biét :
a)z=1+2i ; b):zﬁ—.%-,
c)z=i; d)z=5+i/3.
3. Thuc hién cdc phép tinh sau :
D iy
1 +1)°(2
a) 2i(3 + )2 + 4i) ; py LR,
-2+
4
€)3+2i+(6+i)5+1); d}4—3f+5+ 4
+ 61
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Giai cac phuong trinh sau :
a) 3-2Dx+@+5)=7+73;
b)) +3)x-2+5)=2+1)x;

X

4-3i

+(2-3)=5-2i.

" i

PHUONG TRINH BAC HAI VOI
', HE SO THUC

N Thé nao 14 can bac hai ciia s6 thuc duong a ?

Tuong tu can bac hai cia mot s6 thuc duong, tir ding thici? = -1, ta n6i i la

mot can bac hai ciia —1 ; —i ciing 1a mét can bac hai ciia -1, vi(—i)% = —1. Tix
dé, ta xdc dinh dugce can béc hai ciia cdc s6 thuc 4m, ching han :

Can bac hai chia -2 1a+iv2 , vi (+iv2)2 = -2 :

Il

Can bac hai cia -3 1a+ i3, vi (+iv3)% = -3 ;

Can bac hai cha -4 1a+ 2i, vi (£ 2i)% = 4.

Tdng quit, cdc can bac hai ciia s6 thuc a <0 1a +i,[|q|.

Phuang trinh bac hai véi hé sé thuc

Cho phuong trinh bac hai ax* +bx+c =0 véia, b,c eR, a#0. Xét biét
s6 A = b? — 4ac cha phuong trinh. Ta thdy :

: . b
* Khi A =0, phuong trinh ¢6 mét nghiém thuc x =—2—;
[4)
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« Khi A > 0, c6 hai can bac hai (thuc) ciia A 1a /A va phuong trinh ¢6
hai nghiém thuc phan biét, duoc xdc dinh boi cong thiic

-bt \fE
Xy 5 = ——;
b 2a
* Khi A <0 phuong trinh khong c6 nghiém thuc vi khong ton tai can bac
hai thuc ciaA.
Tuy nhién, trong trudng hopA < 0, néu xét trong tap hgp s6 phic, ta van
c6 hai cin bac hai 4o ciia A lat i,/|A| . Khi d6, phuong trinh ¢6 hai nghiém
phiic duge xdc dinh bai cong thic
b+i ]
_t']‘g B ———
2a
Vi du. Giai phuong trinh x2 + x+1=0 trén tap hop s6 phiic.
Tacd A =1 —4 =-3. Vay phuong trinh da cho c6 hai nghiém phiic la

NHAN XET
Trén tap hop s6 phic, moi phuong trinh bac hai déu c6 hai
nghiém (khong nhat thi€t phan biét).
Téng quét, ngudi ta da chimg minh dugc ring moi phuong

trinh bacn 2 1

n n-1 i —
G.X " F X +..+a,_1x +a,= 0,

trong d6 ag, ay, ..., a,€ C, a, # 0 déu c6 n nghiém phic

0

(c4c nghiém khong nhat thi€t phan biét).

D6 1a dinh 1i co ban cta Pai s6 hoc.
Bai tap

1. Tim cédc can bac hai phiic cla céc s6 sau :

-7:-8;-12;-20;-121.
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Giai cdc phuong trinh sau trén tap hop sé phiic :
a) B e =] wl) :
b)7x% +3x+2=0;
c)5x% = 7x +11=0.
Giai cdc phuong trinh sau trén tap hop s6 phiic :
a)_r4 +x2 6= 0;
b)x* +7x% +10 =0.
Cho a, b, ¢ €R, a #0, z;, z;1a hai nghiém (thuc hoac phitc) ctia phuong
trinhax? + bx + ¢ = 0. Hay tinh z; + z; va z;.z; theo cic hé s6 a, b, c.

Cho z = ¢ + bi 1a mét s6 phirc. Hay tim mot phuong trinh bac hai véi hé s6
thuc nhan z va = lam nghiém.

BAI POC THEM

PHUONG TRINH DAI SO

Phuong trinh dai s6 1a phuong trinh dang

X" +u].r”_] +..+a, x+a, =0,

HU y

trong d6 n la mét s6 nguyén duong ; a,, ;. ..., a,la cac s6 da cho va dudc goi la
cac hé sé clia phuong trinh, x 1a 8n s6 va la sé phai tim. N&u ay #0 thi n la bac
clia phuong trinh.

Viéc nghién clu su ton tai nghiém cda phuong trinh dai s6 va tim céng thirc tinh
nghiém clia n6é da thu hat céng sic clia nhidu nha toan hoc, trong nhiéu thé ki.
Chinh tir nhitng nghién clu d6 da ra doi nganh Dai s va thac ddy su phat trién
cla nhiéu linh vuc toan hoc khac.

Tir 2000 nam trudc Cong nguyén, ngudi Ai Cap va ngusi Babilon c8 da biét gidi
cac phuong trinh bac nhat va mét sé trudng hdp riéng cla cac phudng trinh bac
hai va bac ba.

Li thuyét gidi phuong trinh bac hai dudc trinh bay lan dau tién trong cudn sach "S6
hoc" clia Di-6-phang (Diophantus), nha bac hoc ¢ Hi Lap thé ki lll. Can cha y réng
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van dé c6 nghiém clia phuong trinh dai s6 ludn gén v6i s mé rong cac tap hop s6.
Chéng han, phuong trinh x + 3 = 0 khéng c6 nghiém trong tap hop s6 tu nhiénN,

nhung cé nghiém trong tap hop cac s8 nguyén Z. Phuong trinh 3x + 2 = 0 khong

¢6 nghiém trong tap hop cac sé nguyén Z, nhung cé nghiém trong tap hop cac sé
hiruti Q.
Téng quat, trén tap hgp cac s6 hiu ti @ moi phuong trinh bac Inhéit déu cob
nghiém. Nh& viéc md rong tif tap hop cac sé hiru ti Q@ sang tap hgp cac sé
thycR, mét 16p cac phuong trinh bac hai dang ax® +hx+c=0 v6i biét s6
A =h* —4ac20 cb nghiém.
Cang thic xac dinh nghiém cta phuong trinh bac hai
_—htyA

2a

da dugc biét tir thé ki thir VI va diéu do6 thac ddy cac nha toan hoc di tim cong
thifc tinh nghiém clia cac phuong trinh bac ba, bac bén,... Tuy nhién, phai mudi
thé ki sau (thé ki XVI), cong thic tinh nghiém cla phuong trinh bac ba va thuat
toan gidi phuong trinh bac bn maéi dugc cac nha toan hoc IHa-i-a tim ra.

Nghiém cla phudng trinh bac ba

X

x© + px+g=0 (*)
dugc cho bdi céng thifc sau (thuong goi la cong thic Cac-da-nd) :

[/ 52 }3 fz 13
el JOT B N 8T
2 4 27 2 ", )

Cac-da-nd da cong bs céng thiic nay nam 1545, trong quyén sach "Nghé thuat
I6n clia phép gidi cac phudng trinh dai s6".

3

2
L& tu nhién, ta coi bidu thitc trén c6 nghia khi dai lugng A = "'Tﬂz’—? la khong am.

Pai lugng A ciing duoc goi 12 biét s& clia phuong trinh (*). Tuy nhién, dé chi ra
nhiing phuong trinh bac ba véi biét s A < 0, ma vén c6 nghiém thuc. Chang han,
xét phuong trinh

2 -Tx+6=0.
Phuong trinh nay cé ba nghiém la -3, 1, 2 nhung biét s&

3 ;a3
A8 EDP 100
4 27

Piéu d6é dan dén viéc thira nhan réng biéu thirc

x=-3+ ECE PR
27 27
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la c6 nghia va céc gia tri cba no 1a -3, 1, 2, méc du biéu thic nay chira can béc
hai cia mét s@ thuc am.

Nhu ching ta da thdy, sy thifa nhan cé c4c can bac hai clia s6 thuc &m, bt dau
tir viéc dat i =+/~1 da din dén su ra ddi cla tap hop céac sé phiic.

Déng thai véi viéc sang tao ra cac sé phirc, ngudi ta chiing minh dugc ré&ng moi
phuong trinh dai s6 bac » > 1 v6i hé s6 phiic déu c6 n nghiém phiic (cac nghiém
khéng nhat thiét phan biét). :

Nhu vay, viéc m& réng céac tap hop sé gén véi van dé c6 nghiém cia cac phuong
trinh dai s6 da ding lai & tap hop cac sé phic.

Tuy nhién, cac nha toan hoc van theo dudi bai toan tim céng thic nghiém dudi
dang biéu thirc chlta can thifc cho cac phudng trinh bac 16n han hoac bang 5.
Gan 300 nam sau khi tim ra céng thitc Cac-da-nd, nam 1826, A-ben (Abel), nha toan
hoc Na Uy da chimg minh dugc rang khong c6 mot cdng thlic nghiém nhu vay cho
cac phuong trinh bac 16n hon hodc bang nam véi hé s bang chilr. Hon nira, nha toan
hoc Phap Ga-loa (Galois), n&m 1830 con giai dugc tron ven bai toan : "Trong nhiing
diéu kién nao, mot phuang trinh dai s6 giai dudc bang c&n thiic ?". Céng trinh thién
tai ca Ga-loa dat nén méng cho su phat trién clia Dai s6 hién dai.

On tap chuong 4

1. S6 phic thoa man diéu kién nao thi c6 diém biéu dién & phin gach chéo
trong cac hinh 71 a, b, ¢) ?

=21 -1 1 2

o
-
-

a) b) c)
Hinh 71

2. 'Thé nao la phén thuc, phin 40, médun cha mot s6 phirc ?
Viét cong thitc tinh modun ctia mot s6 phiic theo phdn thuc va phén 4o cta né.

3. Tim m@i lién hé giita khdi niém modun va khéi niém gid tri tuyét d6i cha
mot s6 thuc.

4. Néu dinh nghia s6 phic lién hop cia s6 phiic z. S6 phifc nao béng s6 phic
lién hop ctia né6 ?
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Ln

Trén mat phing toa do, tim tap hop diém biéu dién cic s6 phic z thoa min
tirng diéu kién :
a) Phan thuc cia z bing 1 ;
b) Phén ao clia z bang -2 ;
c¢) Phén thuc cta z thudc doan [-1 ; 2], phan o cia z thudc doan [0 ; 1] ;
d) |z| = 2.
6. Tim céc s6 thuc x, y sao cho :
a) 3x+yi=2y+1+(2-x)i ; b) 2x+y—-1=(x+2y-5).
7. Ching té ring v6i moi s6 phifc z, ta luén c6 phdn thuc va phan do cua :
khong vuot qua médun cta nd.

8. Thuc hién cac phép tinh sau :

4
a) (3+20)[(2-i)+(3-20)]; b) (4 — 3i) + ——;
24
. | 4-3i
0) (A+? — (=i ; a2t 22
2+1 2-i
9. Giai cac phuong trinh sau trén tap s6 phuc :
a) 3+4ix+(1-3)=2+5i ; b) (4 + Ti)x — (5 — 2i) = 6ix.
10. Giai cac phuong trinh sau trén tap s6 phiic :
a) 3x2 + 7x+8 =0; b) x* -8=0; c) x*-1=0.

11. Tim hai s6 phitc, biét tdng ctia ching bang 3 va tich cia chiing bang 4.
12. Cho hai s6 phifc zj, z,. Biét ring z; + z, VA 7z, 1a hai s6 thuc. Ching 16
rdng z;,z; 1a hai nghiém ctia moét phuong trinh bac hai v6i hé sé thuc.
Bdi tap tréc nghiém
1. S& nao trong cac s6 sau 1a s6 thuc ?
(A) (V3 +20) = (V3 - 2i); (B) 2 +iv/5) + (2 - iV/5);

\E+r’
3 =l

(©) (1+iv3)?; (D)
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2. S6 nao trong cdc s6 sau 1a sé do ?
(A (V2 +30) + (V2 = 3i) ; (B) w" +30).(2 - 3i) ;
"%
O (2 +2i)? : (D)=
(C) ( i) _;2 T

3. Dang thic nao trong cdc ding thirc sau 12 ding ?
(A) 1977 = _1 . (B) i34 = ;.
() #2 = (D)i%006 — _;
4. Dang thic nio trong cic ding thiic sau 1a ding ?

(A) (1 + f'}H = —16 ; (B) ( +:) = }6i ’

Oa+® =16; (D)(1 +i)® = -16i.
S. Bi€t rang nghich dio ctia s6 phiic z bing s6 phiic lién hop ciia né, trong céc
ket luan sau, két luan nao 1a diing ?
(A) z e R; B)ld=1;
(C) z 1a mot s6 do ; (D) |zl = -
6. Trong cdc két luan sau, két luan nao la sai ?
(A) Modun cua s6 phitc z 1a mot s6 thuc.
(B) Modun cua s6 phic z la mot s6 phiic.
(C) Modun cia s6 phitc z 1a mot s6 thue duong.

(D) Modun ctia s6 phitc z 12 mot s6 thue khong am.
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ON TAP CUOI NAM

| — Cau hoi

1.

|75

F oy
B .

N g ow

9.
10,

148

binh nghia su don diéu (déng bién, nghich bi€n) cia mét ham sé trén
mot khoang.

Phat biéu céc diéu kién cdn va da dé ham s6 f{x) don diéu trén mot khoang.
Phét biéu cac diéu kién di dé ham s6 f{x) c6 cuc tri (cuc dai, cuc tiéu) tai
diém Xp-

Néu so d6 khéo sat su bi€n thién va v& d6 thi cia ham sé.

Néu dinh nghia va cdc tinh chat co ban cua logarit.

Phdt biéu cdc dinh If vé quy tac tinh l6garit, cong thiic doi co s6 cia logarit.
Néu tinh chét cia ham s6 mii, ham s6 logarit, méi lién hé giira dé thi cic
ham s6 mii va ham s6 l6garit cling co s6.

Néu dinh nghia va cic phuong phap tinh nguyén ham

Néu dinh nghia va cdc phuong phép tinh tich phan.

Nhic lai cdc dinh nghia s6 phic, s6 phiic lién hgp, modun cua s6 phic.
Biéu dién hinh hoc clia s6 phiic.

Bai tap

Cho ham s6 fix)=ax* =2a+Dx+a+2  (a#0).

a) Ching to rang phuong trinh f{x) = 0 luén c6 nghiém thuc. Tinh cic
nghiém do.

b) Tinh téng S va tich P cla céc nghiém cia phuﬁng trinh f{x) = 0. Khao
st su bién thién va vé d6 thi cha S va P theo a.

Cho ham s6 y = ——};_1'3 + (a - l)_t'2 +(a+3)x-4.

a) Khao sat su bién thién va vé dé thi (C) cia ham s6 khi a = 0.

b) Tinh dién tich hinh phing giéi han béi (C) va cidc dudng thing y = 0,

x=-1,x=1.




11L.GAITICH 12-A

thay-do.com

Cho ham sé6 y= O+ ax® + bx +1.

a) Tim a va b d€ d6 thi cha ham s6 di qua hai diém A(1 ; 2) va B(=2 ; -1).
b) Khao sdt su bién thién va vé dé thi (C) ciia ham s6 {ng véi cic gid tri
tim duoc cua a va b.

¢) Tinh thé tich vat thé tron xoay thu dugc khi quay hinh phéng gi6i han
bdi cdc duong y =0, x =0, x = 1 va d6 thi (C) xung quanh truc hoanh.

Xét chuyén dong thing xdc dinh boi phuong trinh
e aP e C 31,
4 2
trong d6 ¢ duoc tinh bing gidy va s dugc tinh bang mét.
a) Tinh v(2), a(2), biét v(¢), a(z)1dn luot 1a van téc, gia téc cua chuyén
dong da cho.
b) Tim thdi diém ¢ ma tai d6 van t6c bang 0.

Cho ham s6 y = x* + ax’ + b.

a) Tinh a, b dé ham s6 c6 cuc tri bang % khix=1.

W b e Rl e : 1
b) Khao sét su bi€n thién va vé dé thi (C) clia ham s6 da cho khi a = i

b=1.
¢) Viét phuong trinh tiép tuyén ciia (C) tai céc di€m c6 tung do bang 1.
Cho ham s6 y = —i

x+m-—1

a) Khao sat su bién thién va vé d6 thi (C) cia ham s6 khi m = 2.

b) Viét phuong trinh ti€p tuyén d cua d6 thi (C) tai diém M c6 hoanh do
a#-1.

2
— %

a) Khao st su bién thién va vé d6 thi (C) ctia ham s6 da cho.

b) Tim céc giao diém cta (C) va dé thi cia ham s6 y = x> 4 1. Viét phuong
trinh ti€p tuyén cla (C) tai méi giao diém.

¢) Tinh thé tich vat thé tron xoay thu dugc khi quay hinh phing H gi6i han
bdi dé thi (C) va cdc dudng thing y = 0, x = 0, x = | xung quanh truc Ox.

Cho ham s6 y =
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Tim gia tri I6n nhat, gid tri nho nhat cia ham s6:

a) f(x) = 2x3 =3x% —12x +1 trén doan [—2 : §:|,

b) f(x) = “lnx trén doan [1 ; €] ;
c) fix) =xe ” trén nira khoang [0 ; + ) ;
d) f{x) = 2sinx + sin2x trén doan [0 : %ﬂ]

Giai cac phuong trinh sau :

)13+ L 15% 120 ;

b)(3* +2%)(3* +3.2%) =8.6";
c}]og\ﬁ(.\- - 2).logs x = 2.logz(x - 2) ;
d)log x - 5logy x + 6 = 0.

Giai cac bat phuong trinh sau :

2.\' 1 Iogz{.rz—l}
a) — £2; b) (—] 2
3.’. fal 2.'.' 2
c) log® x + 3logx > 4; A PRE o]
l+log, x 4

Tinh cdc tich phan sau biang phuong phép tich phan timg phén :

T
e 2
a) J‘\Eln,rd.r; b) _[ o :
1 x sin x
6
T 0
c) J{n - .r]sin xdx; d) I(ZJ + 3)e_'l‘d.x :

0 ]
Tinh céc tich phan sau biang phuong phap déi bién s6 :

T

24 :
a) J lam[E - 4.{Jd.r (dat u = COS(E - 4x)) :
0 3 3 .

11.GIAI TICH 12-B
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14.

15.

16.
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dx

b) il piat
0+ 25x

(datx = —i—tam} .

J:|inq_‘u| |

o
% 3 4

c) jsin‘ xcos ' xdx(datu = cosx);
0

W1+ tan x
d) %dx(datu =4/l +tanx).
cos” x

..:‘!_‘-‘P-Iﬁ

4
Tinh dién tich hinh phéng giéi han bai céc dudng :

a)y =x+1, x=-1,x=2va truc hoanh ;

1
b) y =Inx, x = —, x = e va truc hoanh.
e

Tim thé tich vat thé tron xoay thu dugc khi gay hinh phéng gi6i han bdi

ciac dudng y = 2x% va y = X xung quanh truc Ox.
Giai cdc phuong trih sau trén tap s6 phirc :
a)B3+2x—-@+7)=2-5;
bY(7T-3i)x+2+3H)=(5—-4x ;

c)xz =2x¢15=0

dx*-x2-6=0.

Trén mat phéng toa do, hiay tim tap hop diém biéu dién s6 phiic z thod man
ting bat dang thic :
a)|z| < 2; bz -i[<1; o) z=1-il <.
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PAP sO - HUONG DAN

CHUONG 1
§1.
. i e 1
1. a) Ham s6 déng bién lrénL-—GL:_—J,
2/
3 3
nghich bién trén (E- : +ch .
\

b) Ham s6 déng bién trén cdc khoang
(—o ;=T va (1 ;
(=7:1);

¢) Ham s6 déng bién trén cdc khodng
(—1;0), (1; +e0), nghich bién trén (—eo ; =1),
; 1);

+20), nghich bién trén

f 2\
d) Ham s6 déng bién tr{‘n| 0; 2 | nghich
\ 37

(2
bién trén cdc khodng (- ; {J},| - : +I.J.
%

- @) Ham s6 déng bi€n trén cdc khoing

(=0; 1), (1; +00);

b) Ham s6 nghich bién trén cdc khoang

(=0 ; 1), (1; +e0) ;

¢) Ham s6 nghich bién trén nira khoang

(=0 ; 4], déng bién trén nira khoang

[5; 400) ;

d) Ham s6 nghich bién trén céc khoing

(—0;=3),(=3;3),(3; +e).

HD. Xét ddu y'.

HD. Xét ddu y',

HD. Khdo sdt su bién thién ctia cdc ham
p

s0 sau trén khoang LU ‘gj :

a) f(x)=tanx—x:

3
X
b) g(x) = tan x — x Pt

. @)Xy =-3 W Xop = 2:b) Xer =0;

152

) xpp =-1; Xor =]

Ln | w

d)xop ==, xpp =1, x = 0 khong phai 12

. : 1
diém cuc tri ; e) Xer = 5"

2. a) Xqp =U,.1G,. =11

§3.
+ a)Trén [-4 ;4] : miny =41,

. 5
Trén [-3; =2] :miny =: ymaxy=—,

]
b)x,n =—+kmn,
cb 6

n
Xpp ===+ (k, I € Z):
€8

n
C) Xpp = ; +2km, Xep = E+(2k+ )m;

d)xcp ==1,xq =1.
HD. Sir dung dinh nghia cuc tri.
HD. Xét ddu y'.

9 3
a=——:h> —6—
5 5
8 4
hoac (rz—i th> UO.
; 25 243
m=-3,

max y=40:
Trén [0; 5] :miny=8,maxy=40.

b) Trén [0 ; 3] : max y =56,
: 1
mmny=-—-——,

G

Trén [2 ;5] :miny =6, max y = 552.

2
c) Trén [2; 4] ;min_‘_.-:();melxy:—l-.

W |

d) Trén|[-1;1]: miny= l;maxy=3.




Hinh vuéng canh 4 cm.
Hinh vuéng canh 443 m.
a)ymaxy=4,b)maxy=1.

2w

w

a)miny=0, byminy=4.
§4.

1. a) Tiém cAn dimg x =2 ;
Tiém can ngang y = —1.
b) Tiém can ding x = -1 ;

Tiém can ngang y = —1.
i — 2
¢) Tiém cin dimg x =; -

’ 2
Tiém cén ngang y = E :
d) Tiém cdn dimg x = 0.
Tiém cin ngang y = —1.
2. a) Hai tiém can ding x =13 ;
Tiém can ngang y = 0.

3
b) Tiém can diing x = -1 va x _r'E :

’ 1
Tiém cin ngang y = i

¢) Tiém can dimg x = -1 ;
d) Tiém can ding x =1 ;
Tiém cin ngang y = 1.

4. a) Mot nghiém ; b) Mot nghiém ;
¢) Hai nghiém.
5. b) Vi m<-2 hoicm>2: c6 mat
nghiém.
m = —2 hodc m = 2 : c6 hai nghiém.
-2 <m<2:c6banghiém.
6. bym=2,
7. a)ym =%: c)y= 2.!.'—-:-‘-,_3; = —2.1‘—%.
8. a)mz—i: b)ym= —E.
2 3

9. aym=0;¢c)y=-"2x-1.
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ON TAP CHUONG 1
biym=22:ii)m<2;

6. b)0<x<4;c)y=9x+6.
ri

wn

. b)m <2 hodic m > 10 : mot nghiém ;
m =2, m =10 : hai nghiém ;

2 <m < 10 : ba nghiém ;
cy=-2x+1.
aym=1:bym=1;c)m<0.

© ®

b)y=4x+3vay=-4x+3,

c) m<-=6:vdnghiém ;
m =6 :2 nghiém ;
—6<m<3:4nghiém ;
m =3 :3 nghi¢m ;
m >3 :2 nghiém.

10, a) m < 0 : mét cue dai ; m > 0 : hai cuc dai
va mot cue tiéu. b) Vm ; c) m > 0.

1l.¢c) m=3.

12. a) Vo nghiém ; b)i—1;~+k2n.kej?f;.

&) 145
c)y=——x+—.

4" 24

Bai tap trac nghiém

1.B:2.A:3.B:4.C:5.B.

CHUONG 2
§1.
1. a)9:b)8;c)40:;d)121.

2 1
2. a)ab:byb(b>0)c)a(a>0);d) be.

-3
3, a) g3 1209 [l] ‘
2

1 -1
b) 987 ; 325 : [EJ _
7
4. A)a(@>0):b)1(b>0,b=1);

c) —I'-'(rl >0,b>0,a#b);
3u'h

d) Yab (@a>0.b>0, a2 +h*>0).
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§2.
1. a)(-01); b)(~V2:42);
RN (-1 1) d)(—o; -DU(2; +a0),
2
2. a) %(41—1)(2.:2 —x+1) 3 ;

3

b _?'(2.: +D@-x—x2) 4 ;

e

=

in
c) —(3x+1)2
)z(f )

d) 35—V,
4, a)16n hon ; b) nhd hon ;
¢) nho hon ; d) 16n hon.
5. a), b) nho hon ; ¢) 16n hon.

1 1
1. a)-3;b)——;¢c)—;d)3.
a) ) > L)4 )

2. a)9:b)2v2;¢)16;4d)9.
2
3. a}?;b}cﬂeguh}l.
4. a) l6n hon ; b) nho hon ; ¢) 16n hon.

5. a)2a+h+1: D)

21-¢)
§4.

3. a)[—w : gj b) (=0 ; U2 ; +0);
2
c)(—o DU +x); d)[—;; l].

5. a) y'=ﬁx—l+4cos.r :
X

2x+1
b) }":.—2—_.';——;
(x“+x+1)Inl0
, I-Inx
c)y = 3 >
x“In3

§5.
2
1. a)x=—=:b)x==-2;
a) x 3 ) x

154

c)x=0hodicx=3;d)x=9.
2. a)x=2:b)x=3;c)x=1;:d)x=0.
3. a)vonghiém ;b)x=T7;c)x=6;
d) x=35.
4, a)x=2;b)x=5:c)x=8.

§6.

1. a)_m]hoac,r:-z;b;%sxs];
c)x < 1;d) x<0hodc x> 1.

i a)xS—BU;bjg‘:qu s0)x> 3
d) 9<x<27.

ON TAP CHUONG 2

a. u)R\u};bJ(—m;1)u[%;+.:o];

c)(—o;=3)u(4; +w); d) [0; +x).
3 3
6. a)8;b)11.
7. a)x=-3;b)x=0,x=1;¢c)x=1;
d)x=8;e)x=27:Hx=4.

8.3).!’2%; b)x<-1;

-::)—3—<!.r|<: 2 d) 0,008 < x < 0,04,

22

Bai tap tric nghiém
1.(B); 2. (C); 3. (B) ; 4. (C); 5. (B);
6. (C); 7. (B).

CHUONG 3
§1.
1. a) e *vd —¢ " 12 nguyén ham cua nhau.

b) sin® x 12 mot nguyén ham ciasin2x.

c) (]—i]e" 14 moOt nguyén ham cua
X

2
[1—-2-] er,
X




2% +1n2-1
by et 0 &) 20012k +C
e*(In2-1)

d) —l(lcosﬁx+cos2.r]+f H
414

ejtanx—x+C;

1 324
s it - o
g) 28
h)—-]n EL.
3 |11-2x

D. 1 ___l[ 1 ® 2 ]
(1+x0)(1-2x) 3\1+x 1-2x

3

3. a}—%(l—.r)mn»C;b)é(]trz)i +C:

C)—lcos4 x+C;
4

] =L,
1+e'

d)-

X
HD. . SO,

e’ +e ' +2 - (e* + l)2

P 1 2 x
4. 8)=( =Din(l4x)——x2 +=+C.
a)z(r Mn(l + x) 4). +2

b)e* (2 -1)+C;
c}—%cosﬂxv#— l)+isin(2.t +D)+C;
d)(1-x)sinx—cosx+C.

§2.

9-1);b)0;¢c)In2;

1t}J—

1 4
d) 11= :e)=-3In2; g) 0.
) 3 6)3 n2; g)

T 1
2. a)l;b)—;c)le+—;d) 0.
)4 Je 2 )
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3. a) % ;b}%;c)ln(l+e}:d)%

4. dju,b) e +—9~ ¢)2ln2-1;

d) -1.
5. a) 11 b) — +1n% }31n2—‘v{—_.
& ==

42
§3.

1. HJE ;b)e+l-2 1C) 9
2 e

O w|oe

n—2
3n+2

PR L [I—E].
15 4

3
5. a) rtR—;-(cos.‘:r ~cos’ @) ,(U <a< E} :

Lad

b) V. tai cosa=

1

J'g_"

ON TAP CHUONG 3

3. a) =54 —ll.\'3 +32-x+C;

2 3
1 1
b) ——cosdx——cos8x +C;

8 32

1+ X
l—-x

+TC;

d) —33"' —%eh +3" -x +C.

4, a)(x —2)c0:.'.r—sinx+C !

3 fun

b:%n— +—x2 +2~E+C
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121
c)—e™
)29

-’ +x4C;

3 2 ; 1+x
e)—(x+1)? —;.t-+C‘:g)—-[n +C.
o -X
8 .. 1839 2 .
a)—;b)——:c)—(13e" - 1): .
il )5 (13¢° 1) d)2v2

1 1 21
a) e b)—:¢c) —+11In2:
8 In2 2

1 b1 T 5m
d)-=In3 ;e)1+= ; g) —+—,
}2n L)+2 _:_;)3+2

Bai tap tric nghiém
1.(C);2.(D);3.(B): 4. (O ;
5. a) (C), b) (B) ; 6. (D).

CHUONG 4

§1.

a) Phdn thyc 13 1, phdn do 13 -7,
b) Phén thuc 13+/2 , phdn 40 12 -1.
¢) Phén thuc 122+/2 , phdn 4o 1a 0.
d) Phén thyc 12 0, phdn o 1a -7.

3 4 =
1. ﬁ:]_l,'z_.y:_:b)x=] Jg,}fzﬁ+]:
27 % & T8
x=0,y=1
3. a) Dudng thing song song véiOy, cit

Ox 1ai diém (-2 ; 0).

b) Dudng thing song song véi Ox, cit Oy
tai diém (0 ; 3).

¢) Cdc diém nim trong phdn mat phing
toa do gidi han bdi hai duong x = —1 va
x=1

d) Céc diém nim trong phdn mat phing toa
do gidi han bai hai dudmg y = 1 va y = 3, ké
ci cdc di€m ndm trén hai dudng nay.

¢) Cic diém ndm trong hinh vuong giGi
han béi cdc dubng x = -2 ; x=2 s y=-2;
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»

o

§3.

2.

y =2 ké cd cdc diém ndm trén cdc canh
cua né.

El)|2|=\ﬁ:b) lzl =11

o)lzl=5; d)ll=+3.

a) Pudng tron tdm O bédn kinh 1.

b) Hinh tron tam O bén kinh 1.

c) Hinh vinh khin giéi han béi dudng
tron thm O bdn kinh 2 va dudng tron tAm
O bén kinh 1, ké ca cdc diém trén dudng
tron tdm O ban kinh 2.

d) La giao diém cia dudng trdn tAm O
bédn kinh 1 va dudng y = 1.

DT =1+iV2;b)T=—2-i"f3;
©)7=5;d) T=-7i
a)5—i:b)-3-10i;

¢)=1+10i ; d)=3+i.
a)a+f=3+2; a-F=3-2i;
ba+f=1+4i; a-F=1-8i;
a+f==2i; a-F=12i;
da+p=19-2i;a-F=11+2i.
a)-13i; b) -10-4i;

c)20+157; d)20-8i,

Néu n=4g+r,0<r<4 thii" =i".
a)=5+12i;b)—-46+9i .

a}—d'-+l:'; b}2+"’{g+2ﬁ_ﬁr;
13 13 7 7
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3. a)-28+4i; h)ﬁ—ﬁf;
5 5

3
c)3I2+13i; d)_ZlQ_ L i.
45 45

4. a)x=1:;b) .r:ﬁ—gf‘,c)x=15—55.
5 5

§4.
L &7 4202 ; 22idf3 ; 225 ; 110
1+i\2 _3+i\a7
2. Ay, =—— ;b x , =———
e - S ) X2 2
i o 7+i171
1.2 10 ¥

3. a) X) 9 =t~.E: .‘rM =ij\r@.

b) X =ih}5; X34 =ﬁy’r§.

5. X% —2ax+a’ +b% =0,

ON TAP CHUUONG 4
1. a) S phic c6 phédn thyc 16n hon hoac
béing 1.
b) S6 phitc c6 phin do thudc doan
-1:2]
¢) S6 phifc ¢6 phén thuc thudc doan [-1; 1]
va modun khong vuot qua 2.
3. Néu s@ phidc 12 mot s6 thue thi modun
clia n6 chinh 14 gid tri tuyét ddi cha nd.
4, z=7ZkhivachikhizeR.
5. a) Pudng x= 1. b) Budng y = -2.
¢) Hinh chit nhat giéi han boi cdc dudng
x==1;x=2;y=0;y=1.
d) Hinh tron tam O bén kinh 2.
6.a)x=1;y=1; blx=-1;y=3.
14 .

3
8. a)21 +i; h}z—'——f,
5 §

¢) 4i s d) = +i.
5 5

4 3
9. u)_r——'1+—j '_b))_-—E_I_f
3 5 17 17
., +'.,
10.2) x, 5 = _{; . b X2 =1V8;

pr. | _ N . o
Xy 4= 8.¢)x 4 =l,x; , =i,

34T 3-iT
N L T
12.Dat z; +2, =a; 2,2y =h;abeR.

11. )

7,2, 12 hai nghiém cua phuong trinh

Z—ax+b=0.
Bai tap tric nghiém
1. (B). 2.(C). 3.(B). 4.(C). 5. (B). 6. (C).

ON TAP CUOI NAM
2

1. a) X = 1 1y = |.+:,

By Sapin s Pl

a a
2. hjé.
3
3. u)a:!,b:-l:c)-lsﬁ.
105
4, a)v(2)=-5a(2)=1;b)¢r=3,
S, a)a:—Z,h=£:
, 12
) +] l +
cy= =—x+—, =——x+=
y Y \l{_ 2 y ﬁ )
6. b)y= =(x-a)+ ¥
(a+1) a+l

7. b) y=—;.t+1w‘1y=2x.c)V=2n.
8. a)GTNN f(2)=-19,GTLNfl-1)=8.

b) GTNN f(1)=0,GTLN f(e) = e,

¢) GTNN £(0)=0, GTLN f(1) = % .
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AN 4
d}GTM;[—J= 2, 12,0 Lings 09-% 002 ;) W2,
2 8 180 3
fr) 33 f l]
GILN f| = |=——. 13.a)6;b)2(1——|.
1[3) 2 i o
9. a)x=0; b)x, =0,x, =10g§3: 14 256m
2 38 "
c)x;, =3,x,=5;d)x =4,x, =8. 22 6 7 4
: 2 : 1 15.a) ———i; b)————1i;
10.a) (—oc;0) U 1;+00) 5 13 13 5 5
b) (—2;-DuU(:V2); c) X, =1+2~'Ef,1’2 =1-2/3i;
s lmluxJ’JU] 10;+90) ; d) x5 = 433,15, =432
16.a) Hinh tron tam tai goc toa do, bin kinh 2,
d](ULl}Ulzi‘H’C) ) khong ké bién.
2 b) Hinh tron tam tai (0 ; 1), bdn kinh 1.

Il.a)—‘(ﬁeﬁﬂ}; b) ‘J{'—+In2; ¢) Hinh ern tam tai (1 ; 1), bdn kinh 1
9 6 (khong ké bién).

c)m;d)3e-5.
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BANG TRA CUU THUAT NGU

Thuat ngir Trang
Bdt phuong trinh 16garit 88
Bdt phuong trinh l6garit co ban 88
Bat phuong trinh mii 86
Bat phuong trinh mi co ban 86
Cin béc n 52
Co s6 50
Cuc dai, cuc tiéu, cuc tri 13, 14
Dién tich hinh phing 116
Diém biéu dién s6 phirc 133
Diém cuc dai cha dé thi. Diém cuc tiéu cta d6 thi 14
Piém cuc dai cia ham s6. Diém cuc ti€u cia ham s6 14
Piém cuc tri 14
Do6ng bién. Nghich bién. Don diéu 4,5
Pon vi 4o 133
Gia tri cuc dai. Gid tri cuc tiéu 14
Gid tri 16n nhat. Gi4 tri nho nhat 19
Ham s6 16garit 75
Ham s6 luy thira -

Ham s6 mil
Hinh thang cong
Logarit

Logarit co s6 a
Logarit hod
Logarit thap phan
Logarit tu nhién
Luy thira

Mo dun cua s6 phiic

62
63
82
68
68
50
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Mii hod 85
Phén thuc. Phin 4o 132
Phuong phédp déi bién s6 100, 110
Phuong phap tinh nguyén ham timg phin 100
Phuong phap tinh tich phan timg phén 112
Phuong trinh l6garit 82
Phuong tr‘lr;h l6garit co ban 82
Phuong trinh mi 79
Phuong trinh mil co ban 80
S6 ao 133
S6 mil 50
S6 mi hiru ti 53
S6 mi nguyén 50
S6 mi vo ti 54
S6 phiic 132
S6 phuc lién hgp 134
Tap khao sit 59
Thé tich khéi chép 120
Thé tich kh6i tron xoay 121
Thé tich vat thé 119
Tich phan 107
Tiém can ding 29
Tiém can ngang 29
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MUC LUC

| Chuong 1. UNG DUNG PAO HAM DE KHAO SAT

VA VE bO THI CUA HAM S6 3

§1. Su déng bién, nghich bién ctia ham sé 4
Bai doc thém : Tinh chat don diéu clia ham s6 10
Ban co biét : La-grang (J. LAGRANGE) 1

§2. Cuc tri cia ham s6 ' 13
§3. Gia tri Ion nhat va gia tri nho nhat clia ham sé 19
Bai doc thém : Cung 16i, cung I6m va diém udn 24

§4. Buong tiém can 27
§5. Khao sat su bién thién va vé do thj cua ham sé 31
On tap chuong 1 45

Chuong 2. HAM SO LUY THUA

HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT 49

§1. Luy thua 50
§2. Ham s6 luy thua 57
§3. Logarit 62
Ban c6 biét : Ai da phat minh ra logarit ? 70

§4. Ham s6 mi. Ham s6 logarit 71
§5. Phuong trinh mi va phuong trinh I6garit 79
§6. Bat phuong trinh m va logarit 86
On tap chuong 2 91
Chuong 3. NGUYEN HAM - TICH PHAN VA UNG DUNG 94
§1. Nguyén ham 95
§2. Tich phan 103
Ban c6 biét : Niu-ton (ISSAC NEWTON) 113

§3. Ung dung cia tich phan trong hinh hoc 116

161
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Ban c6 biét : Lich su phép tinh tich phan
Bai doc thém : Tinh dién tich bang gi6i han
On tap chuong 3

Chuong 4. SO PHUC

§1. S6 phuc
Ban co biét : Cac-da-né (GIROLAMO CARDANO)

§2. Cong, tru va nhan s6 phic

§3. Phép chia so phic

§4. Phuong trinh bac hai véi hé s6 thuc
Bai doc thém : Phuong trinh dai s6

On tap chuong 4

On tap cudi nam

Péap s8 — Hudng dan

Bang tra cuu thuat ngi

162

124
124
128

131
132
135
136
138
141
143
145
148
152
159
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Chiu trdch nhiém xudt bdn :

Chi tich HDQT kiém Téng Gidm déc NGO TRAN Al
Ph6 Téng Gidm d6c kiém Téng bién tap NGUYEN QUY THAO

Bién tdp néi dung :
PHAM BAO KHUE - LE THI THANH HANG
Trinh bay bia va bién tdp mi thudt :

BUI QUANG TUAN

Bién tdp kT thuat :
NGUYEN THANH HAI

Swa bdn in :

PHONG SUA BAN IN (NXB GIAO DUC TAI HA NOI)

Ché bdn :
CONG TY CP THIET KE VA PHAT HANH SACH GIAO DUC
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GIAI TICH 12
Maso : CH201MS

In 770 ban (QD IT), khé 17 x 24cm tai Cong ty c6 phin in Sich gido khoa tai TP - Ha Noi.
S6 xudt ban: 720-2007/CXB/519-1571/GD. In xong va ndp luu chiéu théng 4 nam 2008.
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m = VUONG MIEN KIM CUONG

HUAN CHUONG HO CHIi MINH CHAT LUQNG QUOC TE

SACH GIAO KHOA LOP 12

1. TOAN HOC 7.DIALI12
« GIAI TICH 12 8. TIN HOC 12
« HINH HOC 12 9. CONG NGHE 12
2. VAT LI 12 10. GIAO DUC CONG DAN 12
3. HOA HOC 12 11. NGOAI NGU
4. SINH HOC 12 « TIENG ANH 12 o TIENG PHAP 12
5. NGU VAN 12 (tap mot, tap hai) « TIENG NGA 12 « TIENG TRUNG QUOC 12
6. LICH SU 12

SACH GIAO KHOA LOP 12 - NANG CAO

Ban Khoa hoc Tu nhién : « TOAN HOC (GIAI TICH 12, HINH HOC 12)
« VAT L 12 « HOA HOC 12 « SINH HOC 12
Ban Khoa hoc Xa hoi va Nhan van :  « NGU VAN 12 (tap mét, tap hai)
e LICHSU 12 « DIA LI 12
« NGOAI NGU (TIENG ANH 12, TIENG PHAP 12,
TIENG NGA 12, TIENG TRUNG QUOC 12)

flie

p |
| SACH IN THU
8193498011805 |
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