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HAM SO LUONG GKC VA PHUONG TRINH LUONG GIAC

HAM SO LUONG GHC VA
PHUONG TRINH LUDNG GHIC

Tiép tuc phan gid tri lugng gidc va cdc cong thiic lugng gide dugc hoc trong chuong cudi
clia Dai s6 10, chuong nay cung cép kién thic vé ham sd luong gic va cach gidi phuong
trinh lugng gidc . O day chi yéu cau giai thanh thao cac phuong trinh co ban va nhiing
phuong trinh bac nhét va béc hai i voi mét ham s6 luong giac.

Khac vai nhiing ham s& da dugc hoc trudc day, céc ham sd y=sin x, y=cos x, y = tan x
va y = cot x1& nhiing ham s6 tuan hoan. Cac ham sd nay gap nhiéu trong c4c mén khoa
hoc Ung dung (Vat Ii, Hod hoc, ...)


https://sachhoc.com

9“ / HAM 80 LUQNG GIAC

I - PINH NGHIA

Trudc hét, ta nhic lai bang cdc gid tri luong gidc cua cdc cung dic biét.

Cung
Gia 5 n n L =
ia tri
luong gidc 6 4 3 2
]
sinx 0 - ﬁ \E 1
2 2 2
1
COS X 1 ﬁ Q - 0
2 2 2
NE)
tan x 0 X I ﬁ
3
_ ” NE)
cotx Jg | == 0
3

a) St dung may tinh bd i, hay tinh sin x, cos x véi x la cac sé sau :
T T 15:2:3,1:4.25:5.
6 4
b) Trén dudng tron lugng giac, véi diém géc A, hdy xac dinh cac diém M ma sé do cla
. .
cung AM bang x (rad) tuong (ing da cho & trén va xac dinh sin.x, cosx (1dy = 3,14).
1. Ham sd sin va ham s& cdsin
a) Ham sé sin
O 16p 10 ta dd biét, c6 thé dat tuong tng mdi s6 thuc x v6i mot diém M duy
My .
nhit trén duong tron luong gidc ma s6 do cua cung AM bang x (rad)
(h.1a). Piém M c6 tung d6 hoan toan xédc dinh, dé chinh 1a gid tri sin.x.
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Biéu dién gid tri cha x trén truc hoanh va gid tri cla sinx trén truc tung, ta duoc
Hinh 1b.

v

sinxf-------- .

aj b)
Hinh 1

Quy tic dat tuong tng méi s6 thuc x véi s6 thue sinx
sin: R —-> R
X y=sinx
duoc goi la ham sé sin, ki hiéu la y = sin x.

Tap xdc dinh cia ham s6 sinla R.

b) Ham so cosin

B

cosSx b __

4 | f
! cosx [ A 0 x X

B
a) b}
Hinh 2
Quy tac dat tuong tng mbi s6 thuc x v6i s6 thuc cos.x
cos: R - R
X — y=CO0SX
duoc goi la ham sé cosin, ki hiéu la y = cosx (h.2).

Tap xdc dinh cta ham s6 cosinla R.
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2. Ham sé tang va ham sd cétang

a) Ham so tang

Ham s6 tang 1a ham s6 duoc xdc dinh bai cong thic
sin x
y= (cosx = 0),
cos X

ki hiéu la y = tan.x.

Vi cos x # 0 khi va chi khi x # g + kn (k € Z) nén tap xdc dinh cua ham
sd y =tanx la

D=R\

E+kmkeZ}
2

b) Ham s6 cotang

Ham s6 cétang 1a ham s6 duoc xac dinh bai cong thic

COS X

y= (sinx # 0),

sin.x
ki hiéu la y = cotx.

Vi sinx # 0 khi va chi khi x # kn (k € Z) nén tiap xdc dinh cua ham s6
vy =cotx la
D=R\{kn ke Z}.

\ Hay so sanh cac gia tri sinx va sin(—x), cos x va cos(—x).
NHAN XET

Ham s6 y = sinx la ham s6 lé, ham s6 y = cos x la ham s6 chan,
tir do suy ra cic ham s6 y = tan x v y = cot.x déu la nhiing ham s6 le.

I1 - TINH TUAN HOAN CUA HAM SO LUONG GIAC

% 3
Tim nhing s T" sao cho fix + T) = f{x) véi moi x thudc tap xac dinh clia cac ham sé sau :
a) flx) =sinx; b) fix) = tanx.
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nguﬁii ta chimg minh duoc ring T = 2 la s6 duong nho nhit thoa man
dang thic

sin(x + T) =sinx, Vx € R (xem Bdi doc thém).
Ham s6 y = sinx thod min dang thiic trén dugc goi 12 ham s6 tudn hoan véi
chu ki 2m.
Tuong tu, ham s6 y = cos.x 1a ham s6 tuan hoan véi chu ki 27,
Cac ham s0 y =tanx va y = cotx ciing la nhitng ham sé tuin hoan, véi chu ki 7.

11T - SUBIEN THIEN VA PO THI CUA HAM SO LUONG GIAC

1.

Ham sd y=sinx

Tir dinh nghia ta thdy ham s6 y = sin.x :

* Xacdinh véimoix € R va—-1<sinx=<1;

* La ham s6 l¢ ;

* La ham s6 tuan hoan véi chu ki 2.

Sau diy, ta s€ khao sat su bién thién cia ham s6 y = sinx.

a) Su bién thién va do thi ham s6 y = sinx trén doan [0 ; %]

S . T
Xét cic s0 thue xq, X9, trong A6 0 < xy <y < 5 bat x3 =1 —xy, x4 =1 —x}.

Biéu dién chiing trén dudng tron lugng gidc va xét sin x; tuong tng (i = 1, 2, 3, 4)
(h.3a).

sin Vi
1
SN SRRt M
sinx
2 : : i
I i i
it TR ket Gube” sttt e ————
sinx, I i v 1 I
1 I i ! I
ol i Xy n X3 X4 W o x
2
B’ a) b)
Hinh 3

Trén Hinh 3 ta thiy, véi x,, x, tuy ¥ thudc doan [O ; g] va x; <X, thi sinx; <sinx,.

P . L . . .
Khi d6 x3, x4 thuéc doan [5 : n:| va x3 < x4 nhung sinx; > sin.xy.
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kS a . & st - n - - . oA - n
Viy ham sé y = sin.x dong bién trén {0 ; E] va nghjch bién trén [E : TI:]

Bang bién thién :

b8
X 0 5 s

1
V=8inx / \
i 0 0

D6 thi clia ham s6 y = sin.x trén doan [0 ; ] di qua cdc diém (0 ; 0), (x; ; sin.x;),

(x5 : sinXx,), [g : l] . (X35 5inx3), (x4 3 sinxy), (3 0) (h.3b).
CHU Y

Vi y = sinx 1a haim s6 1é nén 1dy d6i xing dé thi ham s6 trén
doan [0; 7] qua gbc toa do O, ta duge do thi ham s6 trén doan

[-m ; 0].
P6 thi ham s6 y = sin x trén doan [-n ; nt] dugc biéu dién trén
Hinh 4. va
;;;;;;;;;;;;; l - -
| N
2 :
—T i ] I T X
__________ P D
-1
Hinh 4

b) Po6 thi ham s6 yssinx trén R
Ham s6 y = sinx la ham s6 tudn hoan chu ki 21 nén véi moi x € R taco
sin(x + k2n) =sinx, ke Z.

Do d6, muon ¢6 do thi ham s6 y = sinx trén toan bd tap xdc dinh R, ta tinh
tién lién tiép dé6 thi ham sé trén doan [—n ; x| theo cdc vecto VvV = (21 ; 0)
via —V = (-2n:0), nghia la tinh ti€n song song vdi truc hoanh timg doan

c6 do dai 2.
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Hinh 5 duéi day la do thi ham s6 y = sinx trén R .

Hink 5
¢) Tap gia tri ciia ham sé y = sinx

Tir do thi ta thiy tip hop moi gid tri cua ham s6 y=sinx la doan [-1 ; 1].
Ta noi tdp gid tri cua ham so nay la [-1 ; 1].

2. Ham sé ymcosx

Tir dinh nghia ta thidy ham s6 y = cos x :

* Xacdinhvéimoixe R va—-1 <cosx=1;
e La ham s6 chin ;

* La ham s6 tudn hoan véi chu ki 2.

Véimoix € R tacé ding thic

. T
sm| X+ E = COS8 X,

Tir d6, bang cdch tinh tién d6 thi ham s6 y = sin x theo vecto i = [—g : 0)

o A - & w e = n L ~ Py
(sang trai mot doan ¢é do dai bang 5 song song véi truc hoanh), ta duge do

thi cia ham s6 y = cos x (h.6).

y= sin y=Cosx
s -
- -%—E 7 ?n,/

Hinh 6
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10

Tir do thi ciia ham s0 y = cos x trén Hinh 6, ta suy ra :
Ham s6 y = cos x dong bién trén doan [—n ; 0] va nghich bién trén doan [0 ; mt).
Béng bién thién :

X -1 0 T

y=cosx | / 1 \5

-1

Tép gia tri cha ham s y = cosx la [-1; 1].
D6 thi ctia cidc ham s6 y = cos x, y = sin x duoc goi chung la cic duong hinh sin.
Ham sd ystanx
Tl dinh nghia ta thiy ham s6 y = tanx :
. s s
*CotapxdcdimhlaD =R\ {EJHET:,I( e Z} ;
e Lahamso leé;
* La ham s0 tudn hoan voi chu ki nt.
Vi viy, dé xét su bién thién va vé& do thi cia him s6 y = tan x, ta chi cin xét su

bién thién va v& do thi cha ham s6 nay trén nita khodng [0 : g] , sau do lay doi

. o . PR oo n 3 m T
xung qua goc toa do O, ta duoc do thi ham s6 trén khoang (—E ; 5]

Cuéi cung, do tinh tuan hoan véi chu ki © nén do thi ham s6 y = tanx trén D
thu dugc tir d6 thi ham so trén khoang (— % : g) bing cich tinh tién song

song vdi truc hoanh timg doan ¢6 do dai bing n.

a) Su bién thién va do thi ham s6 y s tan x trén nura khoang {0 ; g]
sk 4:E . . T A
Tu biéu dién hinh hoc cua tan x (h.7a), véi x;, x5 € |0} E . AMy = xy,

s - -
AM5 = x5, AT|=tanx;, AT2 =tanx,, ta thiy :

X <Xy = tanx| < tan.x,.
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Diéu do chiing to rang, him s6 y = tanx dong bién trén nira khoang {U ; 5) .
tang ¥

Hinh 7
Bang bién thién :

=3
23

y=tanx — 1
0

Pé vé dé thi ham s6 y = tanx trén nira khoang [0 : gj ta lam nhu sau :

e mea e . s
Tinh gid tri cia ham s6 y = tan v tai mot s6 diém dac biét nhux =0, x = 5

X= E, xX= E, ... 01 xac dinh cic diém (0 ; tan 0), (E : tanE] . [E : tanE) \
4 3 6 6 4 4

[E ; tan E] + ... . Ta co bang sau :
3 3

X 0 E

N

=3

y=tanx 0

u.'r“&;-l S a

- * - - - o il T[ - - * b
Do thi ham s6 y = tan.x trén nua khoang [U ; 5) di qua cdc diém tim dugc.

11
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Nhan xét rang khi x cang gén g thi d6 thi ham s6 y =tanx cang gin
duding thing x = g (h.7b).

b) Pé thi ham s6 y s tan x trén D

Viy=tanx la ham s6 lé nén do6 thi ham
s6 c6 tam doi xuing la goc toa do O.
Lay doi xing qua tam O do thi ham so

y =tanx trén nua khoang {0 : %) , ta

—-T O bie X
2 2
dugc do6 thi ham so trén nira khoang
(—E ; U} .
2
Tir do, ta dugc do thi ham s6 y =tan x trén
khoang (— g : g) Ta thay trén khoang Hinh 8

nay, ham s6 y = tanx déng bién (h.8).
Vi ham s6 v = tan x tudn hoan va&i chu ki 7 nén tinh tién d6 thi ham so trén
khoang [—g ; g) song song vd&i truc hoanh timg doan ¢é do dai «t, ta dugc

do thi ham s6 y = tanx trén D (h.9).

/I I } 1 I
3n ! =3 0o =, T 3n "
= 2 2] | 2

Hinh 9

* Tép gia tri cia ham s6 y = tanx la khoang (-0 ; +0).



Ham sd ymcot x

Tir dinh nghia ta thdy ham s6 y = cot.x :
ceCotapxdacdimhlaD =R\ {kn, ke Z };
¢ La ham so 1¢ ;

* i ham s6 tuin hoan vdi chu ki «.

Sau day, ta xét su bién thién va do thi ciia ham s6 y = cotx trén khoang (0 ; 1),

roi tir d6 suy ra do thi cia ham so trén D.

a) Su bién thién va do thi him s6 y s cot x trén khoang (0 ; ®)

V@i hai s6 x; va xp saocho0<x; <x;<m tacod 0 < xy —x < m Dodo

) ) COs Xy COS X7
cot x; — cotxy = — i
Smxl S]Ilz\.g

SIN X5 COS X} — COS Xy Sin X,

$in x sin xy

sin{x, — x
. (xy . 1) N
S]]"IXISIIIJ\'E

0

hay cot.x; > cot x,.

Viy ham s0 y = cotx nghich bién trén khoang (0 ; ).

Bang bién thién :

y '

m '

X 0 = m '

2 "

+00 :

y =cotx \U :
X . 5 = : -

2 :

Hinh 10 biéu dién dé thi ham s6 y = cot x '

trén khoang (0 ; ). '

Hinh 10

13
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b) Pé thi cia ham so yscot x trén D

D6 thi ham s6 y = cotx trén D ducc biéu dién trén Hinh 11.
y

|
STE

Hinh 11

* Tép gid tri cua ham s6 y = cot x 1a khoang (—w ; +mx0).

~

BAI POC THEM

HAM SO TUAN HOAN

| - DINH NGHIA VA Vi DU
1. Binh nghia
Ham sé v = fix) cb tap xac dinh D dudc goi 1a ham sé tudn hoan,
néu ton tai mét s T # 0 sao cho v8i moi x € D ta co :
a)x -TeDvax+TeD;
b) fix + T) = fix).

S6 T duong nhd nhat thoda man cac tinh chét trén dugc goi la chu ki
clia ham s6 tudn hoan do.

2. Viduy

Vi du 1. Ham s6 hang f(x) = ¢ (¢ la hang s6) la mdt ham sé& tuadn hoan.
Véi moi s6 duang T ta déu c6 fix + T) = f(x) = c. Tuy nhién khéng c6 sé duong T
nho nhéat thoa man dinh nghia nén ham sé tuan hoan nay khong cé chu ki.



Vi du 2. Ham phén nguyén y = [x] da dudc néu trong Pai s6 10.
Ta xét ham y = {x} xac dinh bdi : {x} = x — [x]. N6 dugc goi la ham phan Ié cla x.
Chang han, {43}=43-4=03;
4,3} =-43-(-5)=0,7.
Ta chiing t6 ham y = {x} |4 ham tudn hoan v&i chu ki la 1.
Thatvay, {x+1)=x+1—-|x+1]=x+1—-[x]-1=x—[x]={x}.

Dé thi clia ham s6 v = |x} dudc biu dién trén Hinh 12. Nhin vao dé thi ta thdy
ham sé c6 chu ki bang 1.

Y

X

Hinh 12
3. D6 thi clia ham sé tudn hoan
Gia sif y = f{x) 1a mot ham s6 xac dinh trén D va tuén hoan véi chu ki T.

Xéthaidoan Xj=la;a+T|vaXs=la+T:a+2T|véia e D.

Goi (C)) va (C,) lan lugt la phan clia db thi ing vdi x € X| va x € X5, ta tim m&i
lién hé gitta (C;) va (C,) (h.13).

(Cy) {C3)

a+2T X

Hinh 13
Lé'y Xg bat ki thude Xj thixg + T € Xs.

15
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Xét hai diém M, va M 1an lugt thudc (C) va (C5), trong d6

o N B
M](.r\] N _‘b'|) vdi
N z.f(»\'[}] :
Iz - IU‘ + T

M (x4 1 v9) VEI
22 {y2=.f(.t'o+T}=f(x0).

Tacd MM, =(xy—x1:yy—y)=(T:0)=7 (7khong ddi).

Suy ra M, 14 &nh clia M trong phép tinh tién theo vecto V. Vay "(C,) |a anh clia
(Cy) trong phép tinh tién theo vecto v ".

Tir d6, mudn vé do thi cla ham sé tuén hoan chu ki T, ta chi can vé dé thi clia ham sd
nay trén doan [a ; a + T, sau d6 thuc hién Ian lugt cac phép tinh tién theo cac vecto
Vv, 2V, .., vacacvectd —v, —2v, ... ta dudc toan bd do thi cla ham so.

Il — TINH TUAN HOAN CUA HAM SO LUONG GIAC

1. Tinh tudn hoan va chu ki cia cdc ham s8 ymsinx va y = cosx

DINH Li 1

Céac ham sd y = sinx va y = cos x 14 nhiing ham s& tudn hoan véi
chu ki 2x.

Chung minh. Ta chiing minh cho ham sé y = sin x (truéng hop ham s v = cos x
dudc chiing minh tudng tu).

Ham s8 y = sinx ¢6 tap xac dinh 1a B va vdi moi sé thuc x ta ¢
x-2neR.x+2ne R, (1)
sin(x + 2m) = sin x. (2)

Vay y = sinx la ham sé tuan hoan. Ta ching minh 2z 1a sé duong nhoé nhat thoa
man céac tinh chat (1) va (2).

Gidsrcos6Tsaocho 0 <T <2nvasin(x +T)=sinx, ¥x e R.

Chon x = % , ta dudc

sin[E+T}= Si[‘lE =1l cosT=1.
2 2

=

Piéu nay trai gia thist 0 < T < 2m.

Vay 2n la s6 duong nhd nhat thod mén tinh chét (2), nghia 12 2z 1a chu ki cla
ham s y = sinx. m



2. Tinh tudn hoan va chu ki clia cac ham s& y=mtanx va ymcotx

DINH LI 2

[ Cac ham sd y = tanx va y = cotx la nhiing ham sé tuén hoan véi ]
chu ki .

Chuing minh. Ta ching minh cho ham sé y = tan x, (truéng hgp ham sé y = cot.x
dudc ching minh tugng tu).

Ham s6 v = tan x c6 tap xac dinh D = R \

Itk keZ
2

Véimoixe Dtacox—neDvax+ne D, tan(x + ) = tanx.
Vay y =tan x |2 ham sé tudn hoan. Ta chimg minh = I& chu ki cla ham sé nay.
GidsiicosdT saochoO<T <nvatan(x +T) =tanx, vx € D.
Chonx=0thix e Dvatan(0 +T) =tan0 = 0.

Nhung tan = 0 khi va chi khi ¢ =kn, k € Z,do d6 phdicd T = kn, k € Z . Diéu
nay mau thuan vdi gia thiet 0 < T < n,

Vay chu ki cla ham s y =tanx la =. m

Bai tap

7 3 3 n -
Hay xdc dinh cdc gid tri cua x trén doan {—n ; ?ﬂ dé ham s6 y =tanx :
a) Nhan gid tri bang 0 ; b) Nhan gid tri bang 1 ;
¢) Nhan gia tri duong ; d) Nhén gia tri am.

Tim tép xdc dinh cla cic ham s6 :

a)y:lﬂﬂ. h)y: ﬂ,
sin x dl—cosx
T T
c)y=tan| x —— | ; d :cot(x+—].
) [ 3) )y 6

Dua vio dé thi ciia ham s6 y = sinx, hiy vé do thi ctia ham s6 y = [sin x].
Chimg minh ring sin 2(x + km) = sin 2x v&i moi s6 nguyén k. Tir dé vé do thi
ham s6 y = sin 2x.

17



5. Dua vao do thi ham s6 vy = cos.x, tim cdc gid tri cua x dé cosx = 5

6. Dua vao dé thi ham s6 y = sinx, tim cdc khoang gid tri cha x dé him s6 dé
nhan gia tri duong.

7. Dua vao dé thi him s6 y = cos x, tim cdc khodng gid tri cua x dé ham s6 d6
nhan gia tri am.

8. Tim gia tri I6n nhit cua cac ham so :
a)y= 2ycosx +1;

b) y= 3 - 2sinx.

_9;2 PHUONG TRINH LUONG GIAC OO BAN

ATim mot gia tri clia x sao cho 2sinxy — 1 = 0.
Trong thuc t€, ta gap nhitng bai todn dan dén viéc tim tit ca cdc gid tri cla x
nghiém ding nhimg phuong trinh nao dé, nhu

3sin2x+2=0
hoac 2cosx +tan2x — 1 =0,
ma ta goi la cidc phuong trinh luong gidc.
Gidai phiong trinh liong gide 13 tim tat ca cdc gid tri cua 4n s6 thoa man
phuong trinh da cho. Céc gid tri nay la s6 do cua cdc cung (goc) tinh bing
radian hoac bang do.

Viéc giai cdc phuong trinh luong gidc thuong dua vé viéc giai cdc phuong
trinh sau, goi 1a cic phuong trinh luong gidc co bdn :

sinx =g, COSX =4, tanx =g, cotx = a,
trong dé a 1A mét hing sé.

18



1. Phudng trinh sinx s a

i Il -

%y C6 gia tri nao cta x thod man phuong trinh sin.x = -2 khéng ?

Xét phuong trinh sinx = a. (1)

sin

Truong hop lal > 1

Phuong trinh (1) vo nghiém, vi |sinx] < 1
vdi moi x.

Truong hop lal €1

Vé dudng tron luong gidc tam O, truc
hoanh la truc cosin, truc tung la truc sin.

cosin

Trén truc sin lay diém K sao cho OK =a.
Tur K ké duong vuong goc vai truc sin, cat B
dudng tron lugng gidc tai M va M' doi
xtng v6i nhau qua truc sin (néu lal =1
thi M tring véi M') (h.14).

Hinh 14
P - @ - . . m - I‘J_\r - - ) P -
Tir dé ta thiy s6 do cia cac cung luong gide AM va AM' la tat ca cac nghiém
cua phuong trinh (1).
. I
Goi a la s6 do bang radian cia moét cung lugng gidc AM , ta co

"
sdAM =a+2n. ke &

sdd?:f‘ =n-a+k2n, ke Z.
Vay phuong trinh sinx = @ ¢6 cdc nghiém la
x=a+k2m, ke Z;
x=nm—-a+k2n, keZ.

T

i
. \ e fas—- - .
Néu s6 thue a thoa man dic¢u kién 2 2 thi ta viét « = arcsina

sina = a
(doc 1a ac-sin-a, nghia 1a cung c6 sin bang a). Khi dé, cic nghiém cua
phuaong trinh sinx = a dugc viét la

x=arcsinag + k2n, ke Z

vix=m—arcsinag + k2n. k € Z.
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CHU Y

a) Phuong trinh sinx = sin &, v6i a 1d mot s6 cho trudce, c6 cic

nghiém la

X=a+k2m, ke Z
va x=n-a+k2n, ke Z.
Téng quit,

fx)=g(x)+k2n, keZ

sinf(x) = sin g(x) < L.(I) =n—g(x)+ k2w k € Z.

b) Phuong trinh sinx = sin #° ¢6 cdc nghiém i
x= 4"+ k360", ke Z
v x=180"- %+ k360°, ke Z.
c) Trong mot cong thicc vé nghiém cua phuong trinh luong
gidc khong dugc dung dong thoi hai don vi do va radian.
d) Céc truong hop dac biét :
* a =1 : Phuong trinh sinx = 1 ¢6 cdc nghiém la

i=Z +k2n, ke Z.
2
* @ = -1 : Phuong trinh sinx = -1 ¢6 cdc nghiém la
x= —g +k2n ke Z.

* @ =0 : Phuong trinh sinx = 0 ¢é cic nghiém la
x=km ke Z.

Vi du 1. Giai cic phuong trinh sau :

. 1 . 1
a)sinx= — ; b) sinx = —.

2 5

Gidi

L LT . . T
a) Vi — = sin— nén sinx = — < sinx = sin—.

2 6 2 6

Viy phuong trinh ¢6 cac nghiém la

x=£+k2ﬂ:,keZ vi .1’=T[—%+k2ﬂ:=%+k2ﬂ,k€ Z.



b) Ta c¢6 sinx = % khi x = arcsin%. Vay phuong trinh sin x :% cO cdc

nghiém la

x:arcsinl+k21t,k e Z vi x= n—arcsin%+k2n,ke Z .

3
ﬁsi}iéi cac phuong trinh sau :

a) Si"l'=l : b) sin(.r+45°)=—£_
3 2
2. Phudng trinh cosx = a
Truong hop lal > 1 sin

Phuong trinh cos x = a vo6 nghiém
vi [cosal <1 véi moi x.

Truong hop lal £1

Tuong tu truong hgp phuong trinh A’
sin.x = a, ta ldy diém H trén truc cosin

sao cho OH = a. Tt H ké dudng

vuong goc vdi truc cosin, cat duong

tron luong gidc tai M va M' doi

xiing véi nhau qua truc césin (néu

lal =1 thi M =M') (h.15).

Hinh 15

Y %
Tir d6 ta thay s6 do cua cdc cung lugng gidc AM va AM' la tat ca cic
nghiém cua phuong trinh cosx = a.

Goi a1a s6 do bang radian cua mot cung lugng giac AM ,taco:
=Y
SAAM =a+ K2n, ke Z ;

Y
SdAM' =-a+R2n, ke Z.

Vay phuong trinh cosx = a c6 cac nghiém la

X =ta+ k2, k e Z.
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CHU Y

a) Phuong trinh cos x = cos a, véi & la mét s6 cho trude, c6 cic
nghiém la
x=trta+R2n ke Z
Téng quat, cos f(x) = cosg(x) < f(x) = +g(x) + k2n, k € Z.
b) Phuong trinh cos x = cos #° ¢é cdc nghiém la
x=+B8°+k360° k € Z.
¢) Néu s6 thuc a thod man cdc diéu kién
0<a<n

{cosa =a

thi ta viét & = arccosa (doc la ac-cosin-a, c6 nghia la cung co

cosin bang a). Khi do, cdc nghiém cua phuong trinh cos x = a
con dugce viét 1a

x=xarccosa+ k2n, ke Z.
d) Cic truong hgp dic biét :
* a=1:Phuong trinh cosx=1c¢
x=k2n, ke Z.
* @ = -1 : Phuong trinh cosx = -1 ¢6 cic nghiém la
x=n+k2n, ke Z.
* a =0 : Phuong trinh cos x = 0 ¢6 cic nghiém la

6 cic nghiém la

x= E+kn,ke Z.
2

Vi du 2. Giai cdc phuong trinh sau :

V2

a) cosx = cos~ ; b)cos3x = — — ;
6 2

C) COsSX =

Giai

1.
37 2

V2

d) cos (x + 60%) = ==,

a) cosx = cosg <x== g +k2n, ke Z.



b) Vi ——2 = cos3—:lt nén
2 4

cos3x = ——2 < cos3x = |::-:):~;E & 3x=+ B—TE + k2m

«:bx=i£+k2—n,ke Z
4 3

1
c)cosx = @x:iarccosq +R2n, ke Z ;

1
3
d) Vi % = cos 45" nén

N

cos(x + 60%) = - < cos (x + 60%) = cos 45° < x + 60° = + 45° + k360°

= —15% + k360°
g * (ke Z) m

x =-105" + k360°

/"% Gidi cac phudng trinh sau :

o|%

a) cosx=—% ; b) cos,t=§ : c) cos(x+30%)=—"—-.
3. Phuong trinh tanx s a
Diéu kién cla phuong trinh 1a x # g t+kn(ke Z).

Can cif vio doé thi ham s6 y = tan x, ta thdy v6i méi s6 a, d6 thi ham s6 y = tan x
cat dudng thang y = a tai cic diém c6 hoanh do sai khic nhau moét boi cua «

(h.16). y
(-

7 ¥ SIS : .
i A N VAN ¥ !
- o/ i /g :

|3‘]’E 1
2

N/ x +n 2M/x +2n!

Hinh 16
23



Hoanh do cia mébi giao diém 12 mot nghiém cta phuong trinh tanx = a .

L3 5 5 - L3 +a ] -~ =2 Ly n I
Goi x| la hoanh d¢ giao diém (tan x; = a) thoa min dicu kién -5 <X <.

2

Ki hiéu x; = arctan a (doc 1a ac-tang-a, nghia la cung co6 tang bang @). Khi dé,
nghiém cua phuong trinh tanx = @ la

X =arctana + km, k € Z.

CHU Y
a) Phuong trinh tan x = tan «, véi a la mot sé cho trude, cé cac

nghiém la
x=a+kn, ke Z.

Téng qudt, tan f(x) = tang(x) = f(x) = g(x) + km, k € Z.

b) Phuong trinh tan x = tan 8 ° ¢6 céc nghiém la
x=p"+k180° k € Z.

Vi du 3. Giai cic phuong trinh sau :

4) tanx tang : b) lan2_\’=—% ; ¢) tan (3x + 157) =\ﬁ.
Giai
a) 1anx:lanE x= T +kn, ke Z
5 5
1 1
b) tan2x = _E <= 2x = arctan(—gj + km
1 1 T
& x = —arctan[——)-i— k—, ke Z.
2 3 2

c) Vi J3 =tan60° nén tan(3x + 15°) = V3 o tan(3x + 15%) = tan 60°
< 3x+15°=60" + k180° < 3x = 45° + £k180°
=x=15"+k60° ke Z m

/"R Gii cac phuong trinh sau :
a)tanxy=1; b)tanx =-1; c) tanx = 0.
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4. Phuong trinh cotxma

Diéu kién cta phuong trinh 1a x # kwt, k € Z.

Can cif vao d6 thi ham s6 y = cot x, ta thiy v6i mdi s6 a, dudng thing
y = a cat d6 thi ham s6 y = cot x tai cdc diém c6 hoanh do sai khiac nhau
mot boi cua wt (h.17).

—:'
[
PHPSSERRES Bl ]
A
=
[
=====|8

' 21 X

X +T
T 3m\ .
2 |

|
=
|
t/‘)l=4
gl
Q Q
}Ia
/---_ﬂ

|
S
/ =
&
)lﬁ |
P

Hinh 17
Hoanh do ctia méi giao diém 1a mot nghiém cta phuong trinh cotx = a.
Goi x; 1a hoanh d¢ giao diém (cotx; = @) thoa man diéu kién 0 < x; < 7.
Ki hiéu x| = arccota (doc la ac-cotang-a, nghia 1a cung c6 cotang bang a).

Khi d6, ciac nghiém cua phuong trinh cotx = a la

X = arccota + km, k € Z.

CHU Y
a) Phuong trinh cot x = cot @, v6i a la mét s6 cho trudc, c6 cic
nghiém la
x=a+kn ke Z.
Téng quat, cot f(x) = cotg(x) = f(x) = g(x) +kn, k € Z.

b) Phuong trinh cotx = cot #° ¢6 cdc nghiém la

x=8°+k180° k € Z.



Vi du 4. Giai cic phuong trinh sau :
a) cotdx = cot 27:]1 ;

b)ycot3x=-2:
1
¢) cot (2x — 10°) = —.
3
Giai
2m 2m T T
a)cotdx=cot— < dx=— +hkneox=—+k—, ke Z.
7 7 14 4
b) cot 3x = -2 < 3x = arccot(-2) + knt

< x = % arccot(-2) + k% ke Z.

c) Vi L = cot 60° nén

NG

& cot(2x — 10%) = cot 60°

cot(2x - 10°) =

-

= 2x - 10° = 60° + k180°
Sx=35"+4k90" ke Z. m

a)cotx=1; b)cotx=-1; c)cotx =0.

GHI NHO

M6i phuong trinh
simx=a(lal<1):cosx=a(lal<1):;tanx=a;cotx=a
¢ vé s6 nghiém.

Giai cdc phuong trinh trén 1a rim tdt cd cdc nghiém cia ching.

26



BAI POC THEM

GIAI PHUONG TRINH LUONG GIAC CO BAN
BANG MAY TiNH BO TUI

C6 thé s dung may tinh bd tai (MTBT) dé gidi cac phuong trinh Iudng giac co
ban. Tuy nhién, di vi phudng trinh sin.x = @ may chi cho két qua la arcsin a véi
don vi 1a radian hodc da dugc déi ra dé. Luc do6, theo cong thic nghiém ta viét
cac nghiém la

x=arcsinag + k2n, ke &
va x=m-—arcsina + k2n, k € Z.
Tuong tu, d6i véi phuong trinh cos x = a may chi cho két qua la arccos a, doi voi
phuadng trinh tan x = a may chi cho két qua la arctan a.

Vi du. Dung MTBT CASIO fx — 500 MS, giai cac phudng trinh sau :

a) sinx=0,5 ; b) cos.rz—% : ¢) tanx =+3.

Giai
MODE

a) Néu muén c6 dap sé bang dé thi badm ba Ian phim rdi bam phim dé
man hinh hién ra chit D. Sau dé bam lién tiép
SHIFT

Déng th nhat trén man hinh hién ra sin ' 0.5 (c6 nghia 1a arcsin 0,5) va két qua &
déng thir hai la 30°0°0 (arcsin 0,5 d& dugc ddi ra do).
Vay phugng trinh sinx =0,5 c6 cac nghiém la

v=30°+k360°, kel
va x=180" - 30% + k360° = 150" + k360°, kB .
b) Bam lién tiép

SHIFT

Déng thf nhat trén man hinh la cos | — (1 4 3) (co nghia la amcos[—%]) va két qua

& dong thir hai la 109°28'16.3" (arccos( ] da dudc déi ra do).

L
3
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Vay phuang trinh cos x =—% c6 cac nghiém la x = + 109°28'16" + k360°, k.

SHIFT
c) Bam lién tiép o
dong th(r nhat trén man hinh la tan '3 (co nghia la arctanxl’g) va két qud &
dong thir hai 1a 60°0°0 (arctanvg da dudgc ddi ra do).
Vay phuong trinh tan x = +/3 ¢ cac nghiém 1a x = 60° + k180°, k ¢ & =

CHU Y
a) P& giai phuong trinh sinx =0,5 véi két qua 1a radian, ta bAm ba
MODE

Ian phim i b&m phim (M, man hinh hién ra ch R,

SHIFT
Sau dé, bam lién tiép
ta dugc k&t qua gan dung 1a 0,5236 (arcsin 0,5 ~ 0,5236).
\ay phuang trinh sinx =0,5 c6 cac nghiém la
x=0,5236 + k27, ked
va x=n-0,5236 + k2n, kel
b) D& giai phuang trinh cotx =a bang MTBT, ta dua vé gidi phudng

. 1
trinh tanx =—.
a

Bai tap
Giai cdc phuong trinh sau :
a)sin{,r+2)=%; b)sin3x=1;
¢) sin[E—E]:O; d) sin (2x + 20°) = —ﬁ.
3 3 2

Vi nhitng gid tri ndo cua x thi gid tri cia cdc ham s y = sin 3x v y = sinx
bang nhau ?
Giai cac phuong trinh sau :
2
a)cos(x—l):; : b)cos?;.r:coleO;

C)COS[E - E] - : d) cos “2x = L
YRR 4



4. Gii phuong trinh —<%2% _
I —sin2x

5. Giai cac phuong trinh sau :

a) tan(x — 15°) =§ ; b) cot(3x — 1) = -3 :

c)cos2xtanx =0 d) sin3x cotx = 0.
6. V@i nhitng gia tri nao cua x thi gid tri cua cic ham s6 y = tan(i - .\:] va

y = tan 2x bing nhau ?
7. Giai cac phuong trinh sau :

a)sin3x -cosSx=0; b) tan 3x tanx = 1.

MOT 86 PHUONG TRINH LUUNG GIAC

[ - PHUONG TRINH BAC NHAT POI VGI MOT HAM SO LUGNG GIAC
1. Dinh nghia

Phuong trinh bdc nhdt déi v6i mot ham s6 luong gide 1a
phuong trinh ¢é dang
at+b =0, (1)

trong do a, b 1a cic hang s6 (a # 0) va ¢ 1a mot trong cdc ham
s0 luong gidc.

Vidul
a) 2sinx — 3 = 0 la phuong trinh bac nhit déi véi sinx.

b) Vtanx+1=01a phuong trinh bac nhét doi véi tanx.

" RGiai cac phuong trinh trong Vi du 1.
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2.

30

Cach giai
Chuyén v€ réi chia hai vé clia phuong trinh (1) cho a, ta dua phuong trinh (1)
vé phuong trinh lugng gidc co ban.

Vi du 2. Giai cic phuong trinh sau :

a) 3cosx+5=0; b)v@cut_\‘—3=[).
Giai

a) Tur 3cos x + 5 =0, chuyén vé€ ta c6

3cosx =— 5. (2)

. . e . 5
Chia hai vé cua phuong trinh (2) cho 3, ta duoc cos x =— 3

Vi —% < =1 nén phuong trinh da cho vo nghiém.

b) Tir +/3 cot x — 3 =0, chuyén vé ta ¢6
u"gcolx =3, (3
Chia hai vé& cta phuong trinh (3) cho \E , ta dugc cotx = v@ .

Vi \!6=C0tg nén COII=\’,§ C:‘C()tI:CDlg ¢>}-'=;+kﬂ:,k6 Z.m
]

Phuong trinh dua vé phuong trinh bac nhat ddi véi mét ham sé
lugng giac

Vi du 3. Giai cdc phuong trinh sau :

a) Scosx—2sin2x =0 (4)

b) 8sin.x cosx cos 2x = —1. (5)

Gidi

a) Taco Scosx — 2sin 2x = 0 < Scos x — 4sinx cos v =0 <> cosx(5 —4sinx) =0
cosx =0
5—4sinx =0.

scosv=0< 0= g +kn, k e Z.



*5-4sinx=0<4sinxy =5 < sinx = % vi g > 1 nén phuong trinh nay
vO nghiém.

Viy phuong trinh (4) ¢6 cac nghiém la x = g +kn, ke Z.

b) Ta co
Bsinxcosxcos 2y = —1 < 4dsin2xcos2x = -1 <= 2sindxy = -1
] 4x = -2 4 j2n X =t gk Z
<:>sin4x=—5<:> ?6 < ?24 2 (keZ). m
4y =412 v= -2 4kl
24 2

I1 - PHUONG TRINH BAC HAI POI VOI MOT HAM SO LUONG GIAC

1. DPinh nghia

Phuong trinh bac hai d6i véi mot ham so luong gidc la phuong
trinh ¢6 dang
mf2 +bt+c=0,
trong d6 a, b, ¢ 1a cdc hing s6 (a # 0) va ¢t 12 mét trong céc
ham so luong gidc.
Vidud
a) 2sin “x + 3sinx — 2 = 0 1a phuong trinh bac hai d6i v6i sin.x.

b) 3cot’x — Scotx—7=01a phuong trinh bac hai déi vdi cotx.

N\ Giai cac phuong trinh sau :
a) 3cos X —5cosx+2=0 ;
i:))?itanl2 x=23tanx+3=0.
2. Cach giai
bat biéu thic lugng gidc lam dn phu va dat diéu kién cho dn phu (néu c6)

roi giai phuong trinh theo 4n phu nay. Cuéi ciing, ta dua vé viéc giai cic
phuong trinh luong gidc co ban.
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Vi du 5. Giai phuong trinh
25inzi + V'Esini -2=0.
2 2
Gidi. Dat Sin% = 1 v6i diéu kién

-1<r<1 (%),
ta dugc phuong trinh bic hai theo 7

22 +\21-2=0. (1)
- - . " a - 2 * -
Phuong trinh (1) co hai nghiém 7 =-+2 va 1, = > nhung chi co

2 . i .
I = EX thoda man diéu kién (¥). Vay ta co

b
SIN— = — <= §SIn— = §In—
4
=ik | x=Z+kdn
=2 3 ol 2 (keZ). m
ok | =2C 4 kdn
2 2

3. Phuong trinh dua vé dang phuong trinh bac hai déi véi mét
ham sd lugng giac

NHay nhic lai :

a) Cac hang dang thiic lugng giac cd ban ;

b) Céng thifc céng ;

¢) Cong thirc nhan déi ;

d) Céng thitc bién déi tich thanh téng va téng thanh tich.

C6 nhiéu phuong trinh luong gidc ma khi giai ¢6 thé dua vé phuong trinh
bac hai d6i véi mot ham s6 luong gidc. Sau day 1a moét s6 vi du.

Vi du 6. Giai phuong trinh

6c0s “x + Ssinx — 2 = 0, (2)
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Gidi. Bién déi cos’x = 1 — sin’x, ta dua phuong trinh (2) vé dang
— 6sinx + Ssinx + 4 = 0.
bit sinx = 1 véi diéu kién -1 <1 < 1, ta dugc phuong trinh bac hai theo ¢
—6F +5t+4=0. 3)
Phuong trinh (3) ¢6 hai nghiém ¢, = % Va1 = —% nhung chi c6 1, = —%

thoa man diéu kién. Vay ta cé

, | . , ( n)
SINY = —— <= 5INX = s1n| ——
2 6

x=-Z4k2m
Pt 6 (keZ). m
X = T_Tt + k2n
6
Vi du 7. Giai phuong trinh
J3tanx — 6cotx + 24/3 =3 =0. (4)

Gidi. Diéu kién cia phuong trinh (4) 12 cos x # 0 va sinx = 0.

Vicotx = nén phuong trinh (4) c6 thé viét dudi dang
tan x
6
tanx - +2\I’._—3=0,
tan x
hay V3tan®v + (243 - 3ytanx - 6=0.

bat tan x = ¢, ta dugc phuong trinh béc hai theo ¢
3+ @3 -3)i-6=0. (5)

Phuong trinh (5) ¢6 hai nghiém : 1, =\}§ Iy ==2.

o P s s
Vai =3 tacotanxy=+3 < ta.nx:tan; <:>x:; +km, k € 4.
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Véit,=-2tacdtanx =-2 < x =arctan(-2) + kn, k € Z.

Céc gid tri ndy déu thoa man diéu kién néu trén nén chiing 1a cdc nghiém
cua phuong trinh (4). m

"R Gii phuong trinh 3cos6x + Ssin 3x cos 3x — 4 = .
Vi du 8. Giai phuong trinh

2sin 2,1' — 5sinx cosx — cos 2,1' =-2, (6)
Gidi. Trude hét, ta thay néu cos x = 0 thi phuong trinh (6) ¢ v€ trdi bing 2, con
vé phai bing -2, nén cos x = 0 khong thoa man phuong trinh (6). Viy cosx # 0.

Vi cos.x # 0 nén chia hai vé&€ cua phuong trinh (6) cho cos 2,1'. ta dugc

2
2tan x — Stanx — |1 = —

2 2
< 2tan"x — Stanx — | = =2(1 + tan"x).
COs X

Ta dua duge phuong trinh (6) vé phuong trinh béc hai theo tan x

4tan2x —Stanx+1=0 (N
tanx =1
~ 1
tanx = —.
4

'tan,\‘zlcz:»x:EJrkn,kE Z.

* tanx = l SSx= arclanl +km, k e Z.
4 4
Viay phuong trinh (6) c6 cic nghiém la
X = ki + km
4
. 1
va xX= arctanl t+ikn(keZ) m
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111 - PHUONG TRINH BAC NHAT POI VOI sinx VA cosx

1. Céng thirc bién ddi biéu thirc asin x 4 beos x

N\ Dua vao cac cong thifc cong da hoc :
sin(a + b) = sinacos b + sinbcos a ; cos(a + b) =cosacosh —sinasinb ;
sin(a — b) = sinacos b — sin bcos a ; cos (a — b) = cosacos b + sinasin b

va két qua cosg =sin% = @ hay chimg minh rang :

&

a) sinx + cos x = ﬁcos(x—%} : b) sinx — cos.x = \/Esin(.r —g)

’ P gh 2 2 2
Trong truong hop tong quat, véi a™ + b~ # 0, ta cd

: 2 2 a b
asinx + bcosx =Va“~ + b° | ———— —————CO0S X |.
[2 .2 [ 2. 72
a” +b a~ +b

2
~ a u b 2 A rd 2 P
Vi | ——=—=| +|—f=—====| =1 néncé mét géc a sao cho

Va* + b’ va? + b
a b .
——m = COS &, -“024-—172‘ = SIn .

3 3 2 & &
Khi dé asinx + bcosx = \]a' + b2 (sinxcosa + cosxsina)

[ 2 2 .
=+Na” + b sin(x + ).

Viy ta ¢6 cong thirc sau

. / 2 .
asinx + bcosx = Va~ + b~ sin(x + @), (1)
i a .. b
vOi cos a e va sin o = ———.
\jaz + b~ \]az - b2

2. Phuong trinh dang asinx 4 bcosx=mc

sinx +

Xét phuong trinh asinx + bcos x = ¢, (2)

vGia, b, c € R ; a, b khong dong thdi bang 0 (02 +b# 0).
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Néu a =0, b # 0 hoic a # 0, b = 0, phuong trinh (2) ¢6 thé dua ngay vé
phuong trinh lugng gidc co ban. Néu a # 0, b # 0, ta dp dung cong thic (1).

Vi du 9. Giai phuong trinh
sinx+ v3cosx=1.

Gidi. Theo cong thire (1) ta co

sinx + v3cosx =1 + (V@)E sin(x + &) = 2sin(x + o),
B

1 . . .
trong do cos a = 5 sina :T.Tiﬁrdélay a :g thi ta co

) ) m
sinx + +/3cosx = 2sin (_r + E)

Khi dé
sinx ++3cosx=1& 25in[.r+£) =1 sin[,rJrE] :l
3 3 2
. [ n] T
< sin| x + — | = sin—
3 6
,1-+E:E+Ic2n .r:—g+k2ﬂ:

L ) L
x+£=n—£+k2n’ x‘=E+k2n{kEZ}.l
3 6 2

l Ilf" Giai phuong trinh \Esin 3x—cosix= -.E
Bai tap
1. Giai phuong trinh
sin Ex —sinx =0.
2. Giai cac phuong trinh sau :
a) 2-::0:-;2); —3cosx+1=0:
b) 2sin 2x + /2 sin4x = 0.
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3.

4.

Giai cac phuong trinh sau :
a}sin2§—2c053+2:0 : b) Scoszx+25inx—7=0;

2
¢)2tan"x + 3tanx+ 1 =0; d) tanx — 2cotx + 1 = 0.
Giai cdc phuong trinh sau :
.2 . 2
a) 2sin " x + sinx cosx — 3cos x =0

.2 . 2

b) 3sin “x —4sinxcosx + Scos x =2 ;
.2 . 2 1

¢) sin"x + sin2x — 2cos x = 5 ;

d) 2c0s7x — 343 sin 2x — dsin“x = — 4.
Giai cac phuong trinh sau :
a) CosX — \Esinx =\E ; b) 3sin3x — 4cos3x =5
¢) 2sinx + 2cosx — V2 =0 d) 5cos2x + 12sin2x — 13 = 0.

Giai cdc phuong trinh sau :

a) tan(2x + Dtan(3x = 1) =1 ; b) tan x + tan{x -+ Ej =1,

s

BAI POC THEM

BAT PHUONG TRINH LUONG GIAC

Ta chi xét cac bat phuong trinh Iugng giac co ban. D6 la nhiing bat phudng trinh
dang sinx > a (hodc sinx = a, sinx < a, sinx € a), trong d6 a 1a mot sé thuc tuy y.
Ta cling xét nhiing bat phuong trinh tuong tu déi véi cac ham sé cos x, tan x, cot x.

| - BAT PHUONG TRINH sinx > a

Néu a = 1 thi bat phuong trinh sinx > @ vé nghiém, vi sinx < 1 v&i moi x.

Néu a < —1 thi moi s6 thuc x déu la nghiém cla bat phudng trinh sinx > a, vi sinx = —1

vdi moi x.
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Ta xét trudng hdp -1 £ a < 1 théng qua vi du sau.

Vi dy 1. Giai bat phudng trinh sin
B
siny > ﬁ (1)
2 M/./' N )
Giai. Vé 6Ufl!1g tron lugng giac tam 0. 3;‘ / 2 \T
Trén truc sinlay diém K sao cho f 2 '.
- ﬁ A'| ) A cosin
0K =Y~ (h.18). \ /
2 \ /
Ké tir K dudng thdng vuéng géc vdi truc ~_ |
sin, c&t dudng trdn tai hai diém M va M. B’

4 m ' el =
R6 rang, néu cung AD c¢b s6 do thoa man
bat phuong trinh (1) thi D phai nam trén

cung MBM' va ngudc lai.

Hinh 18
= T
Tacosd AM = 7 +k2n, ke Z va

M
sd AM' Z?ZT“ +k2n, ke Z.

Vay nghiém cla bat phuong trinh sinx > % la
s in
E+k2n<x<T +k2n, ke Z. m

P e El # ar . .- ) Y n . 2
Chu y. Biém cudi cla cung c6 sé do la nghiém cua bat phudng trinh sinx < BN

phai nam trén cung M'B'M va ngudc lai (h.18). Khi d6, nghiém cla bat phuong
trinh 1a

3 o km<xs [E+2:rr) + k2m
4 4
C
hay %ﬂ +2n=sx = ? + k2, (ke Z).

Il - BAT PHUONG TRINH cosx < a
Néu a < —1 thi bat phuong trinh cos x < a vé nghiém.
Né&u a = 1 thi moi s6 thuc x déu 1a nghiém cla bat phuong trinh cos x < a.

Ta xét trudng hdp ~1 < a < 1 théng qua vi du sau day.



Vi du 2. Gidi bat phuong trinh

V2

Cosx < — 7 (2)
Giai. Trén truc cosinlay diém H cé hoanh sin
2

do la =T Ké tir H dudng thang vuéng

géc véi truc cosin, cat dudng tron lugng
giac tai hai diém M va M' (h.19).

’ ey ’ A cosin
R rang, néu cung AE c6 sé do thoa man
bat phuong trinh (2) thi £ phai nam trén

cung MA'M' va ngudc lai. Vay nghiém
cla bat phuong trinh da cho l1a

I‘%n +k2n<x < 57“ +k2n, ke Z. & Hinh 19

; 2
Chu y. Bat phuong trinh cosx > ——\g c6 nghiém la

5—n +k2n<x < (37“+27t] + k27

hay %+k2n<x<%+k2n.ke Z.

Il - BAT PHUONG TRINH tanx > a
V&i moi s6 thuc a, bat phuong trinh tan.x > a luén c6 nghiém.
Ta xét vi du sau day. ; tang

Vi du 3. Giai bat phuong trinh

tanx = 1. (3)
Giai. LAy trén truc tang diém / sao cho Al = 1.

N&i OI cat dudng tron lugng giac tai M va M’ | -

; ~ 3
(h.20). Néu cung AE cb s6 do thoa man bat )
phuang trinh (3) thi diém E phai nam trén mot XM
trong hai cung MB va M'B' va nguaoc lai. B’
Vay nghiém cuta bat phuong trinh (3) la

I

%+kns.\'<§+kn(ke Z). m Hinh 20



Cha y. Nghiém cla bat phuong trinh tanx < 1 1a

_K +k7t<.\‘<£ +krn, ke Z.
2 4

IV — BAT PHUONG TRINH cot x < a 5 J
V6i moi 6 thuc a, bét phuang trinh cotx < a M odtine
déu c6 nghiém. g3 E
Ta xét vi du sau day. 3 \&
Vi du 4. Giai bat phuong trinh 7T 0 T
cotx < L (4) M)
V3 4n
Giai. Lay diém J trén truc cdtang sao cho 3 B’
BJ =—l—. NGi JO céat dudng tron luong giac tai
3 :
Hinh 21

hai diém Mva M' (h.21).

n .

Né&u cung AF c6 s6 do thod man bat phuong trinh (4) thi diém F phai ndm trén mét
trong hai cung MA' vaM'A va ngudc lai.

Vay nghiém cla béat phuong trinh (4) la

z +kn<x<n+kn ke Z. N

Cha y. Nghiém cta bat phuong trinh cot x > % la

km<x< % +km, k € Z.

On tép chuong |
a) Ham s6 y = cos 3x ¢6 phai la ham s6 chan khong ? Tai sao ?
b) Huam s6 y = tan(.\' + %) c6 phai la ham s6 1€ khong ? Tai sao ?
Can ci vao d6 thi ham s6 y = sinx, tim nhitng gid tri cta x trén doan
[-—37“ . 2Tt:| dé ham so6 dé6 :

a) Nhan gia tri bang -1 ; b) Nhan gia tri am.



3. Tim gid tri I6n nhit cua cac ham so sau :

D)y = 2 T osm) +1 = 3sif 5 ) -2

4. Giai cdc phuong trinh sau :

a)sin(x + 1) = 2 : b) sin 22x = 1 :
3 2
x 1 m
c)(::m2 ) = 3 : d) tan [E + 12,1‘] = —\E.
5. Giai cdc phuong trinh sau :
a) zcoszx —3cosx+1=0; b) 25sin2,1: + 15sin 2x + 90052;( =25;
c)2sinxy+cosx=1; d) sinx + 1.5 cotx = 0.

Bai tap tréc nghiém

Chon phuong dn diing :

6. Phuong trinh cos.x = sinx ¢6 s6 nghiém thuoc doan [-m: ] 1a:

(A)2; (B)4; (C)5; (D) 6.
7. Phuong trinh cosdx = tan2x ¢06 s6 nghiém thudc khoang [0 : E] la:
cos2x 2
(A)2; (B)3; (C) 4 (D) 5.

8. Nghiém duong nho nhéit cua phuong trinh sinx + sin 2x = cosx + 2cosx I :
s 2n T T
A) — B) — ; C) —; D) —.
(A) 6 (B) 3 (© 2 (D) 3
9. Nghiém am 16n nhét cta phuong trinh 2tan” x + Stanx +3 = 0 1a:
Sn

T i1 i
A) —— ; B) —— ; C) —— ; D) - =
()3 ()4 ()6 ()6

10. Phuong trinh 2tan x — 2cot x — 3 = 0 ¢6 s6 nghiém thudc khoang [—g ; n] la:
(A)1; (B)2; (C)3; (D) 4.
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T0 HOP-XAC SUAT

Chuong II TG0 HOP-XAC SUAT

Chuong nay cung cép nhiing kién thic co ban nhat vé Dai s6'to hop va Li thuyét
Xac suat.

Phan thir nhat bao gom quy tdc cong va quy tac nhén, céc khai niém, cac cong
thiic v& hodn vi, chinh hop va t6 hop. Cac bai toAn ndy thudng gap trong Toén (ng
dung. Ngoai ra, cong thiic khai trién nhj thizc Ni-ton va cac p dung clia n cing
duoc trinh bay.

Phan tiép theo cung cap nhiing khéi niém md du va cac cong thic don gian nhét
clia Li thuyét xdc sudt, mét linh vuc quan trong clia Toan hoc, ¢d nhiéu Uing dung
thyc té.




M Quy TAcC pfiM

Trong Pai s6 t6 hop, ¢6 nhiéu tap hop hiru han ma ta khong dé dang xdc
dinh dugc s6 phén tir ctia ching. Dé dé€m s6 phan tir clia cdc tap hop hitu
han dé, cting nhu dé xay dung cic cong thitc trong Pai s6 t6 hop, ngudi ta
thudng sir dung quy tac cong va quy tac nhén.

S6 phan tir cua tap hop hitu han A duoc ki hiéu 1a n(A). Ngudi ta
ciing dung ki hiéu |A| dé chi s6 phin tir clia tap A. Ching han :
a) Néu A = {a, b, ¢} thi s6 phan tir ciia tap hop A 1a 3, ta viét
n(A) = 3 hay |A| = 3.
byNéeu A=1{1,2,3,4,5,6,7, 8,9},

B={2,4,6,8} (tap hop cdc s6 chin cua A),
thi ANB=1{1,3,5,7,9}.
— SO phan tir cha tap hop A la n(A) =9.
— SO phin tr cha tap hop B la n(B) = 4.
— SO phin tir cha tip hop A\B la n(A\B) =5.

QUY TAC CONG

Vi du I. Trong mot hop chia L
sdu qua cdu trang dugc ddnh ! : ?

$O tir 1 dén 6 va ba qua cau den @ @ @ @ @ @
dugc danh s6 7, 8, 9 (h.22). Cé
bao nhiéu cach chon mét trong

cdc qua ciu ay ? Hinh 22

Gidi. Vi cic qua ciu tring hodc den déu dugc ddnh s6 phan biét nén mbi
l4n 1dy ra mot qua cdu bat ki 1a mot lan chon. Néu chon qua trang thi ¢6 6
cach chon, con néu chon qua den thi ¢é 3 cach.

Do dé, s6 cach chon mot trong cdc qua cau la 6 + 3 =9 (cach). m
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QUY TAC

Mot cong viée duge hoan thanh bdi mot trong hai hanh
dong. Néu hanh déng nay c¢6é m cich thuc hién, hanh dong
kia ¢6 n cich thuc hién khong tring véi bét ki cich nao cua
hanh dong thit nhat thi cong viéc dé ¢6 m + n ciach thuc hién.

R Trong Vi du 1, ki hiéu A 14 tap hgp cac qua céu trang, B 1a tap hgp cac qué cau
den. Néu méi quan hé gilra s6 cach chon mét qua cdu va sé cac phan ti cda hai
tap A, B.

Quy tic cong dugc phat biéu ¢ trén thuc chat la quy tic dém s6 phan tir clia
hop hai tap hop hitu han khong giao nhau, dugc phat biéu nhu sau :

Néu A va B la cac tap hop hitu han khéng giao nhau, thi
(A B)=n(A) + n(B).
CHU Y
Quy tic cong ¢6 thé md rong cho nhiéu hianh dong.

lem

Vi du 2. C6 bao nhiéu hinh vuéng trong Hinh 23 ?
. L . lem
Gidi. R6 rang, chi ¢6 thé c¢6 cic hinh
vuong canh 1 cm va 2 em. Ki hiéu A 1a

tap hop cic hinh vuéng cé canh | ecm va B
la tap hop cdc hinh vuong c6 canh 2 cm. Hinh 23
ViAnB=d,A v Blatap hop cic hinh vuong trong Hinh 23 va n(A) = 10,
n(B) =4 nén n(A U B) = n(A) + n(B) = 10 + 4 = 14.

Vay co6 tat ca 14 hinh vuong. ™

I1 - QUY TAC NHAN 2 a2
Vi du 3. Ban Hoang c¢6 hai 4o mau khac nhau va 3 a3
ba quén ki€u khédc nhau, Hoi Hoang c6 bao nhiéu
cach chon mot bo quén do ? 1 b1
Giai. Hai do duge ghi chlt @ va b, ba quan b
duoc danh s6 1, 2, 3. 2 b2
Dé chon mot bo quin do, ta phai thuc hién lién 3 b3

ti€p hai hanh dong :
Hanh déng I — chon do. C6 hai cach chon (chon @ hodc b).  Hinh 24
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Hanh dong 2 — chon quin. Ung véi mbi cich chon 4o c6 ba céch chon quin
(chon 1, hoac 2, hodac 3).

Két qua ta ¢6 cdc bod quin do nhu sau : al, a2, a3, b1, b2, b3 (h.24).

Vay s6 cich chon mot bé quin 4o 1a 2 . 3 = 6 (cdch). m

Téng quat, ta c6 quy tdc nhdn sau day.

QUY TAC

Mot cong viéc duge hoan thanh boi hai hanh dong lién tiép.
Néu c6 m cach thyc hién hanh dong thit nhidt va dng véi
moi cach doé ¢6 n cach thuc hién hanh dong thi hai thi co
m.n cach hoan thanh cong viéc.

2
\ Tur thanh phd A dén thanh phé B c6 ba
con dudng, t& B dén C c6 bdn con
dudng (h.25). H6i cb bao nhiéu cach di A B C

trAdénC,quaB? _
Hinh 25

CHU Y
Quy tic nhan ¢6 thé md rong cho nhiéu hanh dong lién tiép.
Vi du 4. C6 bao nhiéu s6 dién thoai goém :
a) Sau chir s0 bat ki ?
b) Sdu chirsé 1é ?
Gidi
a) Vi méi s6 dién thoai 1a mét diy gém sdu chit s6 nén dé lap mot s6 dién

thoai, ta cin thuc hién sdu hanh déng lua chon lién tiép cdc chr s6 do tir 10
chirs60,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

C6 10 cach chon chir s6 dau tién.
Tuong tu, ¢6 10 ciach chon chir s6 thit hai ;

Cé 10 céch chon chir s6 thir sau.
Viy theo quy tac nhan, s6 cdc s6 dién thoai gdm sdu chir s6 1a
10.10. ... .10 = 10° = 1 000 000 (s6).
_
6 thira so
b) Tuong tu, s6 cic s6 dién thoai gobm sdu chir s6 1é 1a 50~ 15625 (s0). m
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Bdi tap

Tir cdc chix s 1, 2, 3, 4 ¢6 thé lap dugce bao nhiéu s6 tv nhién gom :

a) Mot chit so ? b) Hai chit s6 7 ¢) Hai chi s6 khac nhau ?

Tir cdc chirso 1, 2, 3, 4, 5, 6 ¢6 thé lap duoc bao nhiéu s6 tu nhién bé hon 100 ?
Cac thanh phé A, B, C, D dugc néi véi nhau bai cdc con duong nhu Hinh 26.
Hoi :

a) Co6 bao nhiéu cach di tir A dén D ma qua B va C chi mot 1an ?

b) C6 bao nhiéu cich di tit A dén D r6i quay lai A ?

Hinh 26

Cé ba kiéu mat déng hé deo tay (vudng, tron, elip) va bon kiéu diay (kim
loai, da, vai va nhua). Hoi ¢é bao nhiéu cdch chon moét chiéc dong ho gém
mot mat va mot day ?

\\‘2 HOAN V] - CHINH HQP - T6 HOP
)

I - HOAN VI

1. Pinh nghia

46

Vidu 1. Trong moét trin bong dd, sau hai hiép phu hai doi van hoa nén phai
thuc hién da luan luu 11 m. Mot doi da chon duoc nam cdu tha dé thuc
hién dd nam qua 11 m. Hay néu ba cdch sap xé&p da phat.

Giai. Dé xdc dinh, ta gia thiét tén cia nam ciu thu duoc chon 14 A, B, C,
D, E. D€ t6 chic da luan luu, huéin luyén vién cin phan cong ngudi da tha
nhdt, thi hai, ... va két qua phan cong 1a mot danh sdch ¢6 thi tu gom tén
ctia nam cdu thu. Chéang han, néu viét DEACB nghia 1a D dé qua thi nhat,
E da qua tha hai, ... va B dd qua cudi cung.



C6 thé néu ba céch t6 chirc da luan luu nhu sau :

Cach 1 : ABCDE.

Cach 2 : ACBDE,

Cdach3 : CABED. m

M6i két qua clia viéc sdp thif tr tén cia nim céiu thi da chon duoc goi la
mot hodn vi tén cua nam cau thu.

DINH NGHIA

] Hay liét ké tat ca cac sé gom ba chil s6 khac nhau tir cac chrsé 1, 2, 3.

Cho tap hop A gébm n phan tir (n = 1).
Méi két qua cua su sip x€p thi tu n phin t cta tap hop A
duoc goi la mot hodn vi ciia n phan tir do.

NHAN XET

Hai hodn vi cua n phan tir chi khdc nhau o thi ty sap xép.

Chang han, hai hodn vi abc v ach clia ba phin tr a, b, ¢ 1a
khac nhau.

2. S& cac hoan vi

Vi du 2. C6 bao nhiéu céch siap xép bén ban An, Binh, Chi, Dung ngéi vao
mot ban hoc gdom bon ché ?

Gidgi. Dé don gian, ta viét A, B, C, D thay cho
tén cua bén ban va viét ACBD dé mé ta ciach
xép ché nhu Hinh 27,

a) Cdch thit nhdt : Liét ké.

Céc cdch sap xé&p ché ngdi duge liét ké nhu sau :
ABCD, ABDC, ACBD, ACDB, ADBC, ADCB,
BACD, BADC, BCAD, BCDA, BDAC, BDCA,
CABD, CADB, CBAD, CBDA, CDAB, CDBA,
DACB, DABC, DBAC, DBCA, DCAB, DCBA.

Hinh 27
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Nhu viy c6 24 cach, mbi cich cho ta mot hodn vi tén cia bon ban va
nguogc lai.

b) Cdch thit hai : Dung quy tic nhan.
— C6 bon cdch chon mét trong bon ban dé x&p vao chd thit nhat.

— Sau khi di chon mot ban, con ba ban nita. Cé ba ciach chon moét ban xép vao
cho thit hai.

— Sau khi da chon hai ban réi con hai ban nita. Cé hai cach chon mot ban ngéi
vao ché thi ba.

— Ban con lai duoc xép vao ché thi .
Theo quy tic nhén, ta cé s6 ciach xép chd ngbi la
4.3.2.1=24(cich).m

Ki hiéu P, 1a s6 cdc hodn vi cta n phin tir. Ta c6 dinh 1i sau day.

PINH Li

PH = HI:H - l) . 2.] .

Chitng minh. Dé lap dugc moi hodn vi ctia n phén tir, ta ti€n hanh nhu sau :
Chon mot phin tir cho vi tri thit nhit. Cé n cich.

Sau khi chon mét phan tir cho vi tri thit nhét, ¢6 n — 1 cdch chon mot phan
tur cho vi tri thit hai.

Sau khi da chon n — 2 phén tit cho n — 2 vi tri ddu tién, c¢6 hai cach chon
mot trong hai phan tir con lai dé xép vao vi tri thit n — 1.

Phén tir con lai sau cung dugc x&p vao vi tri thit n.

Nhu vay, theo quy tic nhan, ¢6 n.(n — 1) ... 2.1 két qua sap x&p thi tu »
phan tir da cho.

Vay

P,=n(n—1)..2.1. m



CHUY

Kihiéun(n—1)..2.1lan! (doc la n giai thita), ta cé

=n!

] Trong gi& hoc mén Gido duc quéc phong, mét tiéu dai hoc sinh gdm mudi ngudi
dudc xép thanh mét hang doc. Hoi €6 bao nhiéu cach xép ?

[l - CHINH HOP

1. Dinh nghia

Vi du 3. Mot nhom hoc tap c¢6 nam ban A, B, C, D, E. Hay ké ra vai cich phan
cong ba ban lam truc nhat : mot ban quét nha, mot ban lau bang via mot ban
sip ban ghé,

Giai. Ta co bang phéin cong sau day.

Quét nha Lau bang Sap ban ghé
A C D
A D C
C B E

Moi cach phan cong néu trong bang trén cho ta mot chinh hop chap 3 ctia 5. W

Mot céch tong quat, ta ¢6 dinh nghia sau day.

DINH NGHIA

Cho tap hop A gébm n phan tu (n = 1).

K&t qua cua viéc lay & phan tr khdc nhau tir #n phan tir cta tap
hgp A va sip xép ching theo mét thit tu nio dé duge goi la
mot chinh hop chdp k cua n phan tu da cho.

’ R Trén mat phang, cho bén didm phan biét A, B, C, D. Liét ké tét ca cac vecto khac
vectd - khéng ma diém ddu va diém cudi cla chang thudc tap diém da cho.
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S& cac chinh hop

Tro lai Vi du 3, ngoai cdch tinh s6 cich phan cong truc nhat bang phuong
phip liét ké, ta con c¢6 mot cach khac 1a st dung quy tac nhan. D€ tao nén
moi cdach phéan cong, ta tién hanh nhu sau :

— Chon mot ban tir nam ban dé giao viéc quét nha. Cé 5 cich.

— Khi da chon mot ban quét nha réi, chon ti€p moét ban tir bén ban con lai
deé giao viéc lau bang. Co6 4 céch.

—thi da c6 cac ban quét nha va lau bang r6i, chon moét ban tir ba ban con lai
dé giao viéc sap ban ghé. C6 3 cich.
Theo quy tic nhén, s6 cdch phan cong tryc nhat la

5.4 .3 =060 (cich).
Noi cich khdc, ta ¢6 60 chinh hgp chap 3 cua 5 ban. m
Ki hiéu Af‘; la s6 cdc chinh hop chép k cia n phan tr (1 <k < n). Ta c6 dinh li
sau day.

DINH LI

[ AN =1 . (n—k+1). ]

Chitng minh. DE tao nén moi chinh hop chap & clia n phén tir, ta ti€n hanh
nhu sau :

Chon mot trong s phan tir da cho x&p vao vi tri thit nhat. C6 n cach.

Khi di c6 phén tir thit nhat, chon ti€p moét trong n — 1 phan tir con lai x€p
vao vi tri thit hai. Cé n — 1 cach.

Sau khi da chon k — 1 phén tir réi, chon mot trong n — (k — 1) phéin tr con lai
xép vao vi tri thit k. Co n — k + 1 cach.
Tir d6 theo quy tic nhén, ta dugc

A= -Dn—k+1).m

Vi du 4. C6 bao nhiéu s6 tu nhién gébm nam chit s6 khac nhau dugc lap tir cic
chirs6 1,2,....97

Giai. M6i s6 ty nhién c¢6 nam ch@t s6 khac nhau dugc lap bang céich lay
nam chit s6 khac nhau tir chin chit s6 da cho va xép ching theo mét thu tu



nhét dinh. Méi s6 nhu vay duogc coi 1a mot chinh hop chap 5 cta 9. Vay s6
cdc s0 do la

A3=9.8.7.6.5=15120.m
CHU ¥

a) Véi quy ude 0! =1, ta c6

kK n!
" (n = k)

1<k<n.

b) Méi hoan vi cta n phan ti cling chinh la mot chinh hop
chép n cta n phan tr dé. Vi vay

. n
Pn - An .

1 - TO HOP
1. Pinh nghia

Vi du 5. Trén mat phang, cho bon diém phan biét A, B, C, D sao cho khong
¢6 ba diém nao thiang hang. Hoi c6 thé tao nén bao nhiéu tam gidc ma cdc
dinh thuoc tap bon diém dai cho ?

Gidi. Mbi tam gidc ing v6i mot tap con gom ba diém tir tap bon diém da
cho. Vay ta ¢6 bén tam giac ABC, ABD, ACD, BCD. m
Mot céch téng quat, ta ¢6 dinh nghia sau day.
DINH NGHIA
I Gia st tap A ¢6 n phéan tr (n = 1). Mbi tap con gébm k phan tr
cla A dugc goi 1a mot té hop chdp k ctia n phdn tir da cho.
CHU Y
S6 k trong dinh nghia can thoa man diéu kién | < k < n. Tuy vy,

tap hop khong ¢6 phén tir nao la tap rébng nén ta quy udc goi tap
rong 12 t6 hop chap 0 clia n phén tir.

NChotap A = {1, 2. 3,4, 5). Hay liét ké cac t8 hop chap 3, chap 4 clia 5 phén tir clia A.
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2. S cac té hop

Ki hiéu Cﬁ 14 s6 cdc t6 hop chap k ctia n phin tir (0 € k < n).
Ta c6 dinh Ii sau day.
DINH LI

I n!
Cn= YT
kl(n—Fk)!

Chirng minh. V6i k = 0, cong thic hi€n nhién ding.
Véi k = 1, ta thdy mot chinh hop chap & cia n phin tr duge thanh 1ap nhu sau :
— Chon mot tép con k phén tir cta tap hop gébm n phén tir. Co Cf‘, cach chon.
— Sap thi ty &k phén tir chon duge. C6 k! céch.
Vay theo quy tac nhan, ta c6 s6 cdc chinh hop chap k cta » phin tir la
Ak =k

k

- A !

Tuds Ck="2-—_" _ m

k! kl(n—k)!

Vi du 6. Mot t6 ¢6 10 nguoi gdbm 6 nam va 4 nii. Cin lap mot doan dai biéu
26m 5 ngudi. Hoi :

a) Co tat ca bao nhiéu cédch lap ?

b) C6 bao nhiéu cich lap doan dai biéu, trong d6 c6 ba nam, hai nit ?

Gidi

a) Mdi doan duge lap 14 mot 16 hop chap 5 chia 10 (ngudi). Vi vay, s6 doan
dai bi€u cé thé ¢6 1a

b) Chon 3 ngudi tir 6 nam. Co Cg cdch chon.
Chon 2 ngudi tir 4 nit. C6 C3 céch chon.

Theo quy tic nhan, c6 tit ca Ca.C7 = 20.6 = 120 céch lap doan dai biéu
gdm ba nam va hai nir. m

=

AC6 16 doi bong da tham gia thi ddu. Hoi cdn phai t6 chirc bao nhiéu tran ddu sao
cho hai ddi bat ki déu gap nhau dung moét 1an ?



3. Tinh chit cha cac sé Ch

Tur dinh 1i vé cong thiic tinh s6 cédc t6 hgp chip k ctia n phin tit, ta c6 céc
tinh chit sau day.

a) Tinh chat 1

ck=crk| (<k<n.

Chang han, C% = Ci} = 35.
b) Tinh chat 2 (cong thirc Pa-xcan)

ik =ck [a<k<n.

Ching han, C3 + C3 = C§ = 70.

Vi du 7. Chimg minh ring, v6i2 < k<n-2,tacé
k
C _Cﬂ 2 +2C” 2 +Cn 2
Giai. Theo Tinh chat 2, ta c6
ck-23 kb = okl (1)
Cp 2+ Cpz = Gy )
Cong cac vé tuong tng cua (1) va (2) va theo Tinh chit 2, ta co

ctZsact vt =it = .

BAI POC THEM

TINH SO CAC HOAN V| VA SO CAC TO HOP
BANG MAY TiNH BO TUI

C6 thé slr dung may tinh bd tii dé tinh s& cac hoan vi nl va s6 cac t8 hap Cf; .
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1. Tinh s8 céac hoan vi bing may tinh bo tdi

Dlng may tinh bé tii CASIO fx — 500MS dé tinh n!, ta n cac phim theo trinh tu
sau :

SHIFT st
An s6 n, an phim , an phim , an phim , Khi d6, két qua sé hién thi
& dong thir hai.
Vidu 1. Tinh 10!

Ta bam lién ti€p cac phim sau :

SHIFT =

Dong thir hai hién ra 3,628,800.
Vay 10! = 3 628 800.
2. Tinh s8 cac t& hdp bing may tinh b tii

Dung may tinh bd tai CASIO fx — 500 MS dé tinh Ci , ta &@n cac phim theo trinh tu sau :
An s6 n, n phim . an s6 k, &n phim '. K&t qua hién thi & dong thl hai.
Vidu 2. Tinh C7,.

Ta &n lién ti€p cac phim sau :

Dong thit hai hién ra 792.

Vay €7, =792.

Bai tap
Tir ciac chir s6 1, 2, 3, 4, 5, 6, 1ap cdc sO tu nhién gém siu chit s6 khac
nhau. Hoi :
a) Co tat ca bao nhiéu s6 ?
b) C6 bao nhiéu s6 chin, bao nhiéu so 1é ?
¢) C6 bao nhiéu s6 bé hon 432 000 ?
C6 bao nhiéu cich sip xép ché ngdi cho muoi nguoi khach vao mudi ghé
ké thanh mot day ?

Gia sur co6 bay bong hoa mau khic nhau va ba lo khdac nhau. Hoi c6 bao
nhiéu cdch cim ba bong hoa vio ba 1o da cho (méi lo cam mot bong) ?



4, (Co6 bao nhiéu cich mic néi tiép 4 bong dén duoc chon tir 6 bong dén khac
nhau ?

5. Co6 bao nhiéu cdch cam 3 bong hoa vao 5 lo khdc nhau (méi lo cim khong
qud mot bong) néu :

a) Cic bong hoa khédc nhau ?
b) Cac bong hoa nhu nhau ?

6. Trong mat phang, cho sdu diém phan biét sao cho khong c6 ba diém nao
thing hiang. Hoi c¢é thé lap dugc bao nhiéu tam giic ma cdc dinh cta né
thuoc tap diém da cho ?

7. Trong mat phang c¢é bao nhiéu hinh chit nhat dugc tao thanh tir bén dudng
thang song song véi nhau va nam dudng thing vuéng goc vdi bon dudng
thing song song d6 ?

%*3 NH] THUC NIU-TON

[ - CONG THUC NHI THUC NIU-TON
Taco:
(a+b) =a”+2ab+b” = Cga2 + 'Ciza]h1 + C‘%bz,

@+b)’=a’+3a’h+3ab” + b’ =Cha’ + Ca’d! + Cla'h? + C30°.

a\ »
Khai trién biéu thiic (a + bf' thanh téng cac don thifc.

Téng quat, ta thita nhan cong thitc khai trién biéu thiic (a + b)" thanh téng
cdc don thirc nhu sau :

(@+b)" =C%" +Cla"h+ .+ Cha"*pF 4 4 lap™ 1 OB (1)

Cong thice (1) duge goi la edng thire nhi thite Niu-ton.
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HE QUA
Véia=b=1tac62" =C%+C! +..+C"
Véia=1;b=-1,tacd
0=c?—c! +.. +DFck + L+ e
CHU Y
Trong biéu thic & vé phai ctia cong thitc (1) :
a) S6 cdc hang tir la n + 1;

b) Cic hang tir c6 s6 mii cua @ giam dan tir n dén 0, s6 mii cia
b tang dan tr 0 dén n, nhung tong cdc s6 mi clua a va b trong

moi hang tir luén bang n (quy ude a” = b° = 1);
¢) Céc hé s6 cia mdi cap hang tir cich déu hai hang tir ddu va
cudi thi bang nhau.

Vi du I. Khai trién biéu thic (x + y)°.
Giai. Theo cong thirc nhi thitc Niu-ton ta cé
(x + y)6 = Cg.rﬁ + Céxsy - C§,1-4}'2 + Cg.r3y3 + Cg,tzyd' + ngys - C2y6
="+ 6.r5y + 15,1:-43»=2 + 20x3y3 + 15.‘(2}’ ty 6,\-3:5 + }'6. U
Vi du 2. Khai trién biéu thic (2x — 3t
Gidi. Theo cong thirc nhi thitc Niu-ton ta c6
2c-3)" = CY20)* + CL (=3) + CT20)2(=3)? + C32x(=3) + Ch(-3)*
= 16x" - 96x" + 216x” — 216x + 81. m
Vi du 3. Ching to rang véi n = 4, ta c6
At =ch st =2
Gidi. Kihieu A=C)+C2 4.
B=CL+C)+..

Theo Hé qua ta c6 2"=A+B,
0=A-B.

TirdésuyraA=B=2"" m



I1 - TAM GIAC PA-XCAN

Trong cong thitc nhi thic Niu-ton ¢ muc I, cho n =0, 1, ... va xép cdc hé s6
thanh dong, ta nhén dugc tam gidc sau day, goi 1a tam gidc Pa-xcan.

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=>5 1 \ID/ \‘10/ 1

n==6 1 6 15 20 15 6 1
n=7 1 7 21 35 35 21 7 1

NHAN XET

_— Lk k-1 k P PRI
Tir cong thic C,, = C,,_; + C,,_; suy ra cich tinh cic s6 ¢ moi
dong dua vao cdc s6 & dong trude nd. Chang han

ci=cl+ci=4+6=10.

=

N\ Dlng tam giac Pa-xcan, chiing t6 réng :
ajl+2+3+4= c2 :

b)1+2+..+7=Cg.

Bdi tap
1. Viét khai trién theo cong thitc nhi thite Niu-ton :

13
a) (a + 2b)° : b) (a —~2)° : c)(,r - lj .
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6
Tim hé s6 cua ¥ trong khai trién ctia biéu thiic : [_\’ + —2] .
x

Biét hé s6 chia x> trong khai trién ciia (1 - 3x)" 12 90. Tim n.
8

Tim s0 hang khong chida x trong khai trién cta (13 - —) .
N

Tir khai trién biéu thicc (3x — 4)'" thanh da thic, hiy tinh téng cdc hé s6
cua da thitc nhin duge.

Chitng minh ring :
) 11'° Z 1 chia hét cho 100 :
b) 101" — 1 chia hét cho 10 000 ;

c)\%[(l - M)mo -(1- Jﬁ)mﬂ] la mot s6 nguyén.

BAN CO BIET 2

PA-XCAN (PASCAL)

Pa-xcan la nha toan hoc, vat Ii hoc va triét hoc ngudi
Phap. Pa-xcan Iic nhé |a mét cau bé than déng. Cha cau
nhan thay diéu nay. Khéng muén sém lam mét 6¢c con,
6ng cam cau bé Pa-xcan hoc toan. Song diéu nay cang
kich thich tinh t& mo clia cau. Nam 12 tudi, mét hém cau
héi cha "Hinh hoc Ia gi ?". Cha c4u giai thich so qua cho
cau hiu. Pa-xcan rat 18y lam thich tha. Cau lién budc
theo con dudng dung la thién hudng ctia minh. Khong can
sach vd, mot minh cau tu chiing minh dudc rang téng cac
gbc trong mét tam giac bang hai géc vuéng. O tudi 16,
Pa-xcan viét cong trinh dau tién cha minh vé cac thiét
dién conic. (1623 - 1662)

Blaise Pascal

Pa-xcan viét hang loat céng trinh v& cac chudi sé va cac hé sé nhi thifc. Pa-xcan da
dua ra badng cac hé sé cla su khai trién cla (¢ + b)" dudi dang mot tam giac,
ngay nay goi la "Tam giac Pa-xcan". Pa-xcan da tim ra cac hé sé nhi thiic bang
phudng phap quy nap toan hoc, dé |a mét trang nhitng phat minh quan trong cla
ong. Diéu mdi mé & day |a Pa-xcan phat hién ra rang cac hé sé nhi thic chinh |a



§

s6 cac té hop chap k cla n phén tlf va Pa-xcan da dung ching dé giai nhiing bai
toan clia li thuyét xac suat.

Mét céng hién 16n nita cla Pa-xcan la viéc khdi thao phép tinh cac dai lugng vé
cung bé.

V& mat ki thuat, ngay tir nam 1642, lic mdi 19 tudi, Pa-xcan da sang ché ra mot
may tinh dé thuc hién cac phép tinh s& hoc. Nguyén tac clia may nay da la xuét
phat diém cho viéc ché& tao may tinh dién tir vé sau nay.

Pé ghi nhé cong lao clia ngudi dau tién da sang ché ra may tinh, cac nha tin hoc
da dat tén cho mét ngén nglr may tinh rat phé bién la ngén ngir Pa-xcan.

V& vat Ii, Pa-xcan da nghién cliu ap suat clia khi quyén va cac van dé thuy finh hoc.
Tén clia Pa-xcan da dudc dat cho mot miéng ndi Ira trén Mat Trang.

4 PHEP THU VA BIfiN C6

I - PHEP THU, KHONG GIAN MAU

1.

Phép thir

Mot trong nhitng khdi niém co ban cua Ii thuyét xdc sudt la phép tha. Mot
thi nghiém, mot phép do hay mét su quan sat hién tugng nao dé, ... dugc
hiéu 1a phép thit.

Chéng han, gico mot dong tién kim loai (goi tit 1a dong tién), rit mot quan
bai tir 6 bai td lo kho (c¢6 bai 52 14) hay ban mot vién dan vao bia, ... la
nhimg vi du vé phép thir.

Khi gieo mot dong tién, ta khong thé dodn trude duge mit ghi s6 (mat
ngira, viét tat 1a N) hay mat kia (mat sap, viét tat 1a S) sé xudt hién (quay
1én trén). D6 1a vi du vé phép thu ngdu nhién.

Mot cich téng quat :

Phép thi ngdau nhién 1a phép thir ma ta khong dodn trudc
duge két qua ciia nd, mac du da biét tap hop tat ca cic két qua
¢6 thé ¢d cua phép thir dé.

bé don gidn, tir nay phép thir ngdu nhién dugc goi tat 1a phép thir. Trong
Todn hoc phd thong, ta chi xét cic phép thit cd mot sé hitu han két qua.
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2. Khéng gian mau

1 5 ° ece o
B Hay liét ké cac két qua co thé clia phép thir gieo °. B

60

N\ mét con stc séc.

Tap hop cdc két qua c6 thé xay ra ciia mot phép thir duge goi la
khong gian mau cua phép thu va ki hiéu 1a Q (doc 1a 6-mé-ga).

Vi du 1. Gieo mot dong tién (h.28).
D6 1a phép thir véi khong gian méu
Q=1{S, N}. 6] day, S ki hiéu cho két
qua "Mat sap xuat hién" va N ki hiéu
cho két qua "Mat ngura xudt hién".

Vi du 2. Néu phép thir la gieo mot
dong tién hai lan thi khong gian mau Hai mat déng tién

g6m bén phén tir : Q = {SS, SN, NS, NN}, Hinh 28

trong d6, ching han, SN 1a két qua "Lin ddu dong tién xudt hién mat sip,
lan thit hai dong tién xudt hién mat ngira", ...

Vi du 3. Néu phép thir 1a gieo mét con siic sdc hai ldn, thi khong gian miu
gbm 36 phan tir : Q= {(i, j) | i,j=1,2,3,4,5, 6}, 6d6 (i, j) 1a két qua
"Lan diu xudt hién mat i chdm, 1an sau xudt hién mat j chdm" (h. 29).

Hinh 29



I1 - BIEN CO

Vi du 4. Gieo mot dong tién hai 1an. Day 1a phép thir vai khong gian méu
Q=155 SN, NS, NN}.

Ta thay su kién A : "Két qua cia hai lan gieo 1a nhu nhau" ¢6 thé xay ra

khi phép thir duoc tién hanh. N6 xay ra khi va chi khi mét trong hai két qua

SS, NN xudt hién. Nhu vay, su kién A tuong (ing vdi mot va chi mot tap

con {SS, NN} ctua khong gian méu. Chinh vi 1€ do, ta dong nhat ching voi

nhau va viét A = {SS, NN}. Ta goi A 1a mot bién ca.

Tuong tu, bién ¢6 B : "Co6 it nhiat mot 1an xudt hién mat ngira” dugce viét la

B ={SN, NS, NN}.

Nguge lai, tap con C = {85, SN} 1a bién ¢6 ¢6 thé phét biéu duéi dang

ménh dé : "Mit sap xudt hién trong lin gieo ddu tién".

Cic bién ¢6 A, B va C & trén déu gin lién vdi phép thir gieo mét déng tién

hai ldn nén ta noi ching lién quan dén phép thir da cho.

— Mot cach téng qudt, mdi bién c6 lién quan dén mot

phép thit duoc mé ta bdi mot tap con cua khong gian

mau (h.30). Tir do ta c6 dinh nghia sau diy.

| Bién c6'1a mot tap con clia khong gian méu. dinho Q@

Nhu vdy, mot bién c¢6 lién quan dén phép thu 1a mot tap hgp bao gbém cic
két qua nao do cua phép thur.

— Cén chi ¥ ring bién ¢6 doi khi duoc cho dudi dang mét ménh dé xdc dinh
tap hop nhu da thay trong Vi du 4, hoac trong phép thit gieo con siic sdc, bién
c6 A : "Con sic siac xudt hién mit chin chAm" duoc cho dudi dang ménh dé
xdc dinh tap con A = {2, 4, 6} cua khong gian miu Q = {1, 2, ..., 6}.

Nguoi ta thudong ki hiéu cdc bién ¢6 bing cic chirin hoa A, B, C, ...

— Tur nay vé sau, khi noi cho cdc bién ¢d A, B, ... ma khong noi gi thém thi
ta hiéu chiing cling lién quan dén mot phép thu.

‘ Tap @ dugc goi la bién cd khong thé (goi tat 1a bién co
khéng). Con tap Q duoc goi la bién cé chdc chan.

Chéng han, khi gieo mot con siic sic, bién ¢d : "Con siic sic xudt hién mat

7 chdm" 1a bién ¢6 khong, con bién ¢6 : "Con sic sac xuét hién mat cé s6

cham khong vuot qud 6" 14 bién ¢6 chic chan.

— Ta néi rang bién cd A xay ra trong mét phép thur nao do khi va chi khi

két qua cua phép thir dé 1a mot phan tir cua A (hay thuéan lgi cho A).
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[11 — PHEP TOAN TREN CAC BIEN CO
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Nhu vay, bién ¢6 khong thé (tic 1a @) khong bao gio xay ra, trong khi da,
bién ¢6 chic chin Q ludn ludn xay ra.

Trong Vi du 4, néu xudt hién két qua SS thi A xay ra con B khong xay ra.
Trong khi do, néu xuét hién két qua SN thi B xay ra con A khong xay ra.

A A

— Gia sir A 1a bién ¢6 lién quan dén mot phép thir.

” Tap Q \ A duoc goi 1a bién cd doi 5
clia bién ¢6 A, ki hieu 1a A (h.31). Hinh 31

Dowe A < w¢A, nén A xay ra khi va chi khi A khong xay ra.
Chéng han, néu phép thir 1a gico mot con siic sdc thi bién ¢6 B : "Xuit hién
mat chan chdm" la bién c6 d6i cha bién ¢6 A : "Xudt hién mat 1é chim",
nghiala B=A.
— Gia s A va B 1a hai bién c6 lién quan dén mot phép thir. Ta c6 dinh nghia sau :
Tap A w B duoc goi la hop cua cdc bién ¢ A va B.
Tap A m B duoc goi 1a giae cua cdc bi€n c6 A va B.
Néu A m B = (J thi ta noi A va B xung khac.
Theo dinh nghia, A w B xay ra khi va chi khi A xay ra hoac B
xay ra ; A M B xay ra khi va chi khi A va B dong thoi xay ra.
Bién c6 A M B con dugc viét 1a A.B.
A va B xung khic khi va chi khi chiing khéng khi nao cling
xday ra (h. 32).

Ta c6 bang sau :

Ki hiéu Ngon ngit bién co

AcQ A la bién c6 @ @
A= A 1a bién ¢4 khong

A=0Q A i bién ¢6 chic chin

C=AuUBRB C la bién ¢6 : "A hoac B" @
C=AnrBRB C la bién c6 : "A va B" Hinh 32
ANnB=g A v B xung khic

B= A A va B déi nhau.




Vi du 5. Xét phép thir gieo mot dong tién hai lan v6i cac bién ¢0 :
A : "Két qua cua hai lan gieo la nhu nhau" ;
B : "Cé it nhit mot 1an xudt hién mat sidp" ;
C : "Lén thit hai mdi xudt hién mat sap” ;
D : "Lan dau xuat hién mat sap".

Tacé:

A=1{85, NN} ;B={S5N, NS, 85};C ={NS}.D =155 SN}.

Tu do,

CuD=1{55 8N, NS}=8B;

A N D ={55} 1abién c6 "Ca hai l1an déu xudt hién mat sap".

Bai tap

Gieo mot déng tién ba lan.

a) Mo ta khong gian mau.

b) Xdc dinh cdc bién co :

A :"Lan dau xuat hién mat sdp" ;
B : "Mt sép xay ra dang mot 1dn" ;
C : "Mat ngira xay ra it nhat mot lan".

Gieo mot con stic sac hai lan.

a) M6 ta khong gian mau.

b) Phét biéu cdc bién cé sau dudi dang ménh dé :
A={(6,1),(6,2),(6,3).(6,4),(6.5),(6.6)} :
B=1{(2.6),(6,2),(3.5),(5.3). 4, H}:
C=1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5).(6,6)}.

Mot hop chira bon cdi thé duoc danh so 1, 2, 3, 4. Lay ngau nhién hai thé.

a) M6 ta khong gian mau.

b) Xac dinh cic bién ¢6 sau :

A : "Téng cdc s6 trén hai the 1a s6 chin" ;
B : "Tich céc s6 trén hai thé la s6 chan".
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Hai xa thu cung ban vao bia. Ki hiéu A, la bién ¢ : "Ngudi thi & béin
tring", k=1, 2.
a) Hiy biéu dién cdc bién c¢6 sau qua cdc bién c6 A, A, :
A : "Khong ai ban tring" ;
B : "Ca hai déu ban tring" ;
C : "C6 ding mot ngudi ban tring” ;
D : "Cé it nhdt mot ngudi ban tring".
b) Chiing to ring A = D ; B va C xung khic.
T mot hop chia 10 cdi thé, trong dé cdc thé dinh s6 1, 2, 3, 4, 5 mau do,
thé ddanh s6 6 mau xanh va cdc thé dinh s6 7, 8, 9, 10 mau tring. Lay ngiu
nhién mot thé.,
a) Mo ta khong gian mau.
b) Ki hiéu A, B, C la cac bién ¢ sau :
A : "Lay dugc thé mau do" ;
B : "Ldy dugc thé mau trang" ;
C : "Lay dugc thé ghi s6 chan".
Hiy biéu dién cédc bién ¢ A, B, C boi cdc tap hop con tuong iing cuia
khong gian méu.
Gieo mot déng tién lién ti€p cho dén khi lan ddu tién xudt hién mat sip
hodc ¢4 bén l4n ngura thi dimg lai.
a) Mo ta khong gian mau.
b) Xdc dinh céc bién co :
A : "S6 1an gieo khong vugt qud ba" ;
B : "So lan gieo la bon".
Tir mot hop chita nam qua cau duge danh s6 1, 2, 3, 4, 5, 1dy ngdu nhién
lién tiép hai 1dn mbi lan mot qua va xép theo thit tu tir trai sang phai.
a) Mo ta khong gian mau,
b) Xac dinh cic bién ¢6 sau :
A : "Chit s6 sau 16n hon chif s6 trude" ;
B : "Chir s6 trude gap doi chir so sau” ;
C : "Hai chit s6 bang nhau".



‘\}5 xAc sUAT cUA BIEN c6

[ - BPINH NGHIA CO PIEN CUA XAC SUAT
1. Pinh nghia

Mot dac trung dinh tinh quan trong cua bién cé lién quan dén mot phép thi
12 n6 ¢ thé xay ra hoac khong xay ra khi phép thir d6 dugc tién hanh. Mot
cau hoi duogc dit ra 1a né c6 xay ra khong ? Kha niang xay ra cia no la bao
nhiéu ? Nhu vay, ndy sinh mot vin dé 1a can phai gin cho bién ¢é d6 mot
con s& hop I dé danh gid kha nang xdy ra ctia n6. Ta goi s6 d6 14 xdc sudt
cua bién co.

Vi du 1. Gieo ngiu nhién mot con sic sic cin déi va dong chat. Cic két
qua ¢6 thé 1a (h.33)

- . - @ L N
[ . . . »
N ® . s e @

Hinh 33

Khong gian méu cua phép thir nay ¢6 sdu phan tir, dugc moé ta nhu sau
Q=1{1,2,3,4,5,6}.
Do con siic sic la can déi, déng chdt va dugc gieo ngdu nhién nén kha

ning xudt hién tiing mit cua con sic sic 1a nhu nhau. Ta noéi ching dong

¥ - . F - - o . . ]
kha ndng xudt hién. Vay kha ning xudt hién cua moi mit 1a re

Do dé, néu A 1a bién ¢6 : "Con stic sac xudt hién mat 1" (A = {1, 3, 5}) thi
kha nang xay ra cia A 1a
I 1 1 1
+

6 6 6 6 2
s6 nay duoc goi 14 xde sudt ciia bién cd' A.
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"'-f\ mét hop chita bdn qua cau ghi chir @, hai qua cau ghi chir b va hai qua cau ghi
chit ¢ (h.34), 1dy ngau nhién mét qua. Ki hiéu :

A : "Lay dudc qua ghi chit a" ;

B : "Lay dudc qua ghi chir b" ;

C : "L8y dugc qua ghi chi ¢".

Cé nhan xét gi vé& kha nang xay ra cla cac bién ¢ A, B va C ? Hay so sanh ching
vdi nhau.

QOO0 OO OO

Hinh 34
Mot cich tdng quat, ta ¢é dinh nghia sau day.

DINH NGHIA

Gia st A 1a bién c6 lién quan dén mot phép thir véi khong gian
mau € chi c6 mot s6 hitu han két qua dong kha nang xuat hién.

Ta goi ti s6 ”fg) la xde sudt ciia bién c6 A, ki hiéu 1a P(A),
I
P(A) = n(A)
n(Q)
CHU Y

n(A) 1a s6 phén tlr cia A hay ciing la s6 cdc két qua thuén loi cho
bién c6 A, con n(Q) 1a s6 cdc két qua cé thé xdy ra cua phép thir.

2. Vidu

Vi du 2. Gieo ngiu nhién mot déng tién can déi va dong chit hai ldn. Tinh
Xdc sudt cua cdc bién cd sau :

a) A : "Mt sap xudt hién hai ldn" ;
b) B : "Mat sdp xuat hién ding mot lan" ;
¢) C : "Mat sép xudt hién it nhat mot 1an".
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Giai (h.35). Khong gian miu Q = {SS, SN, NS, NN}
gbém bén két qua. Vi déng tién can d6i, déng chat va 58 *SN
viéc gieo la ngdu nhién nén cac két qua dong kha ning
xudt hién. Ta c6 ENS NN
a) A = {85}, n(A) = 1, n(QQ) = 4, theo dinh nghia ta c6
Q
P(A) = n(4) = l Hinh 35
n)y 4
b) B={SN, NS}, n(B) =2 nén
P(B) = nB) _2_1
Q) 4 2
¢) C={88, SN, NS}, n(C) =3 nén
pcy= " -3
n)y 4

Vi du 3. Gieo ngiu nhién mot con sic sac can déi va déong chat. Tinh xdc
sudt cua cdc bién c0 sau :

A : "Mat chin xudt hién" ;

B : "Xudt hién mat ¢6 s6 cham chia hét cho 3" ;

C : "Xudt hién mat ¢6 s6 cham khong bé hon 3".

. . L . » . e
® . . .
- * L L . @

Hinh 36

Giai. Khong gian miu c6 dang : Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, gébm sdu két qua
dong kha ning xudt hién (h.36). Ro rang

A=1{2,4,6}, n(A) =3,
B=1{306}, n(B) =2,
C=13,4,5,6}, n(C)=4.
Tir d6, theo dinh nghia ta c6
T
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pgy= "B _2_1
nQ 6 3’

=29 _2_2 g
nQ 6 3

Vi du 4. Gieo ngiu nhién mot con siic sic can doi va dong chat hai ldn. Tinh
Xac sudt cua cac bién co sau :

A : "S6 cham trong hai l4n gieo bang nhau" ;
B : "Téng s6 cham bang 8".
Gidi. Nhu di biét (xem Vidu 3, §4), Q= {G, ) | 1 <4, j <6}, gom 36 két
qua dong kha nang xudt hién. Ta ¢6 bang (xem thém Hinh 29) :
J 1 2 3 4 5 6

A=1{(1,1),(2,2),(3,3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)}, n(A) = 6, n(€2) = 36. Tir do,
theo dinh nghia ta c6

pay= A 6 _ 1
nQ) 36 6
Tuong tu, B = {(2, 6), (6, 2), (3, 5), (5, 3), (4, 4) }, n(B) =5, n(£2) = 36 nén
Py = B _ 5
n(Q)y 36

I1 - TINH CHAT CUA XAC SUAT
1. Pinh li

Gia su A va B la cac bién ¢6 lién quan dén mot phép thir co mot s6 hitu han
két qua dong kha niang xudt hién. Khi do, ta co dinh 1i sau day.
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DINH LI

a) P(2) =0, P(QY) = 1.
b) 0 < P(A) < 1, vdi moi bién ¢ A.
¢) Néu A va B xung khic, thi
P(A U B) = P(A) + P(B) (cong thitc cong xdc sudt).

" RChing minh céc két luan a), b) va ¢) cta dinh Ii

HE QUA

V&1 moi bién co A, ta cd

P(A)=1 - P(A).

Chiing minh. ViA U A =QvaAn A =@ nén theo cong thiic cong xdic

sudt ta co
1 =P(Q) =P(4) + P(4).
Tir do ta c6 diéu phéi chiing minh. =
2. Vidu

Vi du 5. Tir mot hop chita ba qua cau
tring, hai qua cdu den (h.37), ldy ngéu

nhién déng thoi hai qua. Hay tinh xdc ro O0@ .—‘

sudt sao cho hai qua dé :

a) Khac mau ; b) Cung mau. Hinh 37

Gidi. Mbi lan 14y déng thoi hai qua cdu cho ta mot t6 hop chap hai cua
nam phéin t. Do d6, khong gian miu gém cédc t6 hop chap hai clia nam
phén tir va n(Q) = Cg = 10.

Vi viée 14y qué cdu 1a ngdu nhién nén cdc két qua d6 déng kha nang.

Ki hi¢u A : "Hai qua khdac mau", B : "Hai qua cing mau".

Vi chi ¢6 hai mau den hoic tring nén ta thiy ngay B =A .

a) Theo quy tic nhan, n(A)=3.2=6.
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Do do

P(A) =

n(Q) 10

n(A) 6 g
5"

b) ViB= A nén theo hé qua ta cé
mmzpﬁyn—mm:%.-
Vi du 6. Mot hop chita 20 qua cdu dénh s6 tir 1 dén 20. Ldy ngiu nhién
mot qua. Tinh xdc sudt cua cdc bién ¢0 sau :
a) A : "Nhan dugc qui cdu ghi s6 chan” ;
b) B : "Nhin dugc qua cau ghi so6 chia hét cho 3 ;
AN ;
d) C : "Nhin duoc qua cdu ghi s6 khong chia hét cho 6".

Gidi. Khong gian miu duge mo ta la Q = {1, 2, ..., 20} gém 20 két qua
dong kha niang, n(€2) = 20.

a)A=1{2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18, 20}, n(A) = 10 nén

pay= 1A 10 _ 1T
nQ 20 2
b)B=1{3,6,9, 12, 15, 18}, n(B) = 6.
Tir do
ppy= "B _ 0 _ 3
nQ) 20 10

A ViAnB=1{6,12, 18}, n(A n B) =3 nén

PAE = ADED 3

n(€Y) 20
d) ViAnB=1{6,12, 18}, nén A m B la bién c6 : "Nhin duoc qua ciu ghi
s6 chia hét cho 6". Do dé6, C la bién c6 d6i cua bién c6 A m B, ta co

C=AnBva

3 17
P(C)=1-PANB)=1- —=—.
(C) (AN B) 20 20
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111 - CAC BIEN €O POC LAP, CONG THUC NHAN XAC SUAT

Vi du 7. Ban thit nhdt c6 mot dong tién, ban thi hai ¢6 con sic sac (déu
can doi, dong chat). Xét phép thi "Ban thit nhat gieo dong tién, sau d6 ban
thit hai gieo con stc sac" (h.38a).

a) Mo ta khong gian mau cua phép thir nay.
b) Tinh xdc sudt cua cdc bién ¢ sau :

A : "Dong tién xuat hién mat sap" ;

B : "Con stic sic xudt hién mit 6 chaim" ;

C : "Con stic sac xudt hién mat 1é".

¢) Ching t6 P(A.B) = P(A).P(B) ; P(A.C) = P(A).P(C). 1 Sl

Gidi / 2 82

a) Khong gian méu cua phép thir c6 dang 4 3 $3
Q= {81, $2, $3, 54, 85, S6, N1, N2, N3, N4, N5, N6}. S\
Theo gia thiét, Q gom 12 két qua dong kha nang \

xuit hién (h.38b). 5 8

6 S6

1 NI

% 2 N2

ot

§ 4 N4

a) b) \ 5 NS

Hinh 38 6 N6

b) Ta thdy A = {Sl1, 52, 53, $4, 55,56}, n(A)=6;
B = {86, N6}, n(B)=2;
C = {NI1, N3, N5, §1, §3, S5}, n(C) = 6.

Tir d6 Py =2 _ 8 1.
Q) 12 2
BB _2 1
n€Q) 12 6
P(C) = n(C) =£= 1
Q) 12 2

it
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n(A.B) _ 1

nQy 12

c) Rorang A.B= {56} va P(A.B) =

Ta co

.— = P(A)P(B).

paB) = -L1
12 26
Tuong tu, A.C = {S1, 53, S5} :

nAC) 3 1

P(A.C) =

= P(AP(C). m

1
nQ) 12 4 22

- - - - ,./ & T - . - - - ]'
Trong Vi du 7, ta nhan thay xac sudt xudt hién mo1 mat cua con suc sac la e

khong phu thuédc vio viée dong tién xuat hién mit "sap"” hoidc "nglra".

Néu sy xay ra cua mot bién ¢6 khoéng anh huong dén xdc sudt xay ra cla
mot bién ¢d khic thi ta néi hai bién c6 do déc lap. Nhu vay, trong Vi du 7,
cic bién c6 A va B doc lap va ciing vay, A va C doc lap.

Téng quat, doi vai hai bién ¢ bat ki ta ¢6 méi quan hé sau :

A va B 1a hai bién c6 doc lap khi va chi khi
P(A.B) = P(A).P(B).

BAI POC THEM

MG RONG QUY TAC CONG VA
CONG THUC CONG XAC SUAT

Quy tac céng con duge md rong déi vai cac tap hop hitu han, cé giao khac rong.
Cé thé chitng minh dudc réng, vdi hai tap hdp hitu han A va B bat ki, ta c6
n(A w B) = n(A) + n(B) - n(A ~ B) (quy tac bao ham va loai trif).

Vi du 1. Mét t6 mudi ngudi sé dudc chdi hai mén thé thao 1a ciu 16ng va béng
ban. Cé6 nam ban dang ki chdi cdu 16ng, bén ban dang ki choi bong ban, trong dé
cé hai ban dang ki choi ca hai mén. Héi cé bao nhiéu ban dang ki choi thé thao ?
Bao nhiéu ban khéng dang ki choi thé thao ?



Gidi. Ki hiéu X |a tap hgp cac hoc sinh trong t6 ; A la
tap hop cac hoc sinh dang ki choi cau I6ng, B la tap
hdp cac hoc sinh dang ki choi béng ban (h.39), thé thi
(X)) =10, n(A)=5, n(B)=4, n(A n B) =2. Nhu vay :

A U B |a tap hop cac ban dang ki choi thé thao. Vi
n(A ~ B) = 2 nén sé ban dang ki chai thé thao la ¥

(A U B)=n(A)+nB)—n(AB) =5+4-2="7 (ban).

Tir d6, s6 ban khéng dang ki choi mén thé thao nao 1a Hinh 39
nX)-n(AoB)=10-7=3(ban). W

Nh& quy tdc cdng md rong, ta cé cong thitc cong xac sudt md rong sau day.

V@i hai bién c6 A va B bét ki cung lién quan dén mét phép thir,
ta co

P(A w B)=P(A) + P(B) - P(A.B).
Vi du 2. Gieo ngiu nhién mét con slc sic can déi déng chat hai I&n. Tinh xac
suét cla cac bién cd sau :
A : "Lan th{f nhat xuat hién mat 6 cham” ;
B : "Lan thif hai xuat hién mat 6 cham" ;
C : "It nhat mét lan xuét hién mat 6 cham” ;
D : "Khéng lan nao xuét hién mat 6 cham".
Gidi. Taco Q= {(i,j) |1 i, j <6}, trong d6 i la s6 cham xuat hién trong lan gieo
th(t nhat, j 1a s6 chdm xuét hién trong lan gieo thit hai, n(Q2) = 36. Nhu vay
A={6,/) | 1=j=6}, nA)=6;
B=1{(i,6)| 1<i<6},n(B)=06;
C=AUB.D=C,AnB=((6,6)},nANB)=1,
Tir @6, theo dinh nghia ta ¢

P(A}:”(A}:i—l_ P(B]:”(B):E:—1
n(Q) 36 6 n(Q) 36 6
pAp) ="ACB _ 1
n(Q) 36
Theo nhan xét ta co
I 1 1 11
PIC)=PAUB)=P(A)+P(B)-P(A.B)y=s —+——— = —,
()(U}()+(}()663636
Theo hé qua ta co
- 11 25
PD)=PC)=1-PC)=1—-— = —.
(D) = P(C) (C) % 36
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Bdi tap

Gieo ngiu nhién mot con stc sac can d6i va dong chét hai lan.
a) Hay mo ta khong gian mau.

b) Xéc dinh cédc bién ¢0 sau :

A : "Téng s6 chdm xudt hién trong hai lan gieo khong bé hon 10" ;
B : "Mat 5 cham xudt hién it nhat mot lan".

¢) Tinh P(A), P(B).

C6 bon tam bia duge danh s tir 1 dén 4. Rat ngdu nhién ba tam.
a) Hay mo ta khong gian mau.

b) Xac dinh cédc bién c6 sau :

A : "Téng cdc s6 trén ba tim bia bing 8" ;

B : "Céc s0 trén ba tdm bia 1a ba s tu nhién lién tiép".

¢) Tinh P(A), P(B).

Mot nguoi chon ngdu nhién hai chiéc giay tir b6n déi giay cd khiac nhau.
Tinh xdc suat dé hai chiéc chon dugc tao thanh mot doi.

Gieo mot con sdc sac can doi va dong chat. Gia sir con sdc sac xudt hién
mat b cham. Xét phuong trinh x% 4 bx + 2 = 0. Tinh xdc suit sao cho :

a) Phuong trinh c6 nghiém ;

b) Phuong trinh vo nghiém ;

¢) Phuong trinh ¢6 nghiém nguyén.

Tir ¢6 bai ti lo kho 52 con, rit ngéu nhién cing mét lic bén con. Tinh xdc
sudt sao cho :

a) Ca bon con déu la at ;
b) Puoc it nhidt moét con at ;
¢) Pugce hai con at va hai con K.

Hai ban nam va hai ban nit dugc xép ngdi ngau nhién vao bon ghé xép
thanh hai day déi dién nhau. Tinh xdc sudt sao cho :

a) Nam, nit ngdi déi dién nhau ;

b) Nir ng6i déi dién nhau.



Co6 hai hop chia cac qua cdu. Hop thd nhit chita 6 qua tring, 4 qua den.
Hop thi hai chida 4 qua tring, 6 qua den. T méi hop ldy ngiu nhién mot
qua. Ki hiéu :

A 14 bién ¢6 : "Qua lay tir hop thd nhat tring" ;

B 1a bién ¢4 : "Qua 1ay tir hop thit hai trang”.

a) Xét xem A va B ¢6 doc lap khong.

b) Tinh xdc sudt sao cho hai qua ciu ldy ra cing mau.

c¢) Tinh xdc sudt sao cho hai qua cdu ldy ra khic mau.

s

BAI POC THEM

DINH NGHTA THONG KE CUA XAC SUAT

Mot dong tién can déi va déng chét dugc gieo n lan. Ki hiéu ng la s6 1an xuét

hién mat sap S trong » 1an gieo do.
- "! k A Aty ' e at .
Tagoitisé f, (5) = “5 |3 tén suét xut hién mat s8p trong n 1n gieo.
1

Bang thuc nghiém ta thay, tan suét thay ddi khi ta thuc hién loat » 14n gieo khac ciing
nhu khi tang sé lan gieo.

Tuy nhién v8i n kha 18n, tdn suédt nay co tinh én dinh, nghia la n6 dao déng xung

o1 : e |
quanh so E va khi n tang, tan suat ngay cang gan soé E

Ta c6 thé hinh dung diéu dé qua bang cac két qua gieo déng tién clia cac nha
toan hoc Buyp-phdng (Buffon) va Piéc-son (Pearson) sau day.

Ngudi gieo S6 lan gieo S& lan xuat hién mat S Tan suat
Buyp-phéng 4040 2048 0.5069
Piéc-son 12000 6019 0,5016
Piéc-son 24000 12012 0,5005

S % ma tan suét f,,(S) dao déng quanh né dudc goi la xac sudt cla bién cd §

theo quan diém théng ké.
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M6t cach téng quat :

Ki hiéu n4 la sé lan xuat hién bién cd A trong moét day n phép thir
dudc lap di lap lai (day cac phép thi lap). Ti s A goi la tdn suét
xudt hién bién cé A. !

Khi n tang, H?A ngay cang gan mét s6 P(A) xac dinh. Ngudi ta goi

s6 P(A) do 1a xdc suét cua bién c6 A theo quan diém théng ké.

Trong trudng hop phép thir chi c6 mét s6 hitu han két qua déng kha nang xuét
hién thi s6 P(A) trong dinh nghia nay triing véi s& P(A) trong dinh nghia cé dién
clia xac sudt. Do d6, dinh nghia théng ké cla xac suét la mét su mé réng thuc su
cta dinh nghia ¢4 dién cla xac suat.

Nha toan hoc Thuy Si J.Béc-nu-li (Jacob Bernoulli) 1a ngudi dau tién phat hién ra

- o A h
tinh 8n dinh théng ké clia day tAn suat -4 .
n

Poat-xéng (Poisson) 1 ngudi ddu tién goi quy luat 8n dinh cla tin sust 1a fudt sé'Ion.

On tép chuong I

Phét biéu quy tic cong, cho vi du dp dung.
Phat biéu quy tic nhén, cho vi du dp dung.

Phan biét su khac nhau gita mot chinh hop chap k cha n phin tir vi mot t6
hop chép k cta n phan tu.

Ca6 bao nhiéu sd chan ¢o bon chit s6 dudgc tao thanh tir ciac chirsé 0, 1, 2, 3,
4,5, 6 sao cho :

a) Céc chit s6 ¢6 thé giong nhau ?

b) Cac chu s6 khiac nhau ?

Xé&p ngdu nhién ba ban nam va ba ban nitr ngoi vao sdu ghé ké theo hang
ngang. Tim xdc sudt sao cho :

a) Nam, ntr ngéi xen ké nhau ;

b) Ba ban nam ngdi canh nhau.

Tir moét hop chia sau qua céu trang va bon qua cdu den, 1y ngiu nhién
dong thoi bon qua. Tinh xdc sudt sao cho :

a) Bon qua ldy ra cung mau ;

b) C6 it nhdt mot qua mau trang.



10.

11.

12.

13.

14.

Gieo mot con sic sic ba 1an. Tinh xdc sudt sao cho mit sau cham xudt hién
it nhat mot lan.

Cho mot luc gidac déu ABCDEF. Viét cac chit cdi A, B, C, D, E, F vao sau
cdi thé. Lay ngdu nhién hai thé. Tim xdc suit sao cho doan thiang ma céc
ddu mut 12 cdc diém dugc ghi trén hai thé d6 1a :

a) Canh cua luc giac ;

b) Buong chéo cua luc gidc ;

¢) Buong chéo nai hai dinh déi dién cua luc gidc.

Gieo dong thoi hai con stic sac. Tinh xac suét sao cho :

a) Hai con sic sic déu xuat hién mat chan ;

b) Tich cdc s6 chdm trén hai con suc séc 1a s6 1é.

Bdi tap trdc nghiém

Chon phuong dn diing :

Ldy hai con bai tir ¢6 bai td 1o kho 52 con. S6 cich ldy la :

(A) 104 ; (B) 1326 ; (C) 450 ; (D) 2652.

Nam nguoi duge x€p vao ngdi quanh mot ban tron v6i nam ghé. S6 cach
xép la :

(A) 50; (B) 100 ; (C) 120 ; (D) 24.

Gieo mot con stic sac hai 1an. Xdc suat dé it nhat mot 1an xudt hién mat sdu
chim la:

11 6 8
A— B) — ; — D) —.
()36 ()36' (C)36 ()36

T mot hop chita ba qua cdu tring va hai qua cdu den 1y ngdu nhién hai
qua. Xdc sudt dé 1y dugc ca hai qua tring la :

12 10 6
A) — B) — ; C) —; D) —.
()30 ()30 ()30 ()30
Gieo ba con sic sac. Xdc sudt dé s6 chadm xuat hién trén ba con nhu nhau Ia :
12
A) s - &y —t, =
“) 216 B 2]6 1) 216 ®) 216
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15. Gieo mot dong tién can doi va déng chat bon 14n. Xac suit dé ca bon lan

78

Xudt hién mat sap la :

4 2 | 6
A) — By — ; C) —; D) —.
(]16 {]16 (}16 (]16

BAN CO BIET ?

BEC-NU-LI

Béc-nu-li (Jacob Bernoulli) sinh ngay 27 thang 12 nam
1654 § Ba-xlo (Basle) Thuy Si. Ong la ngudi nghién
ciiu Toan dau tién trong dong ho Béc-nudi c6 nhiéu
nha toan hoc. Cha éng, Ni-co-la Béc-nu-li (1623 —1708)
muén éng trd thanh muc su. Mac du phai hoc
Théan hoc, 6ng van say mé nghién citu Toan hoc.
Mét s6 coéng trinh quan trong nhat cla éng dudc
cong bé trong cudn sach Nghé thuat phong dodn
nam 1713, bao gém céc linh vuc clia dai s t6 hdp :
hoan vi, t6 hdp, cac s& Béc-nu-li va Ii thuyét xac
suét. Dac biét, luat s6 16n doi véi day phép thir Béc-nu-li dudc cong bé trong
cudn sach dé. Cudn sach clia éng dugc coi la su mé dau cla |i thuyét xac suat.
Béc-nu-li bat dau giang Triét hoc tu nhién, Cd hoc & trudng Pai hoc Tdng hdp
Ba-xlo nam 1682 va trd thanh Gido su toan nam 1687. Ong tiép tuc lam viéc & do
cho dén khi mat (ngay 16 thang 8 nam 1705).

Bernoulli
(1654 — 1705)



II DAY SO . cAP sG cONG
VA cAP sO nHAN

Phén dAu ca chuong gidi thiéu Phuong phap quy nap todn hoc, mgt phuong phap
chimg minh nhiéu khang dinh toan hoc, lién quan dén tap s6 tu nhién. Day la mot
phuong phap ching minh quan trong va hiu hiéu trong Toén hoc.

Phén tiép theo la cac khéi niém co ban vé ddy s6 (hiu han va vo han), sé duoc gap
nhiéu trong cac chuong clia Gidi tich.

Cép s6 cdng va cap s6 nhan 14 hai day s dac biét va cd nhiéu tng dung, dugc trinh
bay hé théng va chi tiét & cudi chuong.

DAY sO - cAP sO conG vA cAP sa nyAn




MPHWNGPHAPQUYWTOANWC

I - PHUONG PHAP QUY NAP TOAN HQC

Yxét hai ménh dé chita bién P(n) : "3" <5+ 100" va O(n) : "2" > n" véin e N" .
a)Vdéin=1,2, 3,4, 5 thi P(n), Q(n) ding hay sai ?
b) V&i moi n N thi P(n), Q(n) ding hay sai ?

- ) - ) .l . .. *
Pé chitng minh nhitng ménh dé lién quan dén s6 tu nhién n € N
la ding v6i moi n ma khong thé thu truc tiép duoc thi ¢6 thé
lam nhu sau :

Buére 1. Kiém tra ring ménh dé ding véin = 1.
Buoe 2. Gia thiét ménh dé dung véi mét s6 tu nhién batkin =k = 1
(goi la gia thiét quy nap), chiing minh ring noé ciing ding vaéi
n=k+1.
D6 1a phuong phdp quy nap todn hoc, hay con goi tat la
phuong phap quy nap.
Mot cach don gian, ta ¢6 thé hinh dung nhu sau : Ménh dé da ding khin =1
nén theo két qua ¢ budc 2, nd ciing ding véi n =1 + 1 = 2. Vi nd diing véi
n =2 nén lai theo két qua & bude 2, né ding v6i n =2 + 1 = 3, ... Bang céch

- - 2 = 2 - 2 " o _— - #
iy, ta c6 thé khing dinh ring ménh dé ding véi moi s6 tunhiénn e N .

I - VI DU AP DUNG

Vi du 1. Chimg minh ring véin e N thi
1 +3+5+...+Q2n-1)=n". (1)
Giai
Bucce 1. Khi n =1, vé€ trdi chi c6 mot s6 hang bang 1, v€ phai bing 17
Viy hé thie (1) diang.
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Budc 2. Dat vé€ trdi bing S,,.
Gia sir ding thitc diing v&i n = k > 1, nghia la
Sy=1+3+5+...+(2k—-1) =Kk (gia thiét quy nap).

Ta phai ching minh rang (1) ciing ding véi n =k + 1, tifc 12

Spa=1+3+54 ..+ Q-1 +[20k+1)—1]=(k+1)".

Thit vay, tir gia thiét quy nap ta co
Spr =S+ 2+ 1) - 1] =k"+2k+1=(k+ 1),

Viay hé thic (1) ding v&i moi n € N m

=

A Ching minh ring véi n € N* thi

1+2+3+...4+n= HUH.I).

2

Vi du 2. Ching minh ring v6in e N" thi n° — n chia hét cho 3.
Gidi. Dat A, =n" — n.
Buée 1.Véin=1,1tac6A; =0 3.
Bude 2. Gia st véin=k > 1 1a c6
A= (kK — k) i 3 (gia thi€t quy nap).
Ta phai chiimg minh A, : 3.
That vay, ta cé
A= k+ 1) =G+ D)=k +35 +3k+1 -k~ 1
= (k) = k) + 3(K° + k)
= A+ 3k + k).

Theo gid thi€t quy nap A, : 3, hon nira, 3(!{2 +k):3nénA; : 3.

Viy A, = n° — n chia hét cho 3 véi moi n € N'.m

2
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CHU Y

Néu phai ching minh ménh dé la ding véi moi s6 tu nhién n = p
(p 1a mot s6 tu nhién) thi :

* O budce 1, ta phai kiém tra ménh dé ding v6in =p ;

* O budc 2, ta gia thiét ménh dé ding véi s6 tu nhién bat kin =k > p

va phai chimg minh rang né ciing ding véin =k + 1.

NCho hai s6 3" va 8nvéin e N

a)Sosanh 3" véi 8nkhin=1,2,3,4,5.
b) Du doan két qua tdng quat va chimg minh bang phucng phap quy nap.

Bai tap

P . * 2 # ;g 2 ’
Chirng minh rang véin € N | ta co cdc dang thic :

a)2+5+8+...+3n—1=M;

2

11 1 1 2" -1
b)) =+—+=-+.+—= .
2 4 8 2N 2N

C)12+22+32+.‘.+nz= rz(n+l:3(2n+1)-

Chitng minh rang véin e N, tacé:

a) n?’ + 3;12 + 5n chia hét cho 3 ;

b)4" +15n—1  chia hétcho 9 ;

c) n3 + 11ln chia hét cho 6.

Ching minh ring véi moi s6 tu nhién n > 2, ta c6 cdc bat ding thifc :

a)3"'>3n+1:

n+l

b) 2 >2n+ 3.



4. Chotong S, = it sl ine N
1.2 23 nin+1)

a) Tinh Sy, S5, S5.
b) Du dodn céng thiic tinh téng S, va chiing minh bang quy nap.

- . = e - r * - L o = nhn - 3
5. Ching minh rang s6 duong chéo cua mot da giac 161 n canh la (—)

- A

BAN CO BIET ?

SUY LUAN QUY NAP

Ngudi ta thudng phan biét hai hinh thitc suy luan, d6 |a suy dién va quy nap.
Suy dién hay con goi la phép suy dién la di tir cai chung dén cai
riéng, tir tdng quat dén cu thé.

Chéng han, tir dinh Ii "Moi s6 tu nhién c6 chir s6 tan cling 1a 0_hoac 5 déu chia
hét cho 5", ta suy ra 135 va 170 chia hét cho 5. Trong suy dién, néu ménh dé
téng quat la dang thi két luén cé dudc bao gid cling dung.

Con quy nap hay con goi la phép quy nap lai di tir cai riéng dén
céi chung, tif cu thé dén téng quat.

Vi du : So sanh cac 6 A(n) = 10" véi B(n) = 2004 + n, trong d6 n ¢ N”. Bing
phép thivéin=1,2,3,4tacod: A(l)<B(l): A(2) <B(2) : A(3) < B(3) ; A(4) < B(4).
Tu day, ta két luan

"10"" < 2004 + n véi moi n < 4" (1)
R6 rang két luan nay dung.
Tuy nhién, cling tif két qua cla phép thir trén, néu voi két luan :

"10" " <2004 + nvéimoin e N * ()
thi lai sai lam vi v8in =5 taco :

10% > 2004 + 5 (tuong tu, véin =6, 7, 8, ...).
DPén day, néu két luan tiép :

"10""" > 2004 + n véi moi n > 5", (3)
sau doé vé&i phép thir, cho du ¢c6 nhan dudc két qua ding véi n bang bao nhiéu
chéng nita thi van khéng thé coi 1a da chitng minh dugc ménh dé (3).
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34

Ménh dé (3) sé dudc ching minh néu dung phueng phdp quy nap
todan hoc.

Cac ménh dé (2), (3) c6 dudc la két qua clia phép quy nap khéng
hoan toan, trong dé ménh dé (2) 14 sai con ménh dé (3) la dung.

Do phép thlr chi cé tinh du doan, nén két qua cla phép quy nap
khéng hoan toan chi la gia thuyét, va viéc phai lam tiép theo la
chiing minh hay bac bo.

Dud6i day, ta xét thém vai vi du lich sir.

Phéc-ma (P. Fermat) nha toan hoc Phap (1601 — 1665) khi xét cac s6 dang 22H +1
thay rang véi n=0,1,2.3,4thi 22 +1=3:2% +1-5:22 4 1217: 22 +1-257:
224 +1 =65 537 déu la nhiing s6 nguyén t&. Tur do6, dng du doan rang "Moi s6 co
dang 2% 1 véinec N déula nhiing s& nguyén t&".

Tuy nhién, 100 ndm sau, nha toan hoc Thuy Si T-le (Euler, 1707 — 1783) lai phat

5
hién ra rang 2% 41 khoéng phai la sé nguyén t6 vi :
3
2% +1=4294 967 297 : 641.
Ciing chinh Phéc-ma la tac gi& cha gia thuyét ndi tiéng ma ngudi dai sau goi |a

dinh li cudi ciing clia Phéc-ma : "Phuong trinh 1" + y" = 2" khéng c6 nghiém
nguyén dudng vai moi s6 tu nhién # > 2*. Nam 1993, tic la hon 350 nam sau, gia
thuyét nay mdi dudc chimg minh hoan toan.

Nha toan hoc Blc Lai-bo-nit (Leibniz 1646 — 1716) d& ching minh dugc rang vn & N
thin —n:3:n —n:5n —nt7, tdé ong du doan véi moi n nguyén duong
va v&i moi s6 1& p thi i’ — n * p. Tuy nhién, chi it 1au sau chinh 6ng lai phat hién ra
27 —2 =510 khéng chia hét cho 9.

Lich s toan hoc da dé lai nhidu su kién thu vi xung
quanh cac gia thuyét c6 dudc bang suy luan quy nap
khéng hoan toan (ho&c bang phép tuong tu). C6 nhiing
gia thuyét da bi bac bd, cb nhiéu gia thuyét da dugc
chitng minh, c6 nhitng gia thuy&t ma vai tram nam sau
van khéng dudc chiing minh hay bac bd. Tuy nhién, viéc
tim cach chiing minh hay bac bd nhiéu gia thuyét da co
tac dung thac ddy su phat trién clia toan hoc.

Fermat
(1601 — 1665)



%3;2 DAY 86

[ - DPINH NGHIA

" RCho ham 8 f(n) =

e N Tinh (1), f2),f13). 4 A5).

1. Dinh nghia day sé&
. n a - . a & - at A #
Moéi ham s6 1 xdc dinh trén tip cdc s6 nguyén duong N duoc
2oi 1a mot ddy sé vo han (goi tit 1a day s6). Ki hiéu :
u: N" 5 R

n— uin).
Ngudi ta thuong viét diy s6 dudi dang khai trién
Uy Hoy Uy oosy Hyy ooy

trong d6 u, = u(n) hodc viét tat 1a (u,), va goi u, 1a sé hang dau, u, 1a s6
hang thit n va 12 sé hang tong qudt cia diy s6.

Vidul
a) Day céc s6 tu nhién 1é 1, 3,5, 7, ... ¢6 s6 hang ddu u; = 1, s6 hang tong

quat u, =2n - 1.

b) Day cac s6 chinh phuong 1, 4, 9, 16, ... ¢6 s6 hang dau u; = 1, 56 hang

tong quét u, = "
2. Dinh nghia day s& hitu han

” Ma6i ham s6 u xdc dinh trén tap M = {1,2, 3, ..., m} véim € N’
dugc goi 1a moét day sé hiru han.
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Dang khai trién cta né 1a uy, us, us, ..., u,,, trong dé u; la sé" hang dau,
u,, la s6 hang cuoi.

Vidu?2

a)-5,-2,1,4,7, 10, 13 1a diy s6 hiru han ¢6 u) = -5, u7 = 13.
1 1 1 1 1 . 1 1

b) -, —, -, —, — ladays6 hruhan cé u; = —, us= —.
2 4 8 16 32 2 7 32

I1 - CACH CHO MOT DAY SO

1. Day s cho biing céng thirc cla s& hang téng quat

Vidu3

3.‘]‘.
a) Cho day s& (u,) v6i u, =(-1)".—. (1)

h
Tir cong thite (1), ta c6 thé xdc dinh duge bat ki mot s6 hang nao cua
53 _ 243
5 5
Néu viét day so nay dudi dang khai trién, ta dugc

9 81 3"

-3, =, -9 —, .., D=, ..
2 4 D n

diy s6. Chéng han, us = (—1)

. " n ) a2 s
b) Déy s0 (u,) voi u, = N c6 dang khai trién la
n+

1 2 3 n

PRI Fri i

Nhu vay, diy s6 (u,) hoan toan xdc dinh néu biét cong thiic s6 hang tong

qudt u,, clia no.

/"R Viét nam 8 hang d4u va s6 hang t8ng quat clia cac day s6 sau :
a) Day nghich dao cha cac s6 tu nhién lé ;
b) Day céac s6 tu nhién chia cho 3 du 1.
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Ciing giong nhu ham s&, khong phai moi day s6 déu c6 cong thiic s6 hang
tong quat u,,. Dudi day, ta néu thém céc cich khdc dé cho mot day s6.

2. Day sé cho bing phuong phap mé ta

Vidu 4. S6 © 1a s6 thap phén v6 han khong tuin hoan
n=3,141 592 653 589 ...

Neéu lap day so (u,) voi u, la gid tri gan ding thiéu cta s6 T véi sai s0 tuyét doi
10" thi
uy=3,1;u,=3,14;u3=3,141;uy=3,1415; ...

Dé la day s6 duoc cho bing phitong phdap mé ta, trong dé chi ra ciach viét
cac sO hang lién ti€p cua day.

3. Day sé cho bing phuong phap truy hdi

Vi du 5. Diy Phi-bo-na-xi'” 1a day s& (u,) dugc xdc dinh nhu sau :

=y =1
{u” =M, | +U, , véinz3,
nghia 14, ké tir s6 hang thi ba trd di, mdi s6 hang déu bing téng cta hai s6
hang ditng ngay trudc no.
Cich cho day sé nhu trén duoc goi 1a cho bing phwong phdp truy hoi.
N6i ciach khdc, cho mét diy s6 bang phuong phap truy hoi, tirc 1a :
a) Cho s6 hang déau (hay vai s6 hang dau).

b) Cho hé thitc truy héi, tic 12 hé thic biéu thi s6 hang thi n qua s6 hang
(hay vai s6 hang) diing trudc no.

=

AVist mudi s6 hang dau cla day Phi-bé-na-xi.

(*) Phi-bo-na-xi (Fibonacci, 1170 — 1250) — Thuong gia, nha todn hoc I-ta-li-a.
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I11 - BIEU DIEN HINH HOC CUA DAY SO

38

Vi diay s6 la mot ham s6 trén N" nén ta c6 thé biéu dién day s6 bang do
thi. Khi dé trong mit phing toa do, diy sé duoc biéu dién bing cdc diém

cotoado (n; u,).

] . n+l L I
Vidu 6. Diy s0 (u,) voi u,, = —— c6 biéu dien hinh hoc nhur trén Hinh 40 :
n

Ihmmmm .
q4r==== T""'I""': """ T
1 2 3 4
Hinh 40
, 3 4 5
H|= ,u2=—,u3:—, u4=—,.
2 3 4
Tuy nhién, ngudi ta thuong biéu dién cdc s6 hang ctia mot day sé trén truc

+ -
1] c6 biéu dién hinh hoc nhu trén Hinh 41.

. 2 R
s0. Chang han, day so (
n

Hinh 41



IV - DAY SO TANG, DAY SO GIAM VA DAY SO BI CHAN

' 1
Cho cac day so (u,) va (v} vBiu, =1+ — v, =5n—1.
n

a)Tinh wu, \.v, -

b) Chiing minh u,,, <u,va v, ., >v,, véimoine N .
1. D&y s tiang, day sd giam
DINH NGHIA 1

Day s6 (u,) dugc goi la ddy sé tang néu ta ¢6 u, | > u, voi
. *
moine N .

Day so (u,) dugc goi la day sé giam ncu ta ¢O u, | < u, voi

moin € N

Vi du 7. Day so6 (u,) v6i u,, = 2n — 1 la day so tang.

That vay, véi moi n € N xét hiéu u, | —u,. Taco

Uy — U =2n+1)—1-02n-1)=2.

Do u, | —u,>0nén u, | >u, M

) I » oo
Vidu 8. Day so6 (u,) voi u, = - la day so giam.
3
o . #* et A~ & # - - ,f -
That vay, véi moin € N | vi u,, > 0 nén c¢6 thé xét ti s6 241 Tacé
u

n

Uy n+l n  n+l

I, gn+l ) 3 In

n+1 u
< | nén 2t

3n u

Dé thay <1 suyra v, <u, M

n
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CHUY
Khong phai moi diy s déu ting hodc giam. Chang han, day
56 (i) véi u, = (-3)", tic la day
-3,9,-27,81, ...
khong tang va ciing khong giam.

2. Day s6 bi chan

n 1 n®+1
——=<—va >1. WneN".

Chimg minh cac bat ddng thirc
n~+1 2 2n

DINH NGHIA 2
Diy s6 (u,) duoc goi 14 bi chdn trén néu tén tai mot s6 M
sao cho

u, <M, vne N

Diy s6 (u,,) dugc goi la bi chdn dudi néu t6n tai mot s6 m

sao cho
£
u,2m,vne N |

Day s0 (u,) duoc goi la bi chan néu né vira bi chan trén vira bi
chan dudi, tic 1a ton tai cac s6 m, M sao cho

*
m=u,<M,Vne N .

Vidu9
a) Day s6 Phi-b6-na-xi bi chan duéi viu, =2 | véi moin e N".
n

n e
bi chan vi 0 <
2 ’ : 2
n“ +1 nc +1

<

b) Day s0 (u,) vGi u, =

b | =
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BAN CO BIET ?

Day s6 Phi-bé-na-xi thuong gap trong thién
nhién. Nhitng chiéc 14 trén canh cay moc cach
nhau cac khoang (ing véi cac sé trong day sé
Phi-bé-na-xi (con goi la cac s6 Phi-bé-na-xi)

3,5,8,13,21, 34, 55, 89, ... (F)

S6 canh hoa trong hau hét cac béng hoa la cac
s6 trong day (F). Hoa loa kén c6é 3 canh, hoa
mao luong vang c6é 5 canh, hoa phi yén c6 8
canh, hoa cuc van tho 13 canh, hoa cuc tay 21
canh, con hoa cuc thuong cé 34 hoac 55, hoac
89 canh.

HOA, LA VA DAY SO PHI-BO-NA-XI

Fibonacci
(1170 - 1250)

Trong hoa huéng duong ciling xuét hién cac sé Phi-bd-na-xi. Nhitng nu nho két
thanh hat 8 dau béng hoa va xép thanh hai 16p dudng xoén 6c. Mét 16p cudn theo
chiéu kim déng hd, 16p dudng xoan kia cudn theo chiéu ngudc lai. S6 cac dudng
xo0an &8¢ theo chiéu kim déng hé thudng la 34 hoac 55, con s6 dudng xoan theo

chiéu ngugc lai thudng la 55 hoac 89, ...

Ngoai nhitng diéu thu vi trén, mét s6 van dé cuta kién tric, hdi hoa, &m nhac, ...

ciing lién quan dén cac s6 Phi-bd-na-xi.

Hoa huong dwong
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Bdi tap

1. Viét nam s6 hang déu cta cdc diy s6 ¢6 s6 hang téng qudt u,, cho bai cong thiic :

2" 1
a) i, = —— b) u, = ;
P 2" 4]
1 1
c) u, =(1 +—J ; d) u, = >
n n- +1

2. Cho day so (u,), biét :
uyp=-=1, Uy =u, +3véinzl.
a) Viét nam s6 hang dau cua day so.
b) Ching minh bang phuong phidp quy nap : u, = 3n — 4.
3. Day s6 (u,) cho boi :
uy =3 U, :m,né 1.
a) Viét nam s6 hang dau cua day so.

b) Dy dodn cong thiic s6 hang tdng quat u, va chiing minh cong thic dé
biang phuong phédp quy nap.

4. Xét tinh tang, giam cua cic day s6 (u,), biét :

1 n—1
a =—-2: b = :
) tn n ) ty n+1
O, = (-1 2"+ 1) du, :%.

5. Trong cic day so (u,,) sau, day so nao bi chan dudi, bi chan trén va bi chin ?

2 1
a)u,=2n" -1 b) u, = ——;
" )ty nin+2)
1 ,
c) u, = R : d) u, =sinn+cosn.
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3}3 cXp 86 CONG

I - PINH NGHIA

Tu d6 hay chi ra mot quy luat rdi viét ti€p nam sé hang cla day theo quy luat do.

DINH NGHIA

Cdp s6 cong 1a mot diy s6 (hitu han hoac vo han), trong do ké
tir s6 hang thi hai, moi sO hang déu bing s6 hang ding ngay
trude né cong voi mot sé khong doi d.

S6 d dugc goi la cong sai cua cip so cong.

Néu (u,) 1a cdp s6 cong v6i cong sai d, ta c6 cong thiic truy hoi

=u, +d véine N, (1)

Uyt

Pic biét khi d = 0 thi cdp so cong 1a mot day sé khong doi (1at ci cdc so
hang déu bang nhau).
Vi du 1. Chiing minh day s6 hitu han sau la mt céip so6 cong :
1,-3,-7,-11, - 15.

Gigi. Vi-3=1+(-4); -11=-7+(-4);

—T=-34+(-4); -15=—11+(-4)
nén theo dinh nghia, day s6 1, -3, =7, —11, —15 la mdt cip sé cong vai
congsaid=—-4. |

2

f . | o L
Cho (u,)) la mét cap s6 cdng c6 sau s6 hang vi u; = — 3 d = 3. Viét dang khai trién
ctia nb.
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I1 - SO HANG TONG QUAT

AMai va Hung chdi trd xép cac que diém thanh hinh thap trén mat san. Cach xép
dudc thé hién trén Hinh 42.

*—
& &
| T I T ' I I
1 ting 2 tiing 3 tdng

Hinh 42

Hbi : Néu thap c6 100 téng thi can bao nhiéu que diém dé xé&p tang dé clia thap ?

PINH Li 1

Néu cip s6 cong (u,) c6 s6 hang diu u; va cong sai d thi s
hang tong quat u, dugc xédc dinh boi céng thic :
=u +(n—1)d véin =2, (2)

iy

Chirng minh. Ta sé ching minh cong thic (2) bang quy nap.
Khi n =2 thi uy = u; + d, vy cong thitc (2) ding.
Gia sur cong thic (2) ding véin =k = 2, tic la uy, = uy + (k- 1)d.
Ta phai chitng minh rang (2) cing ding véi n =k + 1, tic 1a uy = uy + kd.
That vay, theo dinh nghia cdp s6 cong va gia thiét quy nap ta co
Uppy =ty +d=[uy+(k=1)d] +d=uy+ kd.

Vayu,=u;+(n—-1)dvéinz2. m

Vidu 2. Cho cip s6 cong (u,), bi€tu; =—5,d = 3.
a) Tim uys.
b) S6 100 1a s6 hang thit bao nhiéu ?
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c) Biéu dién cdc s6 hang u, us, Uz, Uy, s trén truc s6. Nhan xét vi tri cla
méi di€m u,, uz, uy so v6i hai diém lién ké.
Giai. Cap s6 cong co uy =—-5,d =3.
a) Theo cong thic (2) tacé uyjs=-5+(15-1).3 =37.
b) Theo cong thic (2) taco u, =5+ (n—1).3. Viu, =100 nén
=5+ (n—=1).3=100, tir d6 n = 36.
c) Nim s6 hang cua cédp s6 cong la -5, -2, 1, 4, 7 duoc biéu dién boi céc
diém uy, s, uz, Uy, us tuong ng trén Hinh 43.

H'l HZ H} Tl'_._-‘ He
I L T 1 1 I Ir T 1 1 I T T }L
=5 -2 0 1 4 7
Hinh 43
iy + Uy

Diém w4 1a trung diém cha doan usuy, hay uy = 5

Ta ciling c6 két qua twong tu doi voi uy va uy. ™

bay 1a mot tinh chat dac trung cla cdp s6 cong ma ta s€ xét dudi day.

I11 - TINH CHAT CAC SO HANG CUA CAP SO CONG

DINH Li 2

Trong mot cidp sO cong, mdi s6 hang (trir s6 hang diu vi
cudi) déu 1a trung binh cOng cua hai s6 hang ding ké vaéi
no, nghia la

_ Wy Uy

iy voi k= 2. (3)

Chirng minh. Gia st (u,,) 1a cip s6 cOng voi cong sai d. Sir dung cong thiie (1)

VOl k=2, tacouy | =up—d ;g =up+d.
Up—1 + Uiy
2

Suy ra uy g + upsy = 2uy hay u, = a
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IV - TONG n SO HANG PAU CUA MOT CAP SO CONG

-1 3 7 11 15 19 23 27

a) Hay chép lai bang trén va viét cac s6 hang cla cép s6 d6 vao dong th( hai
theo thir tu ngudc lai. Néu nhan xét vé téng cla cac s6 hang & méi cét.

b) Tinh tdng cac sé hang clia cap sé cong.
Ta cong nhan dinh 1i sau day.
DINH Li 3

Cho cdp 56 cong (u,). Dat S, = u) + 1y + 13 + ... + u,,.
Khi do
_on(uy +uy,)

S =1 n 4
n 2 (:}

CHU Y

Viu, =u; + (n— 1)d nén cong thic (4) c6 thé viét

n(n—l)d. 4"

S, = nuy +

Vi du 3. Cho day s6 (u,) v6i u,, = 3n - 1.
a) Ching minh day (u,,) 1a cip s6 cong. Tim u; va d.
b) Tinh tong cta 50 s6 hang diu.
c) Biét S, = 260, tim n.
Giai
a)Viu,=3n-1nénu;=2.
Véinz 1, xéthiéuu,q—u,=3n+1)-1-Bn-1)=3,suyra
Uyey = U, + 3. Vay (u,) 1a cip s6 cong vdi cong sai d = 3.
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b) Viu;=2,d= 3, n=>50 nén theo cong thiic (4') ta co
50.49

Ss0=50.2 + 3 =3775.

c) Viuy=2,d=73,5, =260 nén theo cong thic (4') ta co

nin —1)

S 3 =260 hay 3n° + n — 520 = 0.

n2+

n

Giai phuong trinh béc hai trén véi n € N*, ta tim dugc n =13. m
Bai tap

Trong cac day s6 (u,) sau day, day so nao la cap sé cong ? Tinh s6 hang
déiu va cong sai cua no.

a)u,=5-2n; b)u”:g—l;
7-3
c)u,=3"; d) u, = i
2
Tim s6 hang dau va cong sai clia cdc cdp s6 cong sau, biét :
y — uy + us =10 wy —uy =8
a) 1 3 5 b) 7 3
u +ug =17 Uy.diz =75,

Trong cdc bai todn vé cip s6 cong, ta thudng gap nam dai lugng u,, d, n,
Uy, S,

a) Héy viét cdc hé thic lién hé gitra cdc dai luong d6. Cian phai bi€t it nhit
mAy dai luong dé cé thé tim duoc cac dai luong con lai ?

b) Lap bang theo miu sau va dién s6 thich hop vao 6 tréng :

u, d u, n S,
-2 55 20
-4 15 120
3 4 7
27
17 12 72
2 -5 =205
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4.

5.

Mit san ting mot cia mot ngdi nha cao hon mat san 0,5 m. Céu thang di tir
ting mot 1én tdng hai gédm 21 bac, mdi bac cao 18 cm.

a) Viét cong thic dé tim do cao cua mét bac tuy ¥ so vdi mit sin.

b) Tinh d6 cao cua san ting hai so vdi mat san.

Tir O gio dén 12 gid trua, dong hé danh bao nhiéu tiéng, néu nd chi dinh
chuéng bdo gio va so tiéng chudng bang so gio ?

4 cAp s6 NHAN

I - DPINH NGHIA

R
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1

Tuc truyén rang nha Vua An D& cho phép ngudi
phat minh ra ban cd Vua dudc lua chon mét phan

E

-4

thudng tuy theo sd thich. Ngudi dé chi xin nha vua ’
thudng cho sé théc bang s6 théc dudc dat 1én 64  °
6 clia ban cd nhu sau : Dat I1én 6 th( nhat cia ban 4
cd mét hat théc, tiép dén 6 thir hai hai hat, ... cir

nhu vay, s hat thoc d 6 sau gap déi sé hat théc &
o lién trudc cho dén 6 cudi cling.

Hay cho biét s6 hat thoc & cac 6 ti thir nhat dén
thir sau cua ban co.

P

DINH NGHIA

Cdp s6 nhdan 1a mot diy s6 (hitu han hoac vo han), trong do
ké tir s6 hang thi hai, mdi s6 hang déu Ia tich clia s6 hang
ding ngay trudc n6 véi mot sé khong déi g.

S6 ¢ dugc goi la edng boi cha cap s6 nhan.

Néu (u,,) la cdp s6 nhan véi cong boi g, ta ¢6 cong thire truy hoi :

Uy, | = Uy.q VO N € N (1)




DPac biét :
* Khi ¢ = 0, cap s6 nhan c6 dang u, 0,0, ..., 0, ...
* Khi ¢ = 1, cap s6 nhan c6é dang u, uy, uy, ..., uy, ...

* Khi u; = 0 thi v6i moi ¢, cap s6 nhan c6 dang 0, 0, 0, ..., 0, ...

Vi du 1. Ching minh day s6 hiru han sau 1a mot cdp s6 nhan :

nén day so
-4, 1» la i,s _i
4 16 64
la mot cap s6 nhén véi cong boi g = —%. 02

I1 - SO HANG TONG QUAT

\ Hay doc hoat déng ]%1 va cho biét & thr 11 ¢6 bao nhiéu hat théc ?
Bang phuong phédp quy nap, ta ¢6 thé chitng minh duoc dinh If sau day.

DINH Li 1

Néu cap s6 nhan c6 s6 hang dau u; va cong boi ¢ thi s6 hang

tong quat u,, duoc xac dinh boi cong thiic

T ul.q"'l véin=2. 2)
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Vi du 2. Cho cip s6 nhan (u,) véiu; =3, g =—%.

a) Tinh u.

3
b) Héi — la s6 hang thit miy ?
) Y ang y

Gidi

a) Ap dung cong thic (2), ta c6

6
u-;=u|.q6= 3.[—1) = i

b) Theo cong thitc (2), ta co

1 n—1 3 | n—1 i 1 8
u, = 3.| —— = &= —— - =|-=1.
2 256 2 256 2

Suyran—1=8hayn=9.

.3 L o e
Viy s6 —— la s6 hang thi chin. m

Vi du 3. T€ bao E. Coli trong diéu kién nuéi cly thich hop ci 20 phut lai

phéan doi mot lan.

a) Hoi mot té bao sau muoi lan phén chia sé thanh bao nhiéu té bao ?

b) Néu c6 10° t€ bao thi sau hai gi0 s€ phan chia thanh bao nhiéu té bao ?

Gidi

a) Vi ban dau c6 mot té bao va moéi lan mot té bao phan chia thanh hai té€

béo nén ta c6 cdp s6 nhan véi uy = 1, ¢ = 2 va uy; 1a s6 t€ bao nhan dugc

sau muoi ldn phén chia. Vay sau 10 1an phan chia, s6 t€ bao nhan dugc 1a
H“ =1. 2“_1 = 210 = 1024.

b) Vi ban diu co 10° t€ bao va mbi l4n mot t€ bao phan chia thanh hai t€
bao nén ta c6 cip s6 nhan véi uy = 105, g = 2. Vi ctt 20 phuit lai phan doi
mot 14n nén sau hai gio sé ¢6 6 1an phén chia té bao va u- 1a s6 t€ bao nhin
dugc sau hai gio. Vay s6 t€ bao nhin duge sau hai gio phan chia la

71
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I11 - TINH CHAT CAC SO HANG CUA CAP SO NHAN
3
Cho cép s6 nhan (u,) véiu; =-2vag =—%.
a) Viét nam s6 hang dau clia no.

b) So sanh u3 Vvéitich uy. u3 va u3 vaitich uy . uy.

Néu nhan xét téng quat tir két qua trén.
DINH LI 2
/Trong mot cip s6 nhan, binh phuong cia mbi s6 hang (tn‘I\

s6 hang dau va cu6i) déu la tich cua hai s6 hang ding ke
vdi nd, nghia la

Up =y VO k> 2 3)
\(hay letg | =nfuty _ybtg ).

Chitng minh. Sir dung cong thirc (2) véi k = 2, ta ¢co

S/

k-2,
[{k_l—ul.q‘ .

_ k
Up+1 = U- G -

2 2%-2 k=12 _ 2
Suyra . U= U g =(yqg )V =u;.m

IV - TONG n SO HANG DAU CUA MOT CAP SO NHAN

Cdp s6 nhén (u,) c6 cong boi g co thé viet dudi dang

2 n—1
Hy, g, g, o W 3 wen
Khi do

2 -1
Sp=w +uy + .t u, sup g Hu g+ +u|q" . (4)
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Nhén hai v€ cia (4) véi ¢, ta duoc
g8, =wq + g’ + g+t uyg". (5)
Trir titng vé tuong ting cha cdc dang thite (4) va (5), ta duoc
(=) Sy =u; (1-4q").
Ta ¢6 dinh Ii sau day.

DINH LI 3
/Cho cdp sO nhan (u,) v6i cong boi g # 1. Dat I
Sp = +uy + .+,
Khi do
u(1—¢"
5, = al=da) )
\- -a /
CHUY

Néu ¢ = 1 thi cap so nhan 1a uy, uy, uy, ..., 4y, ... Khi dé S,, = n.u,.

Vi du 4. Cho cip s6 nhan (u,,), biét u; = 2, u3 = 18. Tinh téng clha mudi
s0 hang dau tién.
Giai. Theo gia thi€t, u; =2, u3 = 18. Ta co
Uy = u,.qz = lqz =18=g==%3.
Viy c6 hai trudng hop :

10
*g=3taco Sm:% =59 048 ;

M:—ZQ’S%. 5

*g=-3tacod § =
q 10 1-(-3)

Tinh téng S:I+%+L+.“+L.

32 3”
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BAN CO BIET ?

NHA VUA AN PO KHONG DU THOC PE
THUGNG CHO NGUOI DA PHAT MINH RA
BAN CO VUA !

Hay doc lai }%1 & §4, chung ta sé thay sé hat thoc dé lam phan thudng chinh |a
t6ng 64 s6 hang dau cla cdp s6 nhan véi u; = 1 va g = 2. Vay

63 1(1—2%% 64

L |

1-2

C(t cho rang 1000 hat théc nang 20 gam (cho du it hon thuc t&), thi khéi luong
théc la

Sea=1+2+4+..+2 1.

202% 1)
1000

NEu dem rai déu sd théc nay 1én bé mat cla Trai Dat thi sé dudc mét 16p théc
day 9 mm ! Thir hoi, nha vua lam sao c6 dudc mot ludng thoc khéng 16 nhu vay ?

gam = 369 ti tan.

Bai tap
(3 (5 | I
Chitng minh cac day s6| = - 2" |, | — |. || == la cac cép s6 nhan.
5 on 2
Cho cdp s6 nhan (u,) v6i cong boi g.
a) Biét u; =2, ug = 486. Tim q.

b) Biét ¢ = % Uy = % Tim u,.

c) Biét uy =3, ¢ =-2. Hoi 56 192 1a s6 hang thi miy ?

Tim cdc s6 hang cia cip s6 nhan (u,) ¢6 nam s6 hang, biét :
a) uz3 =3 vius=27;

b) ug — 1y =25 va uz —uy = 50.
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Tim cip s6 nhan ¢6 sau s6 hang, biét ring téng cua nim s6 hang diu 1a 31
va tong cia nam s6 hang sau la 62.

Ti lé tang dan s6 cua tinh X 1a 1,4%. Biét rang s6 dan cua tinh hién nay la
1,8 triéu nguoi. Hoi véi mic tang nhu vay thi sau 5 nam, 10 nam s0 dan cua
tinh dé la bao nhiéu ?

Cho hinh vuéng C; ¢6 canh biang 4. Nguoi ta
chia m6i canh cua hinh vuong thanh bon phan
bang nhau va néi cdc diém chia mot cdch thich
hop dé ¢6 hinh vuéng C, (h.44). Tir hinh vuéng
C, lai lam tiép nhu trén dé dugc hinh vuéng Cs, ... .
Tiép tuc qua trinh trén, ta nhan dugc day cic

hiT‘Ih Vllﬁng Cl. CE- CB- ssny Cn-a aee H!ﬂh 44

Goi a,, la do dai canh cua hinh vuéng C,. Ching minh day s6 (a,) 1a mot
cdp s6 nhan.

BAI POC THEM

DAY SO TRONG HINH BONG TUYET VON KOC
(HINH HOC FRACTAL)

Thuat ngir "Fractal" dudc Bd-noa Man-den-bd-ré (Benoit Mandelbrot) st dung
vao nam 1975. N6 c¢d goc La-tinh "Fractus", nghia 12 mdt bé mat khéng déu
giéng nhu moét khéi da nit gay. Theo B. Man-den-bd-ré thi : "Hinh hoc Fractal co
hai vai trd, né dién ta hinh hoc cia su hdn dén va né ciing c6 thé dién ta vé hinh
hoc clia ndi, may va cac dai ngan ha".

Céc Fractal ¢6 hinh thi ma ta cé thé nhin thay trong tu nhién, do la cay, 14, khoi
da, nhitng bong tuyét ... . Song, rat ra dugc mbt céng thire hinh hoc clia ching
nhu thé nao ? Lam th& nao dé dinh hinh dugc hinh dang cla nhiing bot kem
trong li ca-phé ? Hinh hoc Fractal, Ii thuyét vé su hén dén va nhilng phép toan
phiic tap liéu c6 thé trd 16i dudc cac cau hdéi nay hay khong ? Khoa hoc dang
kham pha ra mét trat tu khéng thé ngé dang sau nhitng hién tugng ki la cé vé hét
sifc 16n x6n cla van vat.



C6 thé néi Fractal la c&u trac hinh hoc dugc chi tiét hoa
béng cach md réng & moi ti 1&. M&i phan nho cla Fractal
l& su mé phdng cla toan bé Fractal. Méi Fractal dudc tao
ra bdi qua trinh 1ap di, 1ap lai, trong d6 su két thuc cla qua
trinh trudc lai 1a su bat dau clia qua trinh tiép theo. Dé
minh hoa, ta hay xét bong tuyét véon Kéc do nha toan hoc
Thuy Dién vén Kéc (von Koch) dua ra vao nam 1904 (h.45).

H.yon Koch

(1879 - 1924) /\

K,

K

Hinh 45

Bong tuyét dau tién K, la mot tam giac déu c6 canh bang 1. Tiép do, chia moi
canh cla tam giac thanh ba doan bang nhau va thay méi doan & gilta bdi hai
doan bang né sao cho ching tao véi doan bd di mét tam giac déu vé phia ngoai,

ta dugc béng tuyét K,. Clr ti€p tuc nhu vay theo nguyén téc : Tir béng tuyét K, dé

c6 béng tuyét K ta chia méi canh clia K,, thanh ba doan bang nhau va thay

n+l’
maéi doan & gitta bdi hai doan bang n6, sao cho ching tao véi méi doan bo di mét
tam giac déu vé phia ngoai.

Qua trinh trén 13p di, 14p lai cho ta mot day céac bong tuyét K|, K, , K3, ..., K, ...
Ki hiéu C,, a,, p, va S, 1an luct 1a sé canh, d6 dai canh, chu vi va dién tich cla
bong tuyét K, ta c6 cac day sé (C,), (a,), (p,), (S,).
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1. Day s6 (C,) dudc cho bdi cong thirc truy héi

C,.=4C, vainz=l.

n+l

n—1

Day s6 (C,) la mot cAp sé nhan véi C; =3, g=4vaC,=3 .4

1

I o a Y atr ~ ow I a
2. Déy so (a,) la mét cAp sé nhan vdia| =1, g = 3 vaa, = ——.
-

, 4\ L
3. Dayso (p,)cop, =C,a,= 3[;) nén (p,) la mét cap sé nhan véip, =3, g = %

N
3[4
I)”+1 3- 4 - ~ 5 - At 5
= =—>1nén p . >p, Vay (p,) la day sb tang va

— +1
Py 3‘( 4 )” 3 "
3

p,, ¢6 thé 16n bao nhiéu tuy y (diéu nay sé& thdy ré hon & chuong sau).

Vip,>0va

4. Day s6 (5,) c6

2 '*-E n-l1
=Sn +C.ar : an+l'T:Sn +3.4 ’

1

§ 1211 4

n+l

ﬁ[i)
16 L9/
Tur day c6 thé suy ra

hay Sn+1 =5” +

"~ 16 16

9

9

6 16 | 4 5

9

PR GE Y

ﬁ+ﬂ{l+i (4J2 +
9

Day s6 (S,) bi chan trén.
Diéu tha vi cha day vén Kéc 1a & ché chu vi p,, co thé 16n tuy ¥ v6i n dd 16n, trong
khi dién tich S,, lai bi chan (1)

Cac nha toan hoc da c¢d gang mé ta hinh dang cla cac Fractal tir han mot tram
nam qua. Vi kha nang clia cac may tinh hién dai, Fractal da trd thanh mét dé tai
dudc quan tam dac biét, bdi ching c6 thé dugc dién ta bang ki thuat s6 va dudc
kham pha qua moi vé dep hdp dan cla chung. Fractal dang dugc st dung nhu
mot phuong tién hd trd cho Toan hoc va nd ciing thé hién dudc nhiing nét dep
van hoa trong va ngoai hanh tinh théng qua nén céng nghiép dién anh.



On tép chuong llI

Khi nao thi cip s6 cong la day s6 tang, day s6 giam ?

Cho cdp s6 nhan cé u; < 0 va cong boi g. Hoi cdc s6 hang khac s&€ mang

ddu gi trong cdc truong hop sau :
a)g>07? b)g<0?

Cho hai cdp s6 cong c6 cling s6 cdc s6 hang. Téng cac s6 hang tuong tng
cua ching cé lap thanh cdp s6 cong khong ? Vi sao ? Cho mot vi du

minh hoa.

Cho hai cdp s6 nhéan c6 cung s6 cdc s6 hang. Tich cic s6 hang tuong tng cua
ching ¢6 lap thanh cdp s6 nhan khong ? Vi sao ? Cho mét vi du minh hoa.

Chitng minh ring véi moi n € N*, tacé:

a) 13" - 1 chia hét cho 6 ; b) 3n° + 15n chia hét cho 9.
Cho day so (u,,), bi€t uy =2, u,y = 2u, — 1 (véin = 1).

a) Viét nam s6 hang dau cia day.

b) Chiing minh u, = 2"~ " + 1 bang phuong php quy nap.

Xét tinh tang, giam va bi chan cuta cic day s6 (u,,), biét :

| .1 1
a)u,=n+—; b) u, = (-1)" lsin— :
n n

c)u,=\n+1- Jn.

Tim s6 hang ddu u; va cong sai d cta cdc cap s6 cong (u,,), biét :

{qu + 10us = 0 b) u7 + uy5 = 60

Sy =14; ui +up = 1170.

Tim s6 hang diu u; va cong bodi ¢ clia cic cdp s6 nhan (u,,), biét :
ug =192 Uy — Uy =72

a) 6 b) 4 2
u7 = 384 ; us — uz = 144 ;

uy +us —uy =10
c) )
uz + ug — us = 20.

107



10. Tt gidac ABCD ¢6 s6 do (do) cua cic goc 1ap thanh moét cip s6 nhan theo thit
tw A, B, C, D. Biét ring goc C gdp bon lan géc A. Tinh cac goc cua tf gidc.

11. Biét ring ba s6 x, y, z lap thinh mot cap s6 nhan (x = 0) va ba s6 x, 2y, 3z
lap thanh mét cdp s6 cong. Tim cong boi cua cap sé nhan.

12. Nguoi ta thiét k€ mot cdi thap gobm 11 tdng. Dién tich bé mat trén cua
moi ting bang nira dién tich mit trén ciua ting ngay bén dudi va dién tich
bé mat trén cua tdng 1 bang ntra dién tich dé€ thdp. Biét dién tich mart dé&
thap la 12 288 m”. Tinh dién tich mat trén clng.

13. Cho ba s6 duong a, b, c. Chiing minh ring néu cic s6 az. bz, ¢ lap thanh mat

1

cap sd cong thi cic s6 . ;
b+c¢ c+a a+b

cling lap thanh mot cap s6 cong.

Bdi tép frdc nghiém
14. Cho day s6 (u,), biét u, = 3". Hay chon phuong dn ding :

a) S6 hang u, . bing :

(A)3"+1; (B) 3" +3; (C)3".3; (D) 3(n + 1).
b) S6 hang u,, bang :

(A)2.3"; (B)9": ©3"+3; (D) 6n.
c¢) S6 hang u,_, bang :

(A)3"-1; (B)%.i%” ; (€)3"-3; (D) 3n — 1.
d) S6 hang 1, bang :

(A)3°3"-1; (B)3"3" ", ©3"-1; (D) 3D,

15. Hay cho biét day so (u,) nao dudi day la day so6 tang, n€u biét cong thiic s

hang tong quit u,, cua no la :

(A) (—1)"*'.51%: B) (-1)>"(5" + 1) :
1 n

C) ——ou D .

()wfn+l+n' ()n2+l
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16.

17.

18.

19.

Cho cdp s6 cong -2, x, 6, y. Hay chon két qua ding trong cic két qua sau :
(A)x=-6,y=-2; (Byx=1,y=7;

(C)x=2,y=8; (D)yx=2,y=10.

Cho cip s6 nhan —4, x, —9. Hay chon két qua ding trong cdc két qua sau :
(A)x=36; (B) x=-6,5;

(C)x=6; (D) x = -36.

Cho cép s0 cong (u,,). Hay chon hé thic ding trong cdc hé thic sau :

i + U
(A)%=H§ + Uy s (B:l !i90+H2|0=2H|50;
Hypy.UH
(C) uyg 130 = 303 (D) %: iy

Trong cdc day s6 cho badi cic cong thic truy héi sau, hiy chon diy so la
cdp s6 nhan :

Hl =2 Ml =-1
(A) 5 (B) ;
Uyl = Uy Uys) = 3ty
H] =-3
(C) . (Dy7,77,777, ..., 777..7 .
gy =ty + 1 n chirs6 7
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GICT HAn

GIO1 HAN

Chuong nay cung c&p nhing kién thic md dau vé Gidi tich. Noi dung cla chuong xoay
quanh hai khai niém co ban la gidi han va lién tuc.

Chinh nhiing khai niém va cac phép toan vé giéi han va lién tuc a co sd cho viéc nghién
clu céc ndi dung khac clia Gidi tich (Dao ham, Tich phan, ...). Dac biét, chiing sé cho
phép gidi quyét nhiéu bai toan clia khoa hoc va thuc tién, ma ta khong thé gidi quyét
duoc néu chi dung céc kién thic cta Dai s6. D4 chinh Ia nhiing bai toan lién quan téi
sy vo han.



NGHICH Li CUA ZE-NONG (ZENON)

A-sin (Achille) — mét luc si trong than thoai Hy Lap, ngudi dugc ménh danh la
"c6é d6i chan chay nhanh nhu gi6" dudi theo mét con rua trén mét dudng thang.
Néu luc xuét phat, ria & diém A, cach A-sin mét khoang bang a khac 0, thi mac
du chay nhanh hon, A-sin ciing khong bao gid c6 thé dudi kip rua.

That vay, dé dudi kip rua, truéc hét A-sin can di dén diém xuét phat A, cla rua.
Nhung trong khoang thdi gian d6, rua da di dén mot diém A, khac. D& duéi tiép
A-sin lai phai dén dugc diém A, nay. Khi A-sin di d&n diém A, thi rua lai tién 1én

diém A;, ... Cr nhu thé, A-sin khéng bao gid dudi kip rua.

Cau chuyén trén la nghich Ii ndi tiéng clia Zé-nong (Zénon d'Elée 496 — 429
tru6c CN) — mot triét gia Hy Lap & thanh phé Elée, phia nam nudc Y bay gid.
Nghich Ii cia éng gép phan thuc ddy su xuat hién khai niém gidi han. Nh& khai
niém gidi han, con ngudi cé thé nghién ciu cac van dé lién quan téi su vé han.

111



9 / GIOI HAN CUA DAY 86

I - GIGI HAN HUU HAN CUA DAY SO

1. Pinh nghia

“Cho day s8 (u,) véi u, =
n

Biéu dién (u,) dudi dang khai trién : 1,

Biéu dién (u,) trén truc s& (h.46) :

Hy
1
v ] 3
' : K

| —
W |

Pt [ et

\_ Mg iy lig

o0

[

)

—

Hinh 46

a) Nhan xét xem khoang cach tir u,, t6i 0 thay ddi thé nao khi n tré nén rat I6n.

b) Bat dau tir s6 hang u,, nao cda day s6 thi khoang cach tif u,, dén 0 nhd hon 0,01 ?

0,001 ?

(Ta ciing chiing minh dugc rang |u,| = 1 6 thé nhé hon mot s6 duong bé tuy vy, ké
n

tir mét s6 hang nao d6 trd di, nghia 1a |u,| c6 thé nhd bao nhiéu cling duge mién 1a

chon i dii 16n. Khi d6, ta néi day s8 (i,) Vi u, = - c6 giéi han Ia 0 khi n dén ti
H

dudng vo cuc).

DINH NGHIA 1

nio do trd di.

= +0

112

Ta noi day so6 (u,) ¢o gidi han la 0 khi n dan téi duong vo cuc,
néu |u,| c6 thé nho hon mot s6 duong bé tuy y, ké tir mot s6 hang

Kihiéu: lim u, =0 hay u, — 0 khi n — +o.



Nhu viy, (u,) c6 gidi han la 0 khi n — +o0 néu u, c6 thé gin 0 bao nhiéu

ciing dugc, mién la n da 16n.

) ” -1"
Vidu 1. Cho day so6 (u,) v6i u,, = { 2) .
n
Biéu dién (u,,) trén truc s6 (h.47) :
Uy Hs (.l iy Ii; 1|
_L_1 1 1 L
9725 116 4
tuy = |[I|;]
Hinh 47
Ngudi ta chitng minh dugc rang  lim u, = 0, nghia la |a,,‘c6 thé nho hon
n—r+o
mot s6 duong bdt ki, ké tit mot s6 hang nao do trg di.
Chang han :
(- 1 1 1
lu, | = = — < 0,01 hay |u,| = — <—
" n’ n’ 2100
v&i moi n thod man 7> > 100 hay n > 10.
Néi cich khic, ‘uﬁl < 0,01 ké tir s6 hang thii 11 tré di.
Tuong tu,
| = L <0.000 01 hay | = 1. !
e n2 100000

vGi moi n thod man n” > 100 000 hay n > /100 000 ~ 316,2 .
Vay \u”| < 0,000 01 ké tir s6 hang thit 317 trd di.

DINH NGHIA 2
Ta néi day s6 (v,,) ¢6 gidi han 1a s6 a (hay v, dan t6i a) khi n — +o0,

néu lim (v, —a)=0.
n—+w

Kihiéu : lim v, =« hay v,— a khin — + .
n— 4
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2n+1

. Chitng minh rang  lim v, = 2.
n—+o0

Vi du 2. Cho day s6 (v,) vGi v, =

Gidi. Taco lim (v, =2)= lim (Zn *1 - 2) = lim l = 0.

n—»—+aoo H—»+o0 n H—r+c
. . 2n+1
Vay lim v, = lim =2. 1
n—>+4a0 n—y4o0 n

2. Mot vai gidi han dac biét
Tur dinh nghia suy ra cidc két qua sau :

.1 . 1 .
a) lim —=0; lim - = 0 vai k nguyén duong ;
n—+xf n—+wp

b) lim ¢" =0 néulgl<1;

n—+w

¢) Néu u,, = ¢ (¢ la hang s6) thi lim u, = lim ¢ =c.
n—+w n—>+o0

CHU Y

Tur nay vé sau thay cho  lim u, = a, ta viét tat 1a limu, = a.
=+

I1 - PINH LI VE GIGI HAN HUU HAN

Viéc tim gidi han bang dinh nghia kha phiic tap nén ngudi ta thuong ap dung
cdc cong thitc gidi han dac biét néu trén va dinh li sau day ma ta thira nhan.

-

DINH LI 1

6 Néu limu, = a va limv, = b thi \
. lim(uﬂ+vﬂ):a+b . lim{uﬂ—vn):a—b
* lim(u,.v,) = a.b . ]im{:’—’ = -z- (néu b = 0).

n

b) Néu u,, = 0 véi moi n va limu, = a thi

\_ a>0va limyJu, =a. -/
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-

3n" —n

Vidu 3. Tim lim

l+n2 '
, 3-1
o e L 2 3n® —n 7
Giai. Chia tir s6 va mau so cho n”™, ta dugc = 3
l+n l.l_}_]
non
- 1 . 1
Vilim|{3-—|=Ilim3-1lim—=3-0=3
n n
v avmcilidl A A B .
valim|—.—+1|=lim—Ilim—+1iml=0.0+1=1
nn n n
nén lim > _onzlim] l" = 1 ln ===3. u
L+n” ——+1 lim[—.—+1) :
non nn
,’ 2
Vidnd Tim T Yt
1-2n
e _, 7Y
Giai. Ta c6 Iim# = limA—0 2
1 -2n 1-2n
1 1
n —2+4 —2+4 5

I - TONG CUA CAP SO NHAN LUI VO HAN

* Cip s6 nhan v6 han (u,) c¢6 cong boi g, v6i |g| < 1 duge goi 1a cdp 56
nhdn lui vo han.

Chang han, hai diy s6 sau 13 nhitng cap s6 nhan Ibi vo han :

-

s i | 1 . ’ 1
-Daysé —,—,—,...,—, ... v6icong bdi g = — ;
2 48 on 2
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1 | n—1 1
-Days6 l,——, —, ——, —, ...,| —— , ... VO1CcONg bo1 g = ——.
Y 3 ( 3J £ bo1 g 3

* Cho cap s6 nhan lui vé han (u,,) ¢6 cong boi ¢g. Khi dé,

wm(-q") _ w (_u 7"
l-¢ l-¢g l—q' '

Sp=up+uy+uz+.+u,=

Vi |g| < 1 nén limg" = 0. Tir d6 ta c6

lim§, = Iim[—l ‘ilq -[_l‘ilq)q"} - l“_'q.

Gi6i han nay dugc goi la téng ciia cdp sé nhan i vé han (u,) va dugc ki

hléu las= Uy + Uy + [l3 +iot u, 3 g

Nhu vay

u 1

Dy (|q| <'1).

Vidus

a) Tinh tong cua cdp s6 nhan 1bi vo han (u,,), voi u, = —

o1 2l
b)Tfnhténgl——+———+...+(——) + .
2 4

8 2
Giai
. 1 1 1 ,
a)Viu,=—nénu;=—, q=—-.Dodo
3” 3 3
L
GRS RSUETECIS IR S .
3 9 27 3" l1-¢q ]_l 2
3
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IV — GIGI HAN vO CcUC

1. Pinh nghia

R C6 nhiéu to gidy giéng nhau, méi td cé bé day la
0,1mm. Ta xép chéng lién tiép td nay lén td
khac (h.48). Gia sir c6 thé thuc hién viéc xép
gidy nhu vay mét cach vé han.

Goi u, la bé day cla moét to gidy, u, la bé day 184 000 km
clia mot xép gidy gébm hai td, u, la bé day cla

mot xép gidy gom ba td, ..., u, la bé day cla
mdt chong gidy goém n td. Tiép tuc nhu véy, ta

c6 dudc day s6 vo han (u,).

Bang sau day cho biét bé day (tinh theo mm)
clia mét sé chéng gidy.

a oo Moo || Moo 000 | | 1000 000 0000 | n

0.1 100 100 (00 100 000 000 —_

a) Quan sat bang trén va nhan xét vé gia tri cla u,, khi n tang 1én vé han.

b) V@i n nhu thé nao thi ta dat dugc nhitng chdng gidy c6 bé day 16n hon khoéng
cach tir Trai Dat tdi Mat Trang ? (Cho biét khodng cach nay & mot thai diém xac

dinh la 384 000 km hay 384. 10° mm).
(Ta cling chiing minh dudc rang u, = % cb thé 16n hon mét s6 dudng bét ki, ké tir

mét s6 hang nao dé trd di. Khi d6, day s6 (u,) noi trén dugdc goi la dén téi duong vé
cue, khin — +x0).
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2.

118

DINH NGHIA

* Ta néi diy s6 (u,) ¢6 gidi han +o khi n — +0, néu u,, 6 thé
16n hon mot s6 duong bét ki, ké tir mot s6 hang nao do tro di.
Ki hiéu : limu, =+ hay u, — +o khi n — +o0.

* Day s6 (u,) duge goi la ¢é gidi han —o khi n — 4% néu
lim(—u, ) = +0.

Ki hiéu : limu, = —= hay u, — —o khi n — +o0.

NHAN XET

limu, = +0o < lim(-u,) = —o©.

. e 2
Vidu 6. Cho day so6 (u,) vGi u, =n".
Hinh 49 cho mot biéu dién cdc s6 hang cua (u,,) trén truc s6.

H] L~ “"5 H4 u

or 4 9 16 T n?

Hinh 49

Bi¢u dién hinh hoc nay cho thdy, khi n tang lén v6 han thi u, tré nén
rdt 16n. Hon nita, nguoi ta chiing minh duge rang limu, = +, nghia la u,,
c6 thé lén hon mot sé dwong bdt ki, ké tir mot s6 hang nao do trd di.

Chang han, u, > 10 000, hay n* > 10 000 khi n > 100.
Viy u,, > 10 000 ké tir s6 hang thit 101 tré di.

20 2 20, . 10
Tuong tu, u, > 107 hay n~ > 107 khin > 10 ",
Vay u, > 10" ké tir s6 hang thi 10'" + 1.
Mot vai gidi han dac biét
Ta thira nhén cdc két qua sau :

A.

a) imn" = 4o véi k nguyén duong ;

b) limg" =+ néu g > 1.



3. Dinh i

Ta thira nhan dinh 1f duéi day.

DINH Li 2

-

a) Néu limu, = a va limv, = oo thi lim

w_o )

?
1”

b) Néu limu, =a> 0, limv, =0 va v, > 0 v6i moi n thi

. u
lim—2 = 4o,

Vi

\©) Néu limu, = +o0 va limv, = a >0 thi limu,y, = +m._/

Vidu 7. Tim lim 22

n.3"
5
2n+5 2+-
Gidi. Chia tir vi miu cho n, ta dugc = n
n.3ﬂ' 3”
o 5 g H -
Vilim|2+—=|=2 va lim3'= 4+ nén
n
5
24—
5
im2 2 fim— 0. m
n.3" 3"
Vi du 8. Timlim (n® — 2n —1).
Gidi. Ta c6 n® —2n — | =n2(1 —3—%].
" n-
.2 - 2 |
Vi limn” = 4o0 va lim l————2 =1 >0nén
n n

Vay lim (n2

limHE(I 2 —i,,]: +o0.
M no

—2n—=1)= 400, M
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s

BAI POC THEM

QUAY VE NGHICH Li ZE-NONG

Sau khi da hoc vé gidi han cla day sé, ta c6 thé giai thich nhu thé nao vé nghich
li "A-sin khéng duéi kip rua" ?

Pé don gidn, & day ta chi xét mot trudng hdp cu thé (trudng hdp téng quéat dudc
giai quyét tuong tu).

Gia s toc dd chay cla A-sin 1a 100 km/h, con téc dé chay cta rua la 1 km/h. Luc
xuét phat, ria & diém A, cach A-sin 100 km (h.50).

Hinh 50

Ta tinh thai gian A-sin dudi rlia, bang cach tinh tdng thai gian A-sin chay hét cac
quang dudng OA|, A|A,, A>As, ... A, jA,. ... NEu tdng nay vé han thi A-sin
khong thé dudi kip dudc ria, con néu nd hitu han thi dé chinh la thdi gian ma A-sin
dudi kip rua.

Y

|
0 100 km ‘d'l AE

D& chay hét quang dudng OA, = 100(km), A-sin phai mét thdi gian 7, = % — 1(h).

Vdi thai gian 1, nay, ria da chay dudc quang dudng A A, = 1(km).

D& chay hét quang dudng A,A, = 1(km), A-sin phai mét thi gian r, = ﬁ(h). Vi thoi

gian t, rua da chay thém dugc quang dudng A,A, = ﬁ (km).

Tiép tuc nhu vay, dé chay hét quang dudng A, A, = ;} (km), A-sin phai mat
|

=

- 1
thai gian 1, = W (h)
la

Vay tdng thdi gian A-sin chay hét cac quang dusng OA 1 AA AsA, LA A

n- nr "t

l+ 12+ ]q+...+ !
100 100° 1000 100"

.. (h)



D6 Ia téng clia mét cdp s& nhan IUi vé han véi i, = 1, cdng bdi ¢ = ﬁ nén ta c6

1 100 1
=—=1—{h).
1 99 99( )

100

T=

Nhu vay, A-sin dudi kip ria sau lgl—9 gid.

Két qua trén (dat dudc nhd ap dung khai niém gidi han) cho phép giai thich
nghich Ii clia Zé-néng.

Bdi tap

Cé 1 kg chat phéng xa doc hai. Biét ring, cif sau mot khodng thoi gian
T = 24 000 nam thi mot nira s6 chdt phéng xa nay bi phan rd thanh chat
khdc khong doc hai déi voi siic khoé cua con ngudi (T duoc goi la chu ki
bdn ra).

Goi u,, 1a khéi lugng chit phong xa con lai sau chu ki thi n.
a) Tim s6 hang téng qudt u,, cla day s6 (u,,).
b) Chitng minh ring (u,) ¢6 gidi han 1a 0.

¢) Tir két qua cau b), ching té ring sau mot s6 nam nao d6 khéi luong chét
phong xa di cho ban didu khong con doc hai déi véi con ngudi, cho biét
chéit phéng xa nay sé khéng doc hai nita n€u khoi luong chét phéng xa con

lai bé hon 10 °g.
o ) P | B . , : N
Biét day s6 (u,) thoa man [u, — 1| < — v6i moi n. Ching minh ring
n

limu, = 1.

Tim cdc gidi han sau :

2 fre—
0 lim& L. mnmﬁlgﬁ—i;
3In+2 21 +1
o) lim 3 +54" n ]im\wnz ~n+1
4" 4o dn-2
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bé trang hoang cho ciin ho cua minh, chi chuot Mickey quyét dinh t6 mau
mot miéng bia hinh vuéng canh bang 1. NO t6 mau xam cac hinh vuong
nho dugc dinh s6 lin luot 1a 1, 2, 3, ..., i, ..., trong do canh cua hinh vuéng
ké ti€p bang mot ntra canh hinh vuéng trude dé (h.51).

T T T T T T T
- 1 1 ] ] 1 1
l 1 [ 1 I 1
- El B I - ==

I [ 1 i I
3 1 [l 1 | 1

L - - - S T T T,
| | ' l |
1 1 ] 1 1

L - -1 _ ] _ J I R ___L__1__]

] ] i I ]
1 2 ' 1 1
] [l 1 | ]
F==77 " 1 T ] T
| | i i |
1 I | 1 ] 1

F==-T1T~-~"9~~"°a~~"pF“"r="r=-T1°~°
| l | 1 | |
| | | i 1 |

R e Bl — = = = = = F == ==
l | | 1 ] |
i I i i i i

e e B T B e S
i | i i I i
1 l 1 1 ] 1
il L L 'l L L

Hinh 51
Gia sir quy trinh t6 mau clia Mickey ¢6 thé ti€n ra vo han.
a) Goi u, la dién tich cta hinh vuéng mau xam tha n. Tinh wy , u, , 43 va u,,.

b) Tinh lim S, v61 S, = uy+ uy + uz +...+ u,,.

. 1 1 -1
Tl’nhmngS=—1+———+...+{ ) +
2 IUH—]

10 10

Cho s6 thiap phian vo han tuén hoan a = 1,020 202... (chu ki la 02). Hay viét
a dudi dang mot phan s6.

Tinh cédc gidi han sau :

a) lim(ﬂ3 ot —n+ 1) ; b) lim (—M2 +5n—-2);
¢) lim [\,‘nz —n - H) : d) lim(*x,‘rf2 —n +n.

Cho hai day s6 (u,) va (v,). Biét limu, =3, limv, = +oo.

Tinh cic gidi han :

. 3u, -1 . v+ 2
a) lim “n . b) lim Vi .
U, +1 v_,% -1



GIOI HAN cUA HAM 86

I - GIGI HAN HUU HAN CUA HAM SO TAI MOT DIEM

1. Pinh nghia

g 2 5.
Xét ham s6 f(x)= 2‘—12‘ .
D o

1. Cho bién x nhiing gia tri khac 1 lap thanh day s6 (x,), x,, — 1 nhu trong bang sau :

) 3. 41 _5 - n+l
X X1 = 2 Xy :'—5 A3 IE Xy ’—‘Z X, :T 1
O fx) | fx) | fixg) | fxg |- fx,) w |21

Khi dé, cac gié tri tuong (ng ctia ham sé
f(.\'l ) f(.\'2 )y eees f(.\'" ) -
ciling lap thanh mot day s6 ma ta ki hiéu la (f(.\'" ).

= 3 g 2n+2
a) Chung minh rang f(x, ) = 2x, =

n
b) Tim gi6i han cuia day sé (f(x,)).
2. Chiing minh rang véi day sé bat ki (x,,), x,#1 vax, > 1, taluon cé f(x,)—2.

. ] 2x° -2x 5
(V6i tinh chat thé hién trong cau 2, ta néi ham sé f(x)= ‘—l‘ c6 gidi han la 2

khi x dan téi 1).
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Dudi day, thay cho cic khoang (a ; b), (=0 ; b), (a ; +o0) hoic (—w ; +0),
ta viét chung la khoang K.

DINH NGHIA 1

Cho khoang K chita diém x va ham s6 y = f(x) xdc dinh trén
K hodc trén K\ {xg}.

Ta néi ham s6 y = fix) co gidi han la s6 L khi x din t6i x; néu véi
diy s6 (xv,) bt ki, x,e K\ {xy} vax, — x, taco flx,) — L.

Kihiéu: lim f(x) = L hay flx) — L khi x — xq.

X=Xy

2

X" =% Ching minh ring lim f(x) = —4.
x+2 x—=-2

Vidu 1. Cho ham s6 f(x) =

Giai. Ham s6 da cho xdc dinh trén R \ {-2}.

Gia sur (x,,) 1a mot day so bat ki, thoa man x,, # -2 va x, - -2 khi n — +o.
Ta c6
2

2y
lim f(x,) = lim2 "= = Jim
X, +2

(x, +2)(x, —2)

=lim(x, —2)=-4.
(x, +2) (X = 2)

Doddé lim f(x)=-4. m

x—>=2
(Luu ¥ rang, mac du f(x) khong xdc dinh tai x = -2, nhung ham s lai co
gidi han la —4 khi x — -2).

NHAN XET

lim x = x5 : lim ¢ =¢, v6ic la hang s6.
X— I“ = _1'(]

2. Dinh li vé gidi han hiru han
Ta thira nhdn dinh 1i sau day.
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DINH Li 1

a)Giasu lim f(x)=L va lim g(x) = M. Khi dé \
X=Xy X=Xy

lim [f(x)+g(x)]=L+M;

X=X,
* lim [f(x)-gW)]=L-M:;
X=X,
* lim [f(x).g(x)]=LM ;
>

* lim M=£ (néu M # 0).

x> 8(x) M
b) Néu f(x) 20 va lim f(x)= L, thi
X2
L>0va lim [f(x) =JL.
X=X
(Ddu cua f(x) dugc xét trén khoang dang tim gigi han, véi
X# Xq).
xz + 1

Vidu 2. Cho ham s6 f(x) =

. Tim lim £(x).

2\/; x—3

Giai. Theo Dinh 1i 1 ta c6

. 2
lim f(x)= lim a8 B il
x—3 x—3 2\/; lim 2\/;
x—3
lim x2 + lim 1 lim x. lim x + lim |
- X=3 x=3 _ x=3 x—3 x=3 _ 3.3+1 - i i
lim 2. lim Vx lim 2. [lim x w3 43
r—3 x-3 x—3 x—3
T

Vidu 3. Tinh lim -

r>1 x—1
Gidi. Vi (x — 1) — 0 khi x — 1, nén ta chua thé dp dung Pinh i 1 néu trén.
2 +x-2 (x=Dx+2) .

Nhung véi x # 1 ta cd =
x-1 x-1

+2.
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Do do,

2. e
i ® % g FEDERR) s 0=, i
-1 x-1 x—1 x—1 x—1

3. Gidi han mot bén

Trong Pinh nghia 1 vé gidi han hitu han cta ham s6 khi x — x, ta xét day
s0 (x,,) bét ki, x, € K\{xy} va x, > x. Gid tri x,, c6 thé 16n hon hay nho
hon Xp-

Néu ta chi xét cdc day (x,) ma x, luén 16n hon x; (hay luén nhé hon x),
thi ta c6 dinh nghia giéi han mot bén nhu duéi day.

DINH NGHIA 2

* Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khoang (x ; b).
S6 L dugc goi la gidgi han bén phai ciia ham s6 y = f{x) khi
X — xo néu vai day so (x,) bat ki, xo < x, < b vax, — xg ta
cé flx,) = L.
Kihiéu: lim f(x)=L.

X=X
* Cho ham s0 y = f{x) xdc dinh trén khoang (a ; xq).
S6 L duge goi 1a gidi han bén trai cua ham s6 y = f(x) khi
X — xo néu véi day so (x,) bat ki, a < x,, < xg va x,, > x, ta
¢6 flx,) = L.
Kihiéu: Ilim f(x)=L.

X=X,

Ta thira nhan dinh 1i sau day.

DINH Li 2

X=>Xg X=X X

[ lim f(x) =L khivachikhi lim f(x)= lim f(x)=L. ]

126



) 5+ 2 néux =1 (1)
Vi du 4. Cho ham so fl)y=4,
X =3néux<l, (2)

Tim lim f(x), lim f(x) va lim f(x) (néu ca).

r—=1" x>t x—=1

Gidi. Tac6, lim f(x)= lim (x> -3)=1>—3=-2;

x—1 x—=1
lim f(x)= Iim Ox+2)=51+2="7.
x—=1" x—=1"

Nhu vay, khi x dan t6i 1 ham s6 y = f{x) c6 giGi han bén trdi 1a =2 va gidi han
bén phai la 7. Theo dinh 1i 2, lim f(x) khongtontaivi lim f(x) # lim f(x). ™
x—1

x—>1 x—1"

" Trong biéu thic (1) xac dinh ham s8 v = fix) & Vi du 4, cén thay s6 2 béng s6 nao
dé ham sé cb gidi han khix — 1 ?

I1 - GIGI HAN HUU HAN CUA HAM SO TAI VO CUC

xX—-

2 '
Cho ham sd f(x)= ¢6 d6 thi nhu & Hinh 52

Hinh 52
Quan sat do thi va cho biét :
— Khi bién x dan tdi dudng vé cuc, thi fix) dan téi gia tri nao.
~ Khi bién x dan t&i am vé cuc, thi f{x) dan téi gia tri nao.
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DINH NGHIA 3

a) Cho ham sé y = f(x) xdc dinh trén khodng (a ; +0).
Ta néi ham s6 y = f(x) ¢6 gidi han la s6 L khi x — +o néu vai
day so (x,) bat ki, x, > a va x, — 4w, ta co f(x,) > L.

Kihi¢u: lim f(x)= L hay fix) = L khi x — +w0.

X4
b) Cho ham s6 y = f{x) xidc dinh trén khoang (—oo ; a).
Ta noi ham s6 y = f(x) co gidi han la s6 L khi x — —oo néu vai
day so (x,) bat ki, x, < a vax, — -0, ta co fix,) —» L.

Kihieu: lim f(x) = L hay f(x) — L khi x - —.

X——0

2x +13.T“1rn lim f(x) va lim f(x).

X = X —y—a0 X =40

Vidu 5. Cho ham s6 f(x) =

Gidi. Ham s6 da cho xdc dinh trén (=00 ; 1) va trén (1; +0).

* Gia sir (x,) la mot day s6 bat ki, thoa méan x, < 1 va x,, — —.

2x, +3 24
Ta ¢6 lim f(x,) = lim =22 — Jim — 1 _
X, — 1
n - —
Xy
Vay lim f(x)= lm 2% -2
X=—>—00 X——oo X — ].

* Gia st (x,,) la mot day so bat ki, thoa méan x, > 1 va x, = +m.

oy 43 2+ 3
Ta c6 lim f(x,) = lim =22 = Jim — 2% = 2,
n ] - —
‘xﬂ'
Vay lim f(x)= lim 273-2 m

X4 x—4m X —1



CHU Y
a) V6i ¢, k 1a cdc hing s6 va k nguyén duong, ta luén cé :
lim ¢ =¢; lim Lo 0.

x—tw x—too ‘)"k

b) Pinh 1i 1 vé giéi han hitu han clia ham s6 khi x — X vin con
ding khi x — +90 hoac x — —ow.

2
Vidu6.Tim lim 25— 2%
X—»+0 _‘-2 +1

. Fw - * i - — 2 -
Gidi. Chia ca tir va miu cho x~, ta ¢6

) 2 2

2 3—2 lim (3——] lim 3- lim =

] 3/‘- - 2.»‘- . X X—+x0 X X =40 X —>+00 X
m —s— = lim 1 = = 1
oot oy o s he L dim 1+ lim =
X P 2 X0 X+ y o

= ﬂ = 3 ]
1+0

I11 — GIOGI HAN VO CUC CUA HAM SO

1. Gidi han vo cuc
Céc dinh nghia vé gidi han 490 (hodc —) cha ham s6 duge phét biéu tuong
tu cdc dinh nghia 1, 2 hay 3 & trén.
Chang han, giéi han —o cta ham sé y = f(x) khi x din t6i duong vé cuc

duoc dinh nghia nhu dudi day.

DINH NGHIA 4

Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khoang (a ; +o0).
Ta ndéi ham s6 y = fix) cé gidi han la —oo kKhi x — +00 néu véi
day so (x,) bat ki, x,, > @ va x,, = +%, ta ¢6 fix,) - —=©.

Kihiéu: lim f(x)=— o hay fix) — —oo khi x — +o0.

X—r+
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NHAN XET

Iim f(x)=4w< lim (—f(x)) =—om.
X =>4+ X+

2. Mbt vai giéi han dic biét

a) lim XK = +o0 véi k nguyén duong.
X —>+00

b) lim 1% = —» néuklass e,
X—>—m

¢) lim xF = +o0 néu kI s6 chan.
xX—»—an

Mt vai quy tac vé gidi han vé cuc

Pinh If vé giGi han cha tich va thuong hai ham sé chi 4p dung duoc khi tat
ca cdc ham s6 duge xét ¢6 gidi han hiru han.

Sau day 14 mot vai quy tic tinh giGi han cia tich va thuong hai ham s6 khi
mot trong hai ham s6 doé co gidi han vo cuc.

a) Quy tic tim gidi han cua tich f(x).g(x)

Néu lim f(x)=L#0 va lim g(x)= +w(hoic —w) thi lim f(x)g(x)

XXy XXy XXy

dugc tinh theo quy tiac cho trong bang sau :

lim f(x) lim g(x) lim f(x)g(x)
X=Xy X=Xy X—Xy

+oo 450
L>0

—o0 —o0

+o0 -0
L<0

-0 +00




b) Quy tic tim gidi han cua thuong

f(x)

g(x)

lim f(-—'-_) lim g(,l') DA 5 ) lim .f(-")
x—xy x> du cua g(x) oo —g(x}
L +owo Tuy y 0
L>0 + +o

0 - —0C
L<0 Ll %
- +oo

Cdc quy tic trén vin ding cho cdc trudng hop x — x5, X — xg,

X = 40 va X = -0,
(Déau cua g(x) xét trén khoang dang tinh gidi han, v6i x = xg).

Vidu 7. Tim lim (X - 2x).

X—>—0

Gidi. Ta co (x> —2x)= x° [1 - 32]
.

Vi
X—r—0

Viy lim {);'3—2A')= lim x°

X—r—00

Vi du 8. Tinh cac giéi han sau :

2x -3

x—1

lim
x—l
Giai

a) Ta co

a)

x—l

. 3 .
lim x° = —-oova

L

lim

X—»—0

(l—%)zl>0nén
X—»— X

(-3)

b)

— o0,

X——x

[

. 2x-3
Iim .
x=l" X

Iim(x—1D=0,x—1<0véimoix<1va

lim 2x-3)=21-3=-1<0.

r—1

2

lim .r3(1 2z
X
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2x -3

Do d6, lim = 4o0,
y—1 -1
byTaco lim(x-1)=0,x—=1>0véimoix>1va
o1t
lim 2x-3)=21-3=-1<0.
x—=1"
Do dé, lim X2 = . m
x—1t x—1

Bai tap

1. Dung dinh nghia, tim cic giéi han sau :

2

. 3 . - 5x

a) lim vt : b) lim 2 !
x—43x -2 x40 2 13

2. Cho ham so6

2x néu x <0

fx) = {\,G+lnéu x=0

C e - 1 . 1
va cac day s0 (u,) vo1 u, = —, (v,) vo1 v, = ——.
n n

Tinh limu,, limv,, lim f(u,) va lim f(v,).
Tir d6 ¢6 két luan gi vé giGi han cia ham s6 dd chokhix — 0 ?

3. Tinh cdc gidi han sau :

-1 _4-x% Jr+3-3

a) lim : b) lim ; c¢) lim ——=;

r—-3 x+1 r—a-2 X+ 2 x—h x—-0
2% -6 17 2x% b x -1

d) lim == e) lim . f lim X0

x4 4 —x x>+ x2 41 X—»+0 3+ x
4. Tim cac gidi han sau :

a) lim 3*—_52 : by lim =X’ ¢) lim 2X=7

=2 (x-2) x—=1 X x—1t x—1
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x+2

2

5. Cho ham sé f(x) = ¢6 d6 thi nhu trén Hinh 53.

x“ =9
: y |
s 0 = :
w: I, g 3! X
Hinh 53

a) Quan sdt d6 thi va néu nhan xét vé gid tri ham s6 da cho khi x — —w0,
x =3 vax—o 3%,

b) Kiém tra cidc nhan xét trén bang cach tinh cdc gidi han sau :

e lim f(x) v6i f{x) dugc xét trén Khoang (- ; —3),

X =>=—00
e lim f(x) vdifix)dugc xét trén khoang (-3 ; 3),
x—3
e lim f(x) v6if(x) dugc xét trén khoang (-3 ; 3).
x—=3=3*
6. Tinh:
a) lim (=2 +x-1); b) lim (=24 +3x% = 5) ;
X—>+00 X —>—00
J 2 ;
¢) lim Va2 —2x+5: 5 [l TR
X—>—0 x4+ 5-—2x

7. Mot thdu kinh hoéi tu c6 tiéu cu la f. Goi d va d' 1an luot 1a khoang cach tur
mot vat that AB va tir anh A’B” cia nd téi quang tdm O cua thdu kinh

(h.54). Cong thirc thiu kinh la 5 + dl oy

f
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e ! e
Hinh 54

a) Tim biéu thic xdc dinh ham s6 d' = @(d).

b) Tim lim @(d), lim ¢@(d) va lim @(d). Giai thich ¥ nghia cua cic
ds f* d—f d—>+o0

két qua tim dugc.

BAN CO BIET ?

Nha bac hoc Anh Niu-ton (Newton, 1642 — 1727) la ngudi dau tién dé xuat thuat
ngir "gidi han, dich tir chir La-tinh "Limes" c6 nghia la "bd", "mép" hay "bién gidi".
Tuy nhién, chinh Giurin (Jurin, 1684 — 1750), sau d6 Roé-bin (Robins, 1697 — 1751),
Co-si (Cauchy, 1789 — 1857) ... mdi dua ra cac dinh nghia vé khai niém nay.

Nha toan hoc Blc Vai-g-xtrat (Weierstrass) da trinh bay
mét dinh nghia hién dai vé khai niém gidi han, gan giéng
vdi dinh nghia sau day ma ngay nay van thuong dudc dung
trong toan hoc.

"Sé b dugc goi la gidi han clia ham sé y = f{x) khi x — a, néu
vaimbi £>0,t6ntai 6> 0saochovlixzava|x—a|< &
thi bat déng thiic |f(x) — b| < & dugc thuc hién." (Tir dién
toan hoc NXB KH&KT 1993).

Ki hiéu "lim" ma ta ding ngay nay la do nha toan hoc Thuy Si
Luy-lg (L'Huiller, 1750 — 1840) dua ra vao nam 1786.

Nhu vay, khai niém Gidi han chi mdi ra dai & thé ki XVII.
Tuy nhién, tu tudng "gidi han" da xudt hién rat sém & Weierstrass

nhiéu nha bac hoc thdi cé dai. (1815 — 1897)




Cau Pvor-so-vui o Xanh Pé-téc-bua (Nga) dang ma ra cho tau qua lai.

I - HAM SO LIEN TUC TAI MOT PIEM

2l
Cho hai ham s6 f(x) = x> va g(x)=12

—x2 +2néux>1

~x2+2néux<—1

-

néu —1 < x<1 cb dé thi nhu Hinh 55.

.“
"
)
_____ s
i : / 1
0 i x /~1 0

D6 thiham sd v = f{x)
Hinh 55

1

D4 thi ham s8 y = g(x)

a) Tinh gia tri cia m&i ham s6 tai x = 1 va so sanh véi gidi han (néu cb) clia ham

s6 do khix - 1;
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b) N&u nhan xét vé dé thi clia méi ham sé tai diém c6 hoanh dé x = 1.
(Ham sé y = f{x) dugdc goi la lién tuc tai x = 1 va ham sé y = g(x) khong lién tuc tai
diém nay).

DINH NGHIA 1

Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén khoang K va xj € K.

Ham s6 y = flx) dugc goi la lién tuc tai xynéu lim f(x) = f(x,).
X=X

Ham s6 y = f(x) khéng lién tuc tai x, dugc goi la gidn dean tai diém dé.

Vi du 1. Xét tinh lién tuc cua ham sé fix) =

tai xg = 3.
9 0
Giai. Ham s6 y = flx) xdc dinh trén R \ {2}, do do6 xdc dinh trén khoang
(2 ; +o0) chifa x4 = 3.
lim f(x) = lim —

x—3 r—3 X -

=3 =f3).
5 f3)

Viy ham s6 y = fix) lién tuc tai xp=3. ™

I1 - HAM SO LIEN TUC TREN MOT KHOANG

DINH NGHIA 2

Ham s6 v = f(x) dugc goi la lién tuc trén mét khodang néu nod
lién tuc tai moi diém cta khoang dé.

Ham s6 v = f(x) duoc goi la lién tuc trén doan [a ; b] néu nd
lién tuc trén khoang (a ; b) va

lim f(x) = f(a), lim f(x)= f(b).

x—ra’ x—»b

Khdi niém ham s6 lién tuc trén nira khoang, nhu (a : b], [a ; +0), ... dudc
dinh nghia mdt cach tuong tu.

NHAN XET /
/N E

D6 thi cia ham s6 lien — J
tuc trén mot khoang la :/ !
mot  "duong lién"  trén
khoang do (h.56). Hinh 56
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Hinh 57 cho vi du vé dé thi y
cua mot ham s6 khong lién
tuc trén khoang (a ; b).

e

Hinh 57
11 - MOT SO PINH LI CO BAN
Ta thira nhin cdc dinh 1i sau day.

DINH LI 1

a) Ham s6 da thic lién tuc trén toan bo tap s6 thuc R.

b) Ham s6 phan thic hitu ti (thuong cua hai da thic) va céc
ham s6 lugng gidc lién tuc trén timg khoang cua tap xdc
dinh cua ching.

DINH Li 2

/" Gia sit y = f(x) vi y = g(x) 12 hai ham s6 lién tuc tai diém
Xp- Khi do :

a) Cac ham s6 y = f(x) + g(x), y = flx) — g(x) va y = f(x).g(x)
lién tuc tai xy ;

b)Hamso y = L)) lién tuc tai xp néu g(xy) =0.
8(x) -/
2x% — 2x

Vidu2.Chohams6 h(x) =4 (_g "u**1
5 néu x = 1.
Xét tinh lién tuc cta ham s6 trén tap xdc dinh cta no.
Gidi. Tap xdc dinh cia ham s61a R .
2 _

« Néux# 1, thi h(x) = M

X -
Pay 1a ham phén thic hitu (i ¢6 tap xdc dinh 1a (o0 ; 1) W (1 ; +90).

Viy no lién tuc trén moi khoang (oo ; 1) va (1 ; +o0).
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e Néux=1,taco h(l)=5va

B o
ficti iy B = o i PRI o e s
P | =1 x-—1 x=1 x-—-1 x—1

Vi lim A(x) # h(l), nén ham s6 da cho khong lién tuc tai x = 1.
x—1

Két lugn : Ham s6 da cho lién tuc trén cdc khoang (- ; 1), (1 ; +%) va
gidndoantaix=1. m

N\ Trong biéu thitc xac dinh /i(x) cho & Vi du 2, can thay s6 5 bdi s6 nao dé dugc mot
ham s& mdi lién tuc trén tap s6 thuc R ?

), 3
/ RGia sir ham s& y = f(x) lién tuc trén doan [a ; b] vGi fla) va f(b) trai ddu nhau. Hoi
dé thi clia ham sé c6 cat truc hoanh tai diém thudc khoang (a ; b) khéng ?
» Ban Hung trad 16i rédng : "Dé thi cla
ham s8 y = f(x) phai cét truc hoanh Ox
tai mét diém duy nhat nidm trong
khoang (a ; b) ". E (1)) S ye=x
* Ban Lan khang dinh : "Dé thi clia ham
s6 y = f{x) phdi cat truc hoanh Ox it nhat
tai mot diém nam trong khodng (a ; b) ".
» Ban Tuén thi cho rang : "D6 thi cla
ham sé y = f(x) c6 thé khong cat truc
hoanh trong khoang (a ; b), chdng han
nhu dudng parabol & hinh (h.58).
Cau tra 10i cia ban nao ding, vi sao ? Hinh 58

E a b X
]

fla) p--=3

DINH LI 3

Néu ham s6 y = f{x) lién tuc trén doan [a ; b] va fla)fib) < 0, thi
ton tai it nhat mot diém ¢ € (a ; b) sao cho f(c) = 0.

Minh hoa bing dé thi (h.59).
L B

Hinh 59 1 a




Dinh 1i 3 thudng dugc dp dung dé ching minh su tén tai nghiém cta
phuong trinh trén mot khoang.

C6 thé phdt biéu Pinh Ii 3 du6i mot dang khdc nhu sau :
Néu ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [a ; b] va fla)fib) <0, thi

phuong trinh fix) = 0 ¢6 it nhit mot nghiém nam trong
khoang (a ; b).

Vi du 3. Chiing minh ring phuong trinh x> +2v—5=0c6 it nhat mot nghiém.
Gidi. Xét ham s6 f(x) = x° + 2x — 5.
Ta c6 f(0) =-5va f(2) =7. Do dé, f(0)f(2) < 0.
y = f(x) 1a ham sé da thic nén lién tuc trén R . Do d6, né lién tuc trén doan
[0; 2]. Tir d6 suy ra phuong trinh f{x) = 0 ¢6 it nhat mot nghiém x; € (0;2).
CHUY
Néu nhan xét thém rang f(1)f(2) = —14 < 0 thi ta ¢6 thé két luan
phuong trinh ¢6 it nhat mot nghiém trong khoang (1 ; 2) < (0 ; 2).

] Hay tim hai s6 @ va b thod man 1 < a < b < 2, sao cho phuong trinh trong Vidu 3 &
trén c6 it nhat mét nghiém thudc khoang (a ; b).

BAI POC THEM

TiINH GAN DUNG NGHIEM CUA PHUONG TRINH.
PHUONG PHAP CHIA BOI

» Trong Vi du 3 & phan Ill, §3, ta da ching minh dudc rédng phuong trinh
Y r2x-5=0c6 nghiém x( thuéc khoang (0 ; 2). Gia s rang d6 1a nghiém duy
nhét clia phuong trinh trén khoang nay.

Bang cach ap dung lién tiép Dinh Ii 3, ta c6 thé tim dudc céac gia tri gan ding cla
nghiém x;. Ta lam nhu sau :

- Bubc1:Laysé | = 9—:—2 Ta cb, f(1) = —2. So sanh d&u cuta f(1) va dau cla

gia tri ham sé tai hai dau mat 1a f(0) va f(2), ta thdy : f(1).f(2) = 2.7 < 0. Do dé,
phuong trinh f(x) = 0 ¢6 nghiém thuéc (1 ; 2). Nhu vay, x, € (1: 2).
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~ Buéc 2 : Ldy s6 1,5=
Do d6, f{x) = 0 c6 nghiém thudc (1 ; 1,5). Nhu vay, xg < (15 1,5).

- Budc 3 : Lay s6 1,25=

1+2

1+1,5
2

. Ta co, fi1,5) = 1,375 va f(1).£(1,5) = -2.1,375 < 0.

. Ta cb, f(1,25) = —0,546 875 va f(1,25) f(1,5) < 0.

Do do, fix) = 0 co nghiém thude (1,25 ; 1,5). Nhu vay, x; € (1,25 1,5).
Béng sau day trinh bay két qué tinh 1an lugt cla cac budc 4, 5, 6, 7.

a+h . _ a+h
a b 5 fia) it f [ ) J Nghiém xy
1,25 1.5 1,375 — 0,546 875 1,375 0,349600375 1,25 < = 1,375
1,25 1,375 | 1,3125 — 0,546 875 0,349609375 =0, 114013671875 13125 <xp< 1,375
L3125 1,375 | 134375 | =01 14013671875 0.349609375 0, 113861083984375 1.3125 << 1,34375
13125 1,34375 | 1,328125| =01 14013671875 | 0,113861083984375 | —0.00104904 1748046875 1,328125 < K< 134375

1.
140

Néu dimng & buéc 4, ta c6 1,25 < x, < 1,375. Nhu vay, c6 thé cé dugc cac gia tri

1,25+1,375

gén dung cla nghiém x,. Chang han la mét gia tri gan dang cla x,,

v6i sai s6 tuyét dsi A < |1,375 — 1,25 =0,125.

Khi dimg & budc 7, ta c6 1,328125 < x, < 1,343 75. C6 thé I8y x, ~ 1,335 937 5 vdi sai
6 tuyét d6i A < [ 1,343 75 - 1,328 125] = 0,015 625.

Né&u ti€p tuc quy trinh trén, ta tim dugdc nhiing gia tri gén ding cda x, vdi sai s6
cang ngay cang bé.

a+bh

’ . I .
Chud y. Trong qua trinh tinh toan, néu cé sd % nao dé ma j'[ ):0, thi két

a+b

ludn nghiém x, =

« Viéc tim gia tri gan ding cla nghiém nhu trén sé dé dang hon néu st dung may
tinh bé tdi. Dac biét, may tinh bd tui cé chifc nang lap trinh hay may vi tinh cé thé
cho phép tinh mét cach tu déng va nhanh chéng gia tri gédn dung cla nghiém vdi
sai s0 A réat bé.

Bai tap

Dung dinh nghia xét tinh lién tuc cua ham so f(x) = O ron—1 tai xp = 3.



a) Xét tinh lién tuc cia ham s6 y = g(x) tai xy = 2, biét

3

) ﬂné’uxi2
gx) =4y -2
5 néu x =2,

b) Trong biéu thiic xdc dinh g(x) & trén, cin thay s6 5 bdi s6 nao dé ham so
lién tuc tai xp = 2.
3x+2 néux < -1

2

Cho ham s6 f(x) =
X7 =1 néux = -I.

a) V@ do thi cua ham s6 y = f(x). Tir d6 néu nhén xét vé tinh lién tuc cua
ham s6 trén tip xdc dinh cua né.
b) Khang dinh nhan xét trén bang mot chiing minh.

x+1

Jl'z + X =

Cho cédc ham s0 f(x) = va g(x) = tan x + sin x.

V&i moi ham s6, hiy xdc dinh cdc khoang trén do ham s lién tuc.

Y kién sau ding hay sai ?

"Néu ham s6'y = fix) lién tuc tai diém xq con ham sé'y = g(x) khong lién
tuc tai xq, thi'y = f(x) + g(x) la mot ham so'khong lién tuc tai xy."

Chitng minh ring phuong trinh :

a) 2" — 6x + 1 = 0 ¢6 it nhit hai nghiém ;

b) cosx = x ¢6 nghiém.

On tép chuong IV

Hay lap bang liét ké cdc giGi han dac biét cua diay s6 va cdc gidi han dac
biét ciia ham sd6.
Cho hai day s6 (u,) va (v,). Biét |I{” - 2| <y

x VOl moi n va limv, = 0. Co

A H S vd omien e b 3 Tl 9
két luan gi vé gidi han cia day so (u,,) ?

Tén ctia mét hoc sinh duge ma hod boi s6 1530, Biét rang méi chif 6 trong
sO nay la gid tri cia mot trong cdc biéu thic A, H, N, O véi :

f—‘lnlirn3”_l : H=lim(\hr2+2n—n];

n+2

141



142

_ n_ n
Jn-2 o i 354"

N = lim :
3n+7 1 — 4"

Hiy cho biét tén cta hoc sinh nay, bang cich thay cdc chir s6 trén boi cic
chir ki hiéu biéu thifc twong ting.

a) C6 nhan xét gi vé cong boi cha cic cdp s6 nhan lui vo han ?

b) Cho vi du vé mét cap s6 nhan lui vo han ¢6 cong boi 1a s6 4m vi mot cap so
nhan 1ai vo han ¢6 cong boi 1a s6 duong va tinh téng cia méi cip s6 nhan do.

Tim cac gidi han sau :

' 2 .
a) lim L : h) Lim ﬂ :
o2 Y x+4 x-3  x% 43y
o lim =2 d) lim (= +x2—2x+1);
“'_’4_ X = 4 X —400
. x+3 o —2v 44— x
e) lim —~° . f) lim Y YT TX
X—»—a0 3x -1 X—»—an 3x—-1
2 3 2
Cho hai ham sé f(x) = ! ; v g(x) = L;H
X X

a) Tinh lim f(x) : lim g(x); lim f(x) va lim g(x).

=0 x—=0 X=r+o0 X—r+o0
b) Hai duong cong sau day (h. 60) la do thi cua hai ham s6 da cho. Tur két
qua cau a), hay xdc dinh xem dudng cong nao la dé thi cia méi ham sé do.

-\-

a) b)
Hinh 60



71

8.

10.

11.

Xét tinh lién tuc trén R cua ham so
xT=-x-=-2
g(x) = x -2
5—x néu x < 2.

néu x > 2

Chitng minh rang phuong trinh 2 = 3x" + 5¢ = 2=0cé it nhat ba nghiém
nam trong khoang (-2 ; 5).

Bdi tép frdc nghiém
Ménh dé nao sau day la ménh dé ding ?
(A) Mot day s6 co gidi han thi luén luén ting hoac luon ludn giam.
(B) Néu (u,) 1a day s tang thi limu, = +%.
(C) Néu limu, = 4o va limv, = +oo thi lim(x, —v,) =0.
(D) Néu u, = a" vi—1 <a<0thi limu, =0.

1+2+4+3+...+n

n2+l

Cho day so (u,) v6i u, =

Ménh dé nio sau day 1a ménh dé ding ?

(A) limu, =0 (B) limu, :% : (C) limu, =1

(D) Day (u,) khong c6 giéi han khi n — +oo.

Cho day s6 (u,) V6i u, = N2 + (N2)* + .. + (2)".
Chon ménh dé ding trong cdc ménh dé sau :

V2

A) limuy, =2+ 22 + .+ (2) + .. = ;
(A) hmu, + (W2 +. (W2 + l—V’E

(B) limu, = —w ;
(O) limu,, = +oo ;
(D) Day s6 (u,,) khong c6 gidi han khi n — +oo.
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Chon phuong dn diing :
=3x -1

12. lim bing :
=1 X
(A)-1: (B) —o ; (C)-3: (D) +e0.
N . 1- .'5'2
13. Cho ham s6 f(x) =
lim f(x) bang :
X——w
(A) +0; (B)1; (C) —o0 (D) —1.
14. Cho ham s6
—3 — néu x #3
flx)=9dx+1-2 )
m néu x =3,

Ham s6 da cho lién tuc tai x = 3 khi m bang :
(A)4; (B)—1; ©1; (D) — 4.
15. Cho phuong trinh
—4x 4 4x-1=0.
Ménh dé sai la :
(A) Him s6 f(x) = —4x° + 4x — 1 lién tuc trén R ;
(B) Phuong trinh (1) khong ¢6 nghiém trén khoang (-0 ; 1) ;
(C) Phuong trinh (1) ¢6 nghiém trén khoang (-2 ; 0) ;

(D) Phuong trinh (1) ¢6 it nhét hai nghiém trén khoang [—3 ; l]

2
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B0 HAMm

BA0 HAM

Trudc day, Dao ham va Tich phan duoc hoc tron ven trong Gidi tich 12. Ngay nay, phan
Li thuyét dao ham dugc hoc trong chuong trinh Dai s6 va Gidi tich 11 dé phuc vu kip thoi
cho viéc hoc cac bo mon khoa hoc khac nhu Vat i, Hoa hoc, ...

O day, hoc sinh dugc hoc dy dd va hé théng vé dao ham cdp mét tir c4c bai toan dua
d&n sy xuét hién khéi niém dao ham, dinh nghia, quy tac tinh va céc cong thiic dao ham
co ban va quan trong nhét.

Dao ham cap hai duoc dua ra nham gitip cho viéc hiéu ban chat va c4ch tinh todn mot
khai niém quan trong clia Vat If 14 gia tdc.

Dinh nghia Vi phan dugc dua ra nham chudn bi cho viéc hoc Tich phédn ¢ Gidi tich 12.
Vi khdng c6 thdi gian hoc & 16p 11, phan Ung dung dao ham chuyén sang chuong dau
tién clia Gidi tich 12.
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1.
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DINH NGHIA VA Y NGHIA
CUA PAO HAM

DAO HAM TAI MOT PIEM

Céac bai toan dan dén khai niém dao ham

/"% M6t doan tau chuyén dong thang khdi hanh tir mét nha ga. Quang dudng s (mét) di

dugc cta doan tau 1a mét ham sé ca thdi gian ¢ (phat). G nhiing phat dau tién,
ham s6 d6 la s = 1.

Hay tinh van t&c trung binh clia chuyén dong trong khodng (7 ; t,] v8i =3 var=2;
t=2,5;t=29;1=299.

Néu nhan xét vé nhiing két qua thu dugc khi 7 cang gan 7, = 3.

a) Bai toan tim van toc tic thoi
Mot chit diém M chuyén dong trén truc s'Os (h. 61).

Hinh 61



Quing dudng s ciia chuyén dong 1a mot him sé cia thoi gian ¢
s = s(1).
Hiy tim mot dai luong dic trung cho miic d6 nhanh cham cua chuyén dong
tai thoi diém 1.
Gidi. Trong khoang thai gian tir f;, dén 1, chat diém di duge quiang dudng 1a

5 — 50 = s(1) — s(tg).
Néu chit diém chuyén dong déu thi ti s6

§ =38 _ .5'(3') — S(fu)
I — fu. = J‘U

1a mot hang s6 voi moi £.

D6 chinh la van téc cua chuyén dong tai moi thoi diém.

Néu chét diém chuyén dong khong déu thi ti s6 trén 1a van téc trung binh
cta chuyén dong trong khoang thai gian |1 — 1.

Khi ¢ cing gan 1, tic 1a ‘I - f0| cang nho thi véan téc trung binh cang thé
hién duoc chinh xdc hon mic d6 nhanh chim cta chuyén dong tai thoi
diem ¢,

T nhan xét trén, nguoi ta dua ra dinh nghia sau day.

Gid6i han htru han (néu ¢o)

. S — s
lim (1) — s(t)
i—iy =1y

duoc goi la vdn téc tire thoi cha chuyén dong tai thoi diém 1.

D6 1a dai luong dic trung cho mic d6 nhanh cham cta chuyén dong tai thoi
dlém fu.

b) Bai toan tim cuong do tuc thoi
Dién lugng Q truyén trong diay din 14 mot ham s6 cua thoi gian ¢ :
Q=0Q().
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Cudng do trung binh clia dong dién trong khodng thai gian ¢ — ;| 12

I, = (1) — O(1p)
th- ™ 4 a ¢
t—1y
Néu |t - 10| cang nho thi ti $6 ndy cang biéu thi chinh xdc hon cudng do
dong dién tai thoi diém 7. Nguoi ta dua ra dinh nghia sau day.
Gidi han hiru han (néu c6)

lim o) — O(1y)

1= =1
duoc goi la cwong dé tire thoi cuia dong dién tai thoi diém ¢,
NHAN XET

Nhiéu bai todn trong Vit 1i, Hod hoc, ... dua dén viéc tim gidi

han dang lim —f(x) — (%)

X=X, X = X0

, trong do y = f(x) 1a moét ham s6

da cho. Gidi han trén dan t6i mot khdi niém quan trong trong
Toan hoc, d6 la khai niém dao ham.

2. Dinh nghia dao ham tai mot diém

DINH NGHIA
Cho ham s6 y = f{x) xdc dinh trén khoang (a ; b) va x, € (a ; b).
Néu ton tai gidi han (hitu han)
L f(x) = f(xp)
X=X, x.= .\'0
thi giéi han d6 duoc goi la dao ham cua ham s6 y = flx) tai
diém x; va ki hiéu 1a f'(xp) (hoac y'(xg)), tic la
. x) = f(x
f'(«\‘()) = llm f( ) f( 0) )

X—=> X Xi= .\‘O
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CHU Y
Dai lugng Ax = x — x5 dugce goi la s6 gia cua doi s tai xg.

Dai lugng Ay = f(x) — fixg) = flxg + Ax) — fixy) duge goi la s6
gia tuong ting cua ham s6. Nhu vay
Ay

}"(,l’(}) = lim
Ar—0

3. Cach tinh dao ham bang dinh nghia

N Cho ham sé y= . Hay tinh y'(x,) bang dinh nghia.

Dé tinh dao ham cta ham s6 y = f{x) tai diém x, bang dinh nghia, ta cé quy
tac sau day.

QUY TAC

(" Buse 1. Gid sit Ax Ia s6 gia ciia d6i s6 tai xg, tinh I
ﬂ.}' :ﬂ.\f{] + ﬂg).) —ﬂ.fﬂ).
a - ﬂ
Buoe 2. Lap ti s0 2
&.

Av

Buwoe 3. Tim  lim —.

\ Ax—0 Ax /

Vidu I. Tinh dao ham cua ham s6 f(x) = ! tai diém x, = 2.
X

Gidi. Gia sir Ax 1a s6 gia clia d6i s6 tai xy = 2. Ta cé

1 1 Ax

Ay = f(2+ Ax) — f(2) = -

y =5 )= 1) 2+Ax 2 212+ Ax)
Ay 1 :
Ax 2(2 + Ax)

) Ay ) -1 1

lim —= lim —=——,
Arv—0 Ax Ar—02(2 + Ax) 4

|

Vay f(2) = -7 "
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4. Quan hé giira su ton tai cua dao ham va tinh lién tuc cua ham sé
Ta thira nhdn dinh 1i sau day.
DINH Lf 1

Néu ham s6 y = f(x) c¢6 dao ham tai x; thi no lién tuc tai
diém do.

CHU Y
a) Dinh Ii trén tuong duong v6i khang dinh :
Néu ham s6 y = f(x) gidn doan tai x; thi n6 khong c6 dao
ham tai diém do6.
b) Ménh dé dao cia DPinh li 1 khong diing.
Mot ham s6 lién tuc tai mot diém c6 thé khong c6 dao ham tai

diém dé.
5
, —x* >
Chang han, ham s6 f(x) = X7 néux 20 y
xr néux<0
lién tuc tai v = 0 nhung khong cé dao ham tai dé.
Ta nhan xét ring d6 thi cia ham s6
nay la mot dudng lién, nhung bi 0
"gdy" tai diém O(0 ; 0) (h. 62). x

5. Y nghia hinh hoc cta dao ham

3 y=x
ﬁ 2 - .v ) _XE
X

a) Vé d6 thi clia ham sd f(x) = 5

b) Tinh £'(1). Hinh 62
c) Vé dudng thang di qua diém M(1 ; %)
va c6 hé s6 gbéc bang f'(1). Néu nhan

xét vé vi tri tuong déi clia dudng thang
nay va dé thi ham sé da cho.

a) Tiép tuyén cua dudong cong phing
Trén mit phing toa do Oxy cho duong
cong (C). Gia sir (C) la d6 thi clia ham
s y = fix) va My(xp : f(xp)) € (C). Ki
hiéu M(x ; fix)) 1a mot diém di chuyén
trén (C). Pudng thing MM 132 mot cét
tuyén cua (C) (h.63). Hinh 63
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Nhan xét rang khi x — x; thi M(x ; flx)) di chuyén trén (C) t6i diém
My(xq 3 f(xp)) vanguoc lai. Gia st cit tuyén MM 6 vi tri giGi han, ki hiéu
la MyT thi MyT dugc goi 1a tiép tuyén cua (C) tai M. Diém M, duoc
ooi 12 tiép diém.
Sau diy, ta khong xét truomg hop ti€p tuyén song song hoic trung véi Oy.
b) Y nghia hinh hoc cia dao ham
Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khoang (a ; b) va c¢6 dao ham tai
X € (a; b). Goi (C) la d6 thi cha ham s6 do.

DINH Li 2

Dao ham cia ham s6 y = f(x) tai diém x; 1a hé s6 goc cua
tiép tuyén M,T cia (C) tai diém My, (xg 5 flxg)).

Chirng minh. Gia st M(xy + Ax : flxy + Ax)) 1a di€ém di chuyén trén (C). Ta
co (h.64)

MoH = Ax, HM = Ay.

Hé s0 goc cua cat tuyén MM la tang, trong dé ¢ la goc tao boi truc Ox va

vecto MyM nhu trén Hinh 64a hoiic 64b. Ta co

HM Ay
fane = == = —.
MgH — Ax

¥ : ¥

flxg + Ax) Sixg+ Ax)

Sixo fixg)

o O x

a) b
Hinh 64
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Khi M dan t6i My (M — M) thi Ax — 0 va nguoc lai.

Theo gia thiét, f(x) c6 dao ham tai xy nén ton tai giéi han

. Ay .
f'xp)= lim —= lim tang.
Ar—0 Ax M—)‘M(]

Vay khi M — Mg thi cit tuyén MgM dén t6i vi tri gidi han 1a dudong thing

MT, c6 hé s6 goc bang lim tang = f'(xg).
=My

Dudng thang MyT 1a tiép tuyén tai M, cta (C).

Viy f '(xg) 1a hé s6 goc cia ti€p tuyén tai My cua do thi (C). ™
¢) Phuong trinh tiép tuyén

Viét phuong trinh duéing thang di qua M(x; ; y) va c6 hé sé goc k.

Tir ¥ nghia hinh hoc clia dao ham ta c¢6 dinh li sau day.

DINH LI 3

Phuong trinh ti€p tuyén cua dé thi (C) cta ham s6 y = f(x)
tai diém My(xq : flxg)) 1a
y=yo = ['(xp)x = xp)s

trong do yq = f(xg).

" R Cho ham s6 y=—x+3x—-2. Tinh y'(2) bang dinh ngha.

Vi du 2. Cho parabol y = —x* + 3x - 2.
Vi€t phuong trinh ti€p tuyén cia parabol tai di€ém c6 hoanh d¢ x; = 2.

Giai. Bang dinh nghia ta tinh duoc y'(2) = —1. Do d6, hé s6 goc cla tiép

tuyén la —1. Ngoai rata co y(2) = 0.

Viay phuong trinh ti€p tuyén cta parabol tai diém M (2 ; 0) la
y=0=(-D(x-2)hayy=—x+2. 1



6. Y nghia vat li cia dao ham

a) Van toc tie thoi

Xét chuyén dong thing xdc dinh bai phuong trinh s = s(7), véi s = s(¢) 1a
mot ham s6 ¢6 dao ham. Nhu da thdy trong bai toin m& diu, van téc tic thoi

cua chuyén dong tai thoi diém 7, 1a dao ham cua ham s6 s = s(7) tai 1, :
'Is"{fn) = S'(fo}.
b) Cuong do tirc thoi

Néu dién lugng Q truyén trong day din la mot ham s6 cua thai gian : Q@ = O(1)
(O =Q(r) la mot ham s6 c6 dao ham) thi cuong do tic thai cua dong dién
tai thoi diém ¢, 1a dao ham cta ham s6 Q = Q(1) tai 1 :

I(1y) = O'(t).

I - PAO HAM TREN MOT KHOANG

A Bang dinh nghia, hay tinh dao ham clia cac ham s6 :

a) f(x) = x° tai diém x bét ki ; b) g(x)= ! tai diém bat ki x = 0.
X

DINH NGHIA

” Ham s6 y = f(x) duoc goi la ¢6 dao ham trén khoang (a : b)
néu né c¢6 dao ham tai moi diém x trén khodng dé.

Khi do, ta goi ham s6 f': (a: b) > R

X = fl(x)
la dao ham cua ham s6 y = f(x) trén khoang (a ; b), ki hi¢u la
y' hay f'(x).

Vidu 3. Hum s6 y = %6 dao ham y' = 2x trén khodng (-0 ; +0).

- ” 1 - ~ ' 1 & £ ] -
Ham s6 y = — c6 daoham y' = — - trén cac khoang (—o0 ; 0) va (0 ; +o0).
X X



~

BAI POC THEM

DAO HAM MOT BEN

Cho ham sé y= f(x) xac dinh trén khoang (a:b) va Xy €lasb). Co thé khong
tdn tai giéi han (hitu han)
(x)— f(x,
lim F(x)—f(xg)
X=X, X = .\‘0
nhung ton tai cac gidi han mét bén
. fO)-flxg) . f(x)—f(xg)
lim ———0° |jm ———0",

Sy . TR -y
X2, X=X X=X, X=Xy

Khi d6, ta néi ham s6 c6 dao ham mét bén.

DINH NGHIA 1
N&u tén tai gidi han (hitu han) bén phai
lim f(-\')—f(r\‘o)’
x>y, XX
ta sé goi gidi han d6 1a dao ham bén phai clla ham sé y = f(x) tai
x=x, vakihiéula f'(x;).
Tuong tu, gidi han (hitu han) bén trai (néu ton tai)

lim 7)=1(x)

_\'_),\‘(; X—- .\'0
dugc goi la dao ham bén trdi cla ham s6 y = f(x) tai x=x; vakihiéu
a f'0g).
Cac dao ham bén phai va bén trai dudc goi chung 1a dao ham mét bén.

TU cac tinh chat cla gidi han mét bén suy ra ngay dinh Ii sau day.
DINH LI

Ham s6 y=f(x) c6 dao ham tai x, khi va chi khi f'(x;).
f'(xy) ton tai va bang nhau. Khi d6, ta c6
f'(xg)=f'0g) = f'(x)-
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Vidu 1. Chiing minh rang ham sé
2
x“néuxz0
| £
—xnéux<0

co cac dao ham mét bén, nhung khéng c6 dao ham tai x, =0.

Gidi. Ta co :
2
f'((]J'): lim M: lim L:[];
x—0" x=0 x—=0t X
F107) = tim L10=SO =
00 x=0 r—=0" X

Vay tai x, =0, ham s6 nay c6 dao ham bén phai bang 0, dao ham bén trai bang —1.
Vi cac dao ham bén phai va bén trai khac nhau nén ham sé khéng c6 dao ham

tai x,=0. ™

Vi du 2. Xét su tén tai dao ham va cac dao ham mét bén cla ham sé

f(x)= —{{,\'—4 néu x=0

2x néu x <0
tai diém x=0.
Giai. Vi
N 34
=0 x=0 =0t x—=0 0" 2 X
nén ham sé khéng cé dao ham bén phai tai x = 0.
Wi
-y )
lim £O=FO _ i 22X,
x—0" x=0 x—=0" X

nén ham sé cé dao ham bén traitaix=0va f'(07)=2.

Tu dinh Ii suy ra rang ham s6 da cho khéng ¢6 dao ham tai x=0. =

DINH NGHIA 2

Ham sé y = f(x) dudc goi la c6 dao ham trén doan [a ; b] néu thod méan
cac diéu kién sau :

Co6 dao ham tai moi xe(a:b) ;
Co6 dao ham bén phaitaix=a ;
Cé dao ham bén trai tai x = b.



Bdi tap

1. Tim s6 gia cua ham s6 fix) = x?’, biét ring :
a)xp=1;Ax=1;
b)xg=1:Ar=—0,1.
Ay

2. Tinh Ay va I cua cdc ham so6 sau theo x va Ax :
v
a)y=2x-5; byy=x"-1;
1
c)y=2.r3; d) y=—.
X

3. Tinh (bing dinh nghia) dao ham ctia méi ham so sau tai cdc diém da chira :

2 .
a)y=a"+x taixg=1;

1 .

b) y=— taixg=2:
v
x+1 .

c)y= ! tai xg = 0.
x—1

4. Ching minh ring ham s6

, .(X = l)2 néu x = 0
fx) =

_x? néu x <0

khong ¢6 dao ham tai diém x = 0 nhung ¢6 dao ham tai diém x = 2.
5. Viét phuong trinh tiép tuyén cua dudng cong y = S

a) Tai diém (-1 ; -1) ;

b) Tai di€m c6 hoanh do bang 2 ;

¢) Biét he s6 goc cuia ti€ép tuyén bang 3.

6. Viét phuong trinh ti€p tuyén cua duong hypebol y = ! :
x
a) Tai diém [l . 2] .
2
b) Tai diém c6 hoanh dé bing -1 ;
. s b - 1
¢) Biét rang hé s6 goc cua tiép tuyén bang 7
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7. Mot vat roi tu do theo phuong trinh s = %g:z, trong d6 g = 9.8 m,f52 la gia

toc trong trudng.
a) Tim van téc trung binh cia chuyén dong trong khoang thoi gian tir ¢
(r=75s)dénr+ Ar, trong cic truong hop At =0,1 s; Ar=0,05s; Ar=0,001 s.

b) Tim vén t6c tic thoi cua chuyén dong tai thoi diém 1= 5 s,

62 QuY TAC TINH PAO HAM
J

I - PAO HAM CUA MOT SO HAM SO THUONG GAP

/ RDiing dinh ngha tinh dao ham clia ham s8 y = v tai diém x tuy y.

Du doan dao ham clia ham sd y = K tai diém x.

Viéc tinh dao ham cua ham s6 bang dinh nghia néi chung phic tap. D6i
vai mot s6 ham s6 thuong gip, ta ¢6 nhitng cong thic cho phép tinh mot
cach nhanh chéng dao ham cta ching tai mot diém.

DINH LI 1

Hims6 y=x"(n € N, n> 1) c6 dao ham taimoi x € R va

(,1'”)' _ n_r"_l,

Chirng minh. Gia su Ax 1a s6 gia cua x, ta c0 :
Ay =(x+ ﬂ.\')” —y"

n—=2 n—2 + n—l]

S+ A = X) [+ A T ADTT xH o+ (0 + Ay

n—2

= Ax[(x + i\x)”_l +(x+Ax) x4+ (x4 .r‘_‘..r).'.-”_z + x”_l] :



A . _ _ _
Iy A A P e A 2]
N

. A _ _ _ _
lim 22 = 1 byl ol
Ax—0 Ax

1 80 hang

Vay (") = nxu—l. -

NHAN XET

a) Dao ham cta ham hing bing 0 : () =0.
b) Dao ham cua ham sé y=xbang 1 : (x)' = 1.
ﬁz
Ching minh cac khang dinh trong nhan xét trén.

DINH LI 2

Ham s6 y = Jx ¢6 dao ham tai moi x duong va

Jr) = ——.
0 2Jx

Chirng minh. Gia sir Ax la s6 gia cua x duong sao cho x + Ax > 0. Ta co

ﬁ}':d.r+ﬂ.t'—~";;
ﬁzd.ﬁchﬁx—v‘q:(w.‘x+ﬂ,'—~”;}{~.r‘x+&r+d';)

Ax Ax Ax(+/x + Ax + \f'.;)
B X+ Ay —x B 1 _
&).'(J.\er.ﬁ:r +\E} \,").'+A).'+«f; ,

im 2~ fim ! -
Ar—=0 AV Arv=0A/x + Ax +/x 2\'[;-

Vay dao ham cta ham s6 y = v"? la y' =

1
2Wx

C6 thé tra 16i ngay dudc khong, néu yéu cau tinh dao ham clia ham sé f(x) = \1'?
taix=-3;x =47



Il - PAO HAM CUA TONG, HIEU, TICH, THUONG
1. Dinh li

PINH Li 3

/Gifl s i = u(x), v =v(x) la cic ham s6 c6 dao ham tai diém\
x thudce khoang xéc dinh. Ta c6 :

(+v)=u +v (1)
(u-v)=u - (2)
(V) =u'v+uv' (3)

)
3

u) u'v-um
\ [1_) = (v =v(x) #0). (4) /

Chitng minh. Ta chiing minh cédc cong thic (1) va (2).
Xét ham y = u + v. Gia s Ax 14 s6 gia cua x. Ta ¢6 s6 gia tuong ng cua u
la Au,ctaviaAvvaciay=u+vla

Ay =[(u+ Au) + (v+ Av)] = (u +v) = Au + Av.

A Au + Av
Trdo ~2 =020
Ax Ax
) A ) A ) Av
lim 2y lim au + lim av u'+v'.

Ar—0 Ax  Av—0 Ax Av—0 Ax
Vay (u+v) =u'+v'
Ching minh twong tw, tacoé (u —v)' =u' —v'. |

Bing quy nap todn hoc, ta ching minh duge

(iytu, t . xu) =uTust..tu',.

Cic cong thitc khic duge chitng minh tuong tu.

4
ﬁﬁ\p dung cac céng thirc trong Pinh Ii 3, hay tinh dao ham cla cac ham sé
y= 503 =243 Py = —A‘jv‘r;,



Vidu I. Tim dao ham cia ham sd vy = PR N
1

2Jx

Vi du 2. Tim dao ham cua ham s6 y = _r3(x/’; - ,\'5).

Gidi. (X2 — x* +Jx)' = 2x — 42 + ]

Giai. Ta c6
P x =) = () =)+ P -y

— 32 x - o '_3( 1 _5_,4)
X '(Wx —x )+ x 2«;’; X

1
= 3_\’24,1' + X [— — 8).‘4]. [ ]
24 x

2. Hé qua
HE QUA 1
Néu & 1a mot hiing so thi (ku)' = ku'.
HE QUA 2
1 ' ,‘
{—J =-X (v = v(x) £ 0).
: 5
Ry Hay chitng minh cac cong thic trén va Idy vi du minh hoa.
, R a4y ; 1-2x
Vidu 3. Tim dao ham cua ham s6 y = 3
X+

Gidi. Ta cé

[1 - 2);}‘ _ (1 -20'x+3) - (1 - 20 +3)'

x+3 (x +3)*
_2x+y-(-29_ -1
(x +3)2 (x+3)72%
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111 - PAO HAM CUA HAM HQP

1. Ham hgp

Hinh 65
Gia str u = g(x) 1a ham s6 cua x, xac dinh trén khoang (a ; b) va 1dy gia tri trén
khoang (¢ : d) ; y =f{u) 1a ham s6 cua u, xdc dinh trén (¢ ; d) va ldy gia tri trén
R . Khi do, ta lap mot ham s6 xac dinh trén (a ; b) va lay gia tri trén R theo
quy tic sau (h.65) :

X = flglx)).
Ta goi ham y = f(g(x)) 1a ham hop ctia ham y = flu) véi u = g(x).

Vidu4. Ham s6y = (1 —x)'" 1a ham hop cta ham s6 y = ' véiu = 1 — x°.

Vi du 5. Ham s0 y = sin(@r + ») la ham hgp cia ham s6 y = sinu véi

u=wt+ y; o ylanhimg hing s6.

Ham s8 y=+vx” + x+1 la ham hop cha cac ham sé nao ?

2. Pao ham cua ham hgp

Ta thira nhin dinh Ii sau day.
DINH LI 4

Néu ham s6 « = g(v) c6 dao ham tai x Ia u', va ham s6 y = flu)
co dao ham tai u 1a y', thi ham hop y = f{g(x)) c6 dao ham tai

xla

Ve =Yy,

161



Vidu 6. Tim dao ham cua ham s6 y = (1 — 2x}3.

« Fw \ 3 1 t
Gidi. Datu=1-2xthiy=u", y', =3, u', =-2.

X
Theo cong thire tinh dao ham ctua ham hop, ta co
] ] L] - 2
Yy=y,uy,= 3u2.(—2) = —bu".
Vay y', = -6(1 - 2x)°. m

5
3x -4

Vidu 7. Tim dao ham cua ham s6 y =

2 rvn . 5
Giai. Pat u=3x-4thi y = —.
u

Theo cong thiic tinh dao ham ctua ham hop, ta cé

Ye=y,u' ——33—7_15 |
X SU X Hz (31 _ 4)2
Bang tom tat
(H+v-w)=u+v'—-w
(ki)' =ku'  (klahing s6)

(uv)' =u'v+u

! ' 1
{ H] uv—uv
— = —F
Vv Vo

L
= |-
A —
Il
- |
k| =

1. Bing dinh nghia, tim dao him cta cac ham s6 sau :
::t)y=7f'+,1r—,)c2 taixg=1;
b)}'=x3—2x+ 1 tai xg = 2.
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2. Tim dao ham cua cic ham s6 sau :
5 3
a)y=x —4x +2x-3;

2
_\.4 2".3 4>

Q)y=——+—-1;
2 3 5

3. Tim dao ham cua cdc ham s6 sau :
7 2.3
a)y=x -5x7)";

2x

)
x° =1

C)y=

b) y= l - %.\' + .\'2 - 0,5.\‘4 :

E =N

5 )
d) y=3x"(8 — 3x").

b)y=("+1)(5-3x");
3—-5x

d)y=—5—";
X =-x+1

3
n o .
e) y= (m + —2) (m, n 1a cac hang so0).

X

4. Tim dao ham cua cdc ham soé sau :

5
a)y=x - \\/T +1;
3

c)y= (a 1a hing s0) ;
2

' R
5. Choy= =32 +2. Timxdé:
a)y'>0;

b) y = V2 - 5x - x%;
1+ x

d) y=

b) y' < 3.

PAO HAM CUA HAM 86

%3 LUQNG GIAC

1. Gidi han cua SNy
0 X

sin0,01 sin0,001
0,01 ~ 0,001

Ta thira nhan dinh 1i sau day.

bang may tinh b tui.
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DINHLI1

. sin x
Iim —— =1.
r—= X
. " . tan x
Vidu I. Tinh lim )
r—=0 X
Giai. Ta co
. tanx ) sinx 1 . osinx . 1
lim = lim ( . ): Iim . lim =1. m
x—=0 X x—0 X COsX x=0 X x—=0C0Os5X

Vidu 2. Tinh lim S02°

x—0 X
Gidi. lim ™2 _ im 2(5'“2’*) 2 im I 510 m
=0 X x—0 2x =0 2x

2. Pao ham cua ham sd y=msinx

DINH LI 2

Ham s y = sinx c6 dao ham tai moi x € R va (sinx)' = cosx.

Chirng minh. Gia sur Ax la s6 gia cua x. Ta co :
: . . A Ax
Ay =sin(x + Ax) —sinx = 25m§.cos[.r + —J :

Ax

sin— ‘;ing
Ly = 2005[x+gj 2 =cos(x+§J 2 ;
Ax 2 ) Ax 2) M
2
. Ax
Ay Ax) . S
lim — = lim cos| x + — |. lim .
Ax—>0 Ax  Ax—0 2 ) a0 Ax
2
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ﬂ'r rl LY 9 - -
[,r + —) = cosx (do tinh lién tuc cua ham s6 y = cos x)

Vi lim cos
Ar—0
AN
sin — Ay
va lim =1nén lim — =1.cosx=cosx.
Av—0  Ax Ar—0 Ax
2

Viy y' = (sinx) =cosx. W
CHU Y

Néu y = sinu va u = u(x) thi

(sinu)' = u'.cosu.

Vi du 3. Tim dao ham cua ham s6 y = sin [3:{ + E]
r - n .. . .
Giai. Dat u =3x+ — thiu'=3 vay=sinu.

T
Tacoy' =u'cosu = 3(:05(3,1' + gj m

3. Pao ham cua ham sé ymcosx

Tim dao ham cla ham s6 y = sin{g—x}.

-

DINH LI 3

[ Ham s6 y = cos.x ¢6 dao ham tai moix € R va (cosx)' = — sinx.}

Tir nhan xét cosx = sin (g - x] suy ra ngay diéu phai ching minh.

CHU Y

Néu y = cos u va u = u(x) thi

(cosu)' = —u'.sinu.
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Vi du 4. Tim dao ham cia ham s6 y = cos(x3 - 1).
Gidi. Pat u=x" — 1 thi &' = 3x* va y = cos u.
Ta co

| o 2. .3
y'=-—u'sinu =-3x"sin(x —1). m

4. Pao ham clia ham sd ystanx

sinx

[.r ¢E+k?1:. F;El}.
X 2

Tim dao ham clia ham s6 f(x)=

DINH Li 4

5 - & n = = n w
Ham s6 y = tan x ¢6 dao ham tai moi x # 5 +kn, ke Z va

(tanx)' = 5

cos™ x

sin x

Ap dung quy tic tinh dao ham ctia mot thuong déi véi ham s6 tan x =

L]

cos.x
suy ra diéu phai ching minh.

CHU Y

Néu y = tanu va u = u(x) thi ta cé

1

I

(tanu)' = .
cos” u

Vi du 5. Tim dao ham cta ham s y = tan(h‘2 + 5).
Gidi. Dat u=3x"+ 5 thi u' = 6x vi y = tan u.
Ta cé
y' = u' 6x -
cos” u 0052(3)(2 +5)
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5. Dao ham cua ham sd y=cotx

W Tim dao ham cGia ham sé

¥y = tan (g - .r) véi x # kn, k € Z.

DINH LI 5

Ham s6 y = cotx ¢ dao ham tai moi x # km. k € Z va

1

sin2 X

(cotx) = —

CHU Y

Néu y = cotu va u = u(x), ta co

i

., 2 "
SN~ u

(cotu) = —

Vidu 6. Tim dao ham cia ham s6

y= cot3(3x - 1).
Gidi. Dat u=cot(3x — 1) thi y = u°.
Theo cong thirc dao ham cta ham hop, ta c6

_ 1 1 _ 2 [
ye=y,u'y =3u"u',

= 3cot*(3x — D[cot(3x — )]’

= 3c012{3x - 1)._(3“1‘7_])
sin“(3x —1)
= 3cot®Gr — 1) >
sin“(3x—1)

~ 9cos’(Bx - 1)

sin? (3x-1) ‘
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BANG PAO HAM

[ _] ]
W'y =nid" " .u

I
(Wr) = — Wy =

2/x

2Ju

(sinx)' = cos x

(sinu) = u'.cosu

(cosx) =—sinx {cosu) =—u'.sinu
(tanx)' = 5 (tanu)' = uz
Cos”™ X cos” u
. , i
(cotx)' = —— (cotu)' = —
sin” x sin” u
Bai tap
Tim dao ham cua cdc ham s6 sau :
x—1 2x+3
a) y= ; b) y= ;
)Y =52 Ry
4 2x+3 2+ Tx+3
C) y=—; d_) y= P ——
3-4x 2 - 3x
Giai cac bat phuong trinh sau :
2
2
x—1
2
. x°+3
b)y >0 véi y =22 .
x+1
. 2x -1
c)y' >0 vai y:%.
X“+x+4



Tim dao ham cua cdc ham so sau :

. SINX + COS X
a) y = 3sinx — 3cosx; by y=———
sinx — COSX
sinx X
c)y=xcotx; d) y= + — ;
X sin x

e) y=~1+2tanx; f) y =sin 1+ 2.

Tim dao ham cta cdc ham s6 sau :

) y=(9-2002¢" -9+ 1); b) y = (6\.’,_- - %J(?x -3);
T
c) y=(x—-2NW X+l d)y= tanx — cotx”
€) ¥y = cos .
+ X
Tinh fE:; , biét riang fix) = i va @(x) = 4x + sin%.

@
Chitng minh ring cdc ham s6 sau c6 dao ham khéng phu thuéc x :

. 6 6 .2 2
a) Y =85In X+ Cos X + 3sin"x.cos™x .

b) y = cos” (g - .\‘) + cos? (% + ,r) + cos? (% - ,r] +

2n .
+c052 [? +x |- 25‘.m2 X.

Giai phuong trinh f'(x) = 0, biét ring :

a) flx) = 3cosx + 4sinx + 5x;

b) fix) =1 = sin(m + x) + 21005[2:IT i x}

Giai bét phuong trinh f'(x) > g'(x), biét rang :

D 0 =7+ 1T, g =32 x4

2
b) f(x) = 20 - 2% +43, g(x) = X+ % -3.
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MWPHAN

1. Binh nghia

NCho ham s6 £(x) = , xp = 4 va Ax = 0,01. Tinh £'(xg) Ax.

Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khoang (a ; b) va ¢6 dao ham tai x € (a ; b).
Gia sir Ax 1a s6 gia cua x.

Ta goi tich f'(x)Ax 1a vi phdn cua ham s6 y = f(x) tai x Ging véi
s0 gia Ax, ki hiéu 1a df(x) hoac dy, tic la

dy = df(x) = f'(x)Ax.

CHU Y
Ap dung dinh nghia trén vio ham s6 y = x, ta c6
dx =d(x) = (x)Ax = 1.Ax = Ax.
Do dé, vai haim s6 y = f(x) tacod
dy = df(x) = f'(x)dx.
Vi du 1. Tim vi phin cua cdc him s6 sau :
a)y=,r3—5x+ l;
b) y = sin°x.
Giai
a)y=1 —5xr+1,y=3"—5.
Vay dy = d(x” - 5x + 1) = y'dx = (3x° = 5)dx.
b)y= sin3,t, y' = 3sin’x CosX.
Viy dy = d(sina.r) =y'dxy = 3sin”x cosxdx. m
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2. Ung dung vi phan vao phép tinh gan ding
Theo dinh nghia cua dao ham, ta cé
. Ay
(xg) = lim —.
1 o) Ax—0 Ax
Do d6 véi |Ax| di nho thi
Ay

= [ (%) hay Ay = f(x)Ax,

Tir dé, ta cé fxg + Ax) — f(xg) = f'(xg)Ax

hay | f(xp + Ax) = f(xp) + f'(xp)Ax.

Do la cong thic tinh gan ding don gian nhat.

Vi du 2. Tinh gid tri gén ddng cia +/3,99.
1
Vx|
Theo cong thite tinh gan ding, véi x; =4, Ax = -0,01 taco
f(3.99) = f(4 -0,01) = f(4)+ f'(4)=0,01),

tiic 2 /3,99 = A — 0,01 = V4 + —— (~0,01) = 1,9975. m

24

Gidi. Pat f(x) =x,tacé f'(x) =

Bai tap
1. Tim vi phan ctua cdc ham s6 sau :
a) y= (a, b 1a cdc hing s6)
a+b

b) v = (x% + 4x + D(x? —Vx).
2. Tim dy, biét :
2
a)y=tan"x;

COs X

b) y = 5

l—x
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I - PINH NGHIA

ATinh y' va dao ham cla y', biét :
:,I
ajy=x - 5x° + 4x ;

b) ¥ = sin3ux.

Gia sit ham s6 y = f(x) ¢6 dao ham tai mdi diém x € (a : b).
Khi doé, hé thic y' = f'(x) xdc dinh mot ham s6 mai trén khoang
(a ; b). Néu ham s6 y' =f"'(x) lai c6 dao ham tai x thi ta goi dao
ham cta y' la dao ham cdp hai cua ham so y = f{x) tai x va ki
hiéu la y" hoac f"(x).

CHUY
* Pao ham cip 3 cta ham s6 y = f(x) dugc dinh nghia twong tu
va ki hiéu 1a ¥™ hoac f™(x) hoac fm(.x].
* Cho ham s6 vy = fix) ¢c6 dao ham cdp n — 1, ki hiéu la f("_”(x)

(ne N.n=4). Néu _f("_”(;a') co dao ham thi dao ham cua no

duge goi 1a dao ham cap n ciia y = flx), ki hieu 1a y" hoac £ (x).

f"M0 = "Dy

Vidu. Véiy=x thi
y = 5);'4, y'= 20_\'3, y" = 6[));‘2.
= 1200,y = 120 vay"™ = 0 véi n > 5.
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I1 - Y NGHIA CO HOC CUA PAO HAM CAP HAI

) |
Mot vat roi tu do theo phuong thang ding cd phuong trinh s=5g!2 (trong do

g=98 mfsz). Hay tinh van tdc tirc thdi v(r) tai cac thai diém tg=4s:1=4,1s.

k4 e ﬂ ! ?
Tinh ti sb I] trong khoang Ar =1, — 1.
!

Xét chuyén dong xdac dinh boi phuong trinh s = £(1), trong dé s = f(1) 14 moét
ham s6 ¢6 dao ham dén cap hai. Vén t6c tic thoi tai ¢ cha chuyén dong la
v() = f'(0).

Ldy so gia At tai ¢ thi v(7) c6 s6 gia twong tng la Av.

. o Ay s e . , 2
Ti s6 o duoc goi 1a gia toc trung binh cua chuyén dong trong khoang
f

thoi gian Ar. Néu ton tai
. Ay
v'(f) = lim el ¥(t),
Ar—0 At
ta goi v'(f) = 1) 1a gia téc tive théi ctua chuyén dong tai thoi diém r.

Viv(t) =f'(r) nén

y() = f").

1. Y nghia cd hoc

Pao ham cdp hai f "(r) 1a gia t6c tifc thai cua chuyén dong s = f(1) tai thoi
diém .

N, e s o . |
Tinh gia téc tic thdi cua su rditu do s = ;,qrz .

2. Vidu

Xét chuyén dong ¢6 phuong trinh
s(r) = Asin(@r + @) (A, @, @ la nhimg hang sa).
Tim gia toc tic thoi tai thoi diém ¢ cla chuyén dong.
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Gidi. Goi v(1) 12 van toc tifc thoi cha chuyén dong tai thoi diém ¢, ta ¢6
vir) = s'(1) = [Asin(@t + @)]' = Awcos(wi + ).
Vay gia toc tic thoi cua chuyén dong tai thoi diém 7 1a

wt) = 5"(1) = V(1) = A sin(at + @). W

Bai tap
a) Cho f(x) = (x + 10)°. Tinh £ "(2).

b) Cth(Jl') = sin 3x. Tinh f”[— E), f'!{{}), f-r(%]

2
Tim dao ham cap hai cia cac ham so sau :
W) y=—: b) y = o ;
l—x N
c)y=tanx; d)y= cosz,r.

BAN CO BIET

LAI-BO-NIiT (LEIBNIZ)

Péng thdi va doc lap véi Niu-ton, nha bac hoc ngudi
Bic Lai-bd-nit 1a ngudi phat minh ra phép tinh vi phan

. dy
va tich phan. Nhiéu ki hiéu nhu d—J.Jf(A‘]dr, .. va
X

thuat ngp‘ nhu "vi phan", "tich phan" ... do Lai-bo-nit
dua ra van con dugc st dung dén ngay nay.

Leibniz
(1646 — 1716)

Cong thic tinh dao ham cép n cla tich hai ham u.v (1 va
v 6 dao ham dén cép n) sau déy la cla Lai-bo-nit

(un)™ = w4 Ciu{"_”v# Ciu{”_z)v'#

+ C:‘:H{”_P)l-‘(‘n) +...+ Cﬁ_lu'v{"_” +u'™

(*)



C6 thé ching minh céng thic trén bing phuong phap quy nap.

Lai-ba-nit sinh ngay 1-7-1646 tai Lai-xich (Leipzig). Cha éng la Gido su luan Ii da
mat khi 6ng méi 6 tudi nhung 6ng da kip thita hudng & ngudi cha léng ham mé
mon Lich si. Ngoai nhiing budi hoc & trudng, Lai-bo-nit tu trang bi kién thiic nha
thuding xuyén doc sach trong thu vién cia cha. Ong hoc tiéng La-tinh lic 8 tudi,
dén 10 tudi, 6ng da lam thd bang tiéng La-tinh. Sau d6, éng hoc tiéng Hy Lap va
rat gidi thir ti€ng nay nhd su ¢é gang rat 16n. N&m 15 tudi, Lai-bo-nit 14 sinh vién
luat clia Trudng Dai hoc Téng hop Lai-xich. Trong hai nam dau, ngoai viéc theo
hoc Luét, éng doc rat nhiéu sach vé Triét hoc, nam 17 tudi (1663), nhd ban luan
van xuat sac vé mét trong nhitng hoc thuyét 16n vé Triét hoc, Lai-bo-nit dudc
nhan Bang C{ nhan.

Mua he 1663, Lai-bo-nit chuyén sang hoc cac giao trinh toan clia Erhard Weigel
& Trudng Dai hoc Téng hop I-&-na (Jena).

Nam 20 tudi (1666), éng trd lai hoc Luat & Lai-xich va chun bi thi 1dy Bang Tién
si. Vi ghen ti, ngudi ta tir chdi cap Bang Tién si cho Lai-bo-nit. Ho néu li do 1a éng
con quéa tré. Song that ra vi 6ng hiéu biét vé luat nhiéu hon tat ca cac giao su d
Lai-xich céng lai.

Chéan ngay thai do hep hoi bao trim Trudng Dai hoc Lai-xich, éng rdi thanh phé
qué huong dén Nuy-ram-be (Nuremberg). O day, 6ng dudc phong hoc vi Tién si
vao ngay 4-11-1666 nhd cong trinh vé phuong phap giang day mdi vé luat.
Hon nita, ngudi ta con mai éng gilt chirc vu Gido su ludt, nhung éng tir chéi.
Lai-bg-nit @a soan céng trinh vé giang day Luat va dé xudt ké hoach cai tién cla
minh trén dudng di tir Lai-xich dén Nuy-ram-be. Mét trong nhiing dac trung cla
cudc ddi Lai-bd-nit 1a éng cé thé |am viéc trong bat ki didu kién nao, & bat ki dau,
va trong moi thai diém. Ong doc, viét, nghién ngdm khéng ngiing. Ong da viét
phan 16n cac céng trinh toan hoc cta minh (khéng ké nhitng céng trinh dac sic
vé rat nhiéu linh vuc khac nhau) trong cac chuyén xe ngua trén nhiing con duéng
nhdé & chau Au héi th& ki XVII khi 6ng phai di day, di d6 theo yéu céu cla khach
hang. Hoat déng khéng mét mdi nay cla éng da dé lai cho chung ta mét khéi
lugng gidy viét da loai, di cd va phai 16n nhu mot déng cd khé, chua kip phan
loai, va méi chi dugc cong b& mét phan. Ngay nay, phan I6n sé gidy nay con
dang dugc déng géi trong mét goc cla thu vién Hoang gia & Ha-né-vo (Hanover).
Théat khé tin dudc réng chi mét cai ddu lai c6 thé san sinh ra dudc toan b tu
tudng (da hoadc chua in ra) ma Lai-bo-nit da dé lai trén nhiing trang gidy kia. Diéu
lam cac nha giai phau ngac nhién |a sau khi do va quan sat hop so cla Lai-bo-nit
ngudi ta nhan thay rang né nhd hon nhiéu so vdi hdop so clia mot ngudi binh
thuéng (Khéng hiéu 18i dén 8y cé that hay khéng !).

Ong la nha bac hoc 16n trong rat nhiéu linh vuc (Luat, Tén giao, Chinh tri, Lich
sl, Van hoc, Logic, Triét hoc, Toan hoc, Siéu hinh). Chi can ¢6 mét trong nhiing
céng hién trén day cla éng cling d0 luu danh hau thé. Ngudi ta bao Lai-bo-nit la
mét vi du ching té cau phuong ngén "Biét nhiéu nghé, chang gidi nghé nao"
khéng dung.

Ong la ngudi sang 1ap Vién Han 1am Khoa hoc Blc ma éng l1a vi Chd tich dau
tién. Ong mat vao ngay 14-11-1716 & Ha-n6-vo trong cé don.
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On tép chuong V

Tim dao ham cha cdc ham so sau :

3 2
3 2 O = F
2 e
C) }s:h—w : d) }-‘:(2+3.‘(](‘J;—1);
4x X
I++/x X2+ 7x+5
e) y= ; fy=—5—"2.
1-+/x x° —=3x
Tim dao ham cua cic ham s6 sau :
a) y = Z\I'Esinx _cosx b y = Jcosx :
X 2x +1
2 .
t° + 2cost 2cos ¢ — sin
¢) y=—r0 d) y=—rF,
sin 3sing + cos@
tan x cot x
e) y=———,; y = .
) sinx + 2 D) 2Wx -1
Cho ham s6 f(x) = /1 + x. Tinh f(3) + (x = 3)f'(3).
Cho hai ham s6 f(x) = tanx va g(x) = L Tinh w
1-x 2'(0)
Giai phuong trinh f'(x) = 0, biét rang
f(x) = 3x+@—%+5.
X x
COS X fi M

Cho f;(x) =

— , f>(x) = xsin.x. Tinh

Viét phuong trinh tiép tuyén :

a) Cua hypebol y = JL—+: tai diém A(2
X —

3 . 3 2 .
b) Cua duong cong y =x" +4x ™ — 1 tai

i

:3);

diém ¢6 hoanh do xy = -1 ;

c¢) Cua parabol y = X —dx+4 tai diém co tung do yo = 1.



10.

11.

12.

13.

Cho chuyén dong thing xdc dinh b&i phuong trinh § = £ — 3~ — 9¢, trong

do t dugc tinh bing gidy va § dugc tinh bing mét.
a) Tinh van téc cta chuyén dong khir=2s.

b) Tinh gia téc cta chuyén dong khi = 3 s.

¢) Tinh gia téc tai thoi diém vin toc triét tiéu.

d) Tinh van téc tai thoi diém gia tdc triét tiéu.

Cho hai ham s6

Viét phuong trinh tiép tuyén véi dé thi cia méi ham s6 dd cho tai giao

diém ctia chiing. Tinh géc giita hai tiép tuyén ké trén.

Bdi tap trdc nghiém
Chon phuong dn diing :

2 —2x+5
Véi g(x) = —1 : ¢'(2) bang :

(A) 1 (B) -3 (€ -5
Néu fix) = sin°x + x° thi f"(— g] bing :

(A)O; (B) 1 (C) -2,
Gid st h(x) = S(x+ 1) + 40 + 1),

Tép nghiém cta phuong trinh 7"(x) =0 la :
(A)[-1:2]; (B) (—o2: 0] (O {-1}:

3 2
X X

Cho flx)=—+4+—+ x.
F(x) 3 T3

Tép nghiém cua bit phuong trinh f'(x) <0 la:

(A) D, (B) (0 ; 420) ; O [-2:2];

(D) 0.

(D) 5.

(D) &.

(D) (o0 ; +20).
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On tép cudi nam

I - CAU HOI

1. Néu dinh nghia cic ham s6 lvong gidc. Chi ro tiap xdc dinh va tap gia tri
cta tirng ham sé do.

2. Cho biét chu ki ciia m6i ham s6 y = sinx, y = cosx, y = tanx, y = cot x.

3. Neéu cdch giai cidc phuong trinh lugng gidc co ban, cich giai phuong trinh
dang asinx + bcosx = c.

4. Viét cong thic tinh s6 hoan vi cua tap gdom n phan tr (n 2 1). Néu vi du.

5. Viét cong thirc tinh s6 chinh hgp chéap k cta n phén tr, cong thic tinh s6 t6
hop chép k cua n phan tir. Cho vi du.

6. Vi€t cong thic nhi thie Niu-ton.

7. Phdt biéu dinh nghia xdc suat (c6 dién) cia bién co.

8. Neéu ro cdc bude chiing minh bing phuong phédp quy nap todn hoc va cho
vi du.

9. Phét biéu dinh nghia cdp s6 cong va cong thiic tinh téng n s6 hang diu tién
cua mot cdp sO cong.

10. Phat biéu dinh nghia cép s6 nhan va cong thitc tinh tong n s6 hang diu tién
cua mot cdp s6 nhan.

11. Ddy s6 (u,) thoa man diéu kién gi thi duoc goi la ¢é gioi han 0 khi n dan
téi duong vo cuc ?

12. Viét cong thite tinh tong ciia mét cap s6 nhén i vo han.

13. Dinh nghia ham s6 cé gidi han +oo khi x — —0,

14. Néu cdc gidi han dac biét cua day so va cua ham so.

15. Néu dinh nghia ham s6 lién tuc tai mot diém, trén mot khoang. Néu nhan
xét vé do thi cua mot ham so lién tuc trén mot khoang.

16. Phit biéu dinh nghia dao ham ctia ham s6 y = f{x) tai x = x;,

17. Viét tdt ca cdc quy tac tinh dao ham da hoc.

18. Gia sir y = fix) la ham s6 c6 dao ham tai xp. Hay viét phuong trinh tiép
tuyén ctia do thi ham s6 dé tai diem My(xg ; flxg)).

II - BAI TAP

1. Cho ham sd y = cos2x.

a) Chimg minh ring cos2(x + k) = cos2x v6i moi s6 nguyén k. Tir do vé
dé thi (C) cia ham s6 y = cos2x.
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b) Viét phuong trinh tiép tuyén ctia dé thi (C) tai diém ¢6 hoanh do x =

e . - 1 —cos2x
¢) Tim tap xac dinh cua ham s6 z = /—2 .
1 + cos™ 2x

Cho ham s6 y =

I
3

6 + 7sin2x

a) Tinh A = ;, biét rang tana = 0,2.
6 + 7sin2a

b) Tinh dao ham cta ham s6 da cho.

c¢) Xdac dinh cdc khoang trén dé v' khong duong.

Giai cac phuong trinh :

2 2

. X . X .2 2 )
a) ZsmEcos x—ZSmEsm X =cos x—sin”x ;

b) 3cosx +4sinx =5
¢)sinx+cosx=1+cosxsinx ;
d) V1 —cosx =sinx (x € [n; 3n]);

X . . .X
e) [CDSZ - 3sm_\’)smx - (l - smz - 3-:;051)-::05); =0.

Trong m@t._hénh vién c6 40 bic si ngoai khoa. Hoi ¢6 bao nhiéu cach phéan
cong ca mo, néu moi ca gom :

a) Mot bac s1 mé va mot bac si phu ?

b) Mot béc si mé va bén béc si phu ?

Tim s6 hang khéng chia a trong khai trién ctia nhi thic

| 10
[—+a2) .
E

Chon ngiu nhién ba hoc sinh tir mot t6 gdm ¢é sdu nam va bén ni.
Tinh xdc sudt sao cho :
a) Ca ba hoc sinh déu la nam ; b) Cé6 it nhit mo6t nam.

Mot tiéu doi ¢6 10 ngudi duge xEp ngau nhién thanh hang doc, trong dé ¢
anh A va anh B. Tinh xac sudt sao cho :

a) A va B ding lién nhau ;

b) Trong hai nguoi d6 c6 mot nguoi ding o vi tri s6 1 va nguoi kia ding o
vi tri cudi cling.
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10.

11.

12.
13.

180

Tim cdp s6 cong tang, biét ring téng ba s6 hang diu cua noé bing 27 va
tong cdc binh phuong ctua ching bang 275.

Cho biét trong mot cdp s6 nhan, hiéu cua s6 hang thi ba va s6 hang thi hai
bang 12 va néu thém 10 vao s6 hang thit nhit, thém 8 vao sé hang thi hai
con gitr nguyén s6 hang thit ba thi ba s6 mdi lap thanh mot cap sO cong.
Hiy tinh tong ctia nim s6 hang diu cua cip s6 nhin di cho.

Tinh cidc gidi han sau :

-~ 2
a) lim (n+ 1):3 2n)"

n o+ 1

) | 2 3 n-1
b) lim| — +— +— tot :
n~+1 n +1 n+1 n-+1

\i4nz+l+n _

c) lim
2n+1

d) limvJn(n -1 = n).

.

" neos—
Cho hai day so (u,), (v,) voi u, = 5 va v, = 77”_
n-+1 n"+1

a) Tinh limu,,.
b) Chiing minh rang limv, = 0.
Chitng minh ring haim s6 y = cosx khong c¢é giGi han khi x — +o.

Tinh cédc gidi han sau :

. 6 —3x .o x—=~3x-=-2
a) lim ——; b) Iim ——— ;
,r—>—2..1‘2‘.l.2 41 G R |
2 ..
o lim =3+l & im [,r+,r3 PR )vffine“*;
x>t x-12 x—1" I-x
o 2x—1 x4t -1
e) lim : f)y lim —
x4 X+ 3 Xy 2 —3x

g) lim {—2);'3 +ax = 3x+ 1).
X=>—00



. Ching minh ring phuong trinh sau c6 it nhat mot nghiém :
sinx = x — I.

. Phuong trinh sau ¢6 nghiém hay khong trong khoang (-1 ; 3) :
A3l en-1=02

. Giai cac phuong trinh :

a) f'(x) = g(x) vl flx) = sin32,t va g(x) = 4cos 2x — Ssindx ;

b) f'(x) = 0 v&i flx) = 20cos 3x + 12cos 5x — 15cos 4x.

. Tinh dao ham ctia cic ham so sau :

a) y | ) b) v cosv‘xz +1
c052 3.r’ ' \,‘,1'2 + 1 ‘

sinxy — xcosx

2 .
c)y=(2-x")cosx+ 2xsinx; d) v ,
cosx + xsinx

. Tinh dao ham cdp hai cua cic ham s6 sau :

a)y= : ; b) y = 1 ;
x+1 x(1 = x)
¢) y = sinax (a l1a hing s0) ; d)y= sin’x.

. Cho ham s6
fix) = x3 + bxz +ox+d. ()
Hay xdc dinh cdc so b, ¢, d, biét rang do thi (C) cua ham s6 y = f(x) di qua
o l
cic diém (-1 ;-3), (1 :-1) va f[g) =0.
. Cho cdc ham s6
flx)= b+ ex + d, (C)
g(x) = X —3x+1.
Vi cic s6 b, ¢, d tim dugce ¢ bai 19, hay :

a) Viét phuong trinh tiép tuyén cua dé thi (C) tai diém c¢é hoanh do x = -1 ;
b) Giai phuong trinh f'(sinx) =0 ;

¢) Tim lim M
x—0 g'(sin3x) + 3
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DAP SO - HUOGNG DAN

CHUONG 1 §2.

§1. l.a)x= arcsin% -2+ k2r,

1, aytanx=0taix € {-m, 0, m} ; |

yx=m—arcsin— - 2+k2n. ke & ;

bytanx =1 taix € :—'—ﬁ—,— 3
n 2n

¢) tanx > 0 khi b)’-:gﬂfi?,ke Z

X E (—H;—E]U(G:E}U(T{:E] : c}x=E+k3—n,ke z
2 2 2 2

d) x=—40° + k180",
d) lﬂnx‘-’.{}khixe(—E:UJU[EﬂTJ. )x o * R
2 x=110"+k180% ke Z.
2. ) D=R\N{kn, ke Z};

Tom
byD=R\{K2n. ke Z ) Z.A—Ln.x—lhii.ke Z.

2
c)D=R\{%+kn,kEZ}; 3. a)x=|tarcc0$§+k2n.kez;
1 by x=+4+£120% ke Z ;
d)D=R \:——+kn,kez}. i 4 sr A
6 ) ¢y x=—+k—x=—+k— kel ;
3. Ldy déi xing qua truc Ox cdc phén dé thi 18 3 I8 3
ham s6 y = sinx trén cic doan [ + k27 ; d)x=iE+-fc'rr. _-.-=tE+k'n;,k c 7

21 + k2=], giit nguyén cdc phin dé thi
conlai (ke ).

4, y =sin2x 14 him s6 tudn hoin véi chu ki
m va 1a ham s6 1é. Tir d6 suy ra dé thi cua
ham s0 niy.

5. Cat do thi ham s6 y = cos x boi dudng thang 1 5n

byx= —+ 24k ke Z
3 18 3

4, x= —£+kn,ﬁ'e Z .
4

5 a)x=45"+kI80% ke Z:

1 . . .
y=3e xdc dinh hoinh do giao diém.

T o
6. ve(2n:n+k2n)ke 2. C)"'_Z-'_;"E’x_h’kez'

7. x E[£+k2n;3—ﬂ+k2n],ke Z. d) x =k§~.t= 2 +hkm, k#3m; kme Z.
2 2

8. a)0=scosx=l, y=3 v,,,=3
Sy =k2n ke &.
bis T

b) 3-2sinx <5, y,, =5 7. a)x= 4kl x=-" +inke Z.
6 4 4

6. _1'=1+k£,k?‘—'3m—1;k,me Z .
12 3

ox=-~+k2n ke L. -
2 b}.l’=g+k1,k'€ Z .
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6. ) x=—+kE ke Z.
0 5

1. .\'=kT[.I=E+k2?[,kE £ . I
2 b) x=kn, x=arctan3+km, ke Z.
2, Ayx=K2mr=+> +R2nke Z : On tap chuong I
3 1. a) c6; b) khong.
T In
=k— =+ r
b).x kz’x TR thm ke Z. 2. a) .\'El—;.%} by e (—m; 0y (m 2n) .
3ayx=kdn ke Z ;bx= g + k27, 3 a)l+cosy=2 = y=<3, Vinax =3
Sm 1 < x=k2n ke £ ;
= — 2 = i —_— A
X 5 + k2m, x arcsm[ ]+k2r:, by y<1, Vo =1
)
_rzn—arcsin(—%] +i2n. ke & - = %+k21‘:, ke Z.
T 1 . 2
c) —1-}';(1'[, x:arctan[—;}+kﬂ:.ke Z 4. a) .r=—l+arcsm;+:'c2n. ke Z :
T ) L2
d) x=—+kn ,\=n—l—arc51ng+k2n, ke L.
y=arctan(-2)+ km, ke . b) A‘=i‘£+f(:’£, .\'=iE+kn Le 7
8 8 ' '
4, a) x= T + kT, I
4 c) _r=i?+k2n,ke Z
x:arctan[—%) +im, ke & . n
= d) yx=—+k—. ke &
. 144 12
byx=— +hkn,x=arctand + kn, k € & ; -
4 5 ax=k2n .l‘=i5+k2ﬂ,f(e Z:
c)x:E+kn,x=arcran(—5)+kn,kez : . 8
4 byx=—+kn, x=arctan—+kn, ke Z;
T x 2 15
d)x= 5 +km, x = 3 thn ke Z. Ox=k2m ke Z x=n-2a+k2n ke Z
T T -, _z _
5 ax=-—— +knx=——— +Rnke Z ; (voi cos =—= : sing=—).
Wa= gy HREmA= o P ke V5 NG
b) _1-=E+E+ ;cz_n.,i; e T d) Piéu kién sinx =0, .tziEH;Zn.
3 6 3 3
{voi u::c:rsrrzE : sina:ij. CHUGNG 1l
5 5 §1.

L a)4:b)4> =16:c)4.3=12;

clx= ?—H +k2m, x = . +R2n. ke &
12 12 2,42, 3.a) 24 :b)576. 4,12,

T« i . §2.
d) x=7—+kn, ke Z; 1. a)6!:b) 3 x5! :¢)414.
2,100 3.210. 4 .360.

. 5 1
(vdi sing =— ; cosa=—1.
13 13

5. a)60:b) 10.  6.20.7,60.
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§3.
2.12. 3. n=5 4, 28. 5.1
]

6. a), b) Goi ¥. Khai trién 11" = (10 + 1)!°,

101" = (100 + 1'%,
§4.

1. a) Q = |SSS, SSN, NSS, SNS, NNS, NSN,
SNN, NNNJ.
b) A = (SSS, SSN, SNS, SNN}

B={SNN, NSN, NNS} :

C={SSN, NSS, SNS, NNS, NSN, SNN, NNN'}.
2.a)Q={(,):1<i,j<6).
3.)Q={{1,2), {13}, {1, 4], (2 3). {2 4},

(3,4}].
b) A={{1.3},{2.4}}:
B={{1,2},{1,4},{2,3}, {2.4}, {3.4}}.

4. ) A=A A B=ANA, ;
C:(Alﬁﬁz)u(mﬁfiz) s D =AU A,

by HD. D la bién c& "Ca hai ngudti déu ban
truot”
5. a00=11,2,..,10};
by A=1{1,2,3,4,5};B=1{7,8,9,10};
C=1{2,4,6,8,10}.
6. a) =S, N§ NN§, NNNS, NNNNJ ;
b)A={5, NS, NN5} ; B={NNNS, NNNN|
7. a) 2 gém cdc chinh hop chap 2 ctia 5 chiv
s61,2,3,4,5;
b) A= {(1,2). (1, 3), (1,4). (1, 5), (2, 3),
(2, 4), (2, 5), 3, 4). 3, 5), 4, 5)}
B=1{(2,1),(4,2)} : C=.

§5s.
6 11
l.c) P(A)=—, P(B)=—.
c) P(A) 36 (B) 6
2.0)A={1,3,4}:B=1{[1,2,3}.{2,3,4}}:

1 1
P(A)y=—, P(B)=—.
c) P(A) 2 (B) 5

3 - :
7

4. a) > b) : )
. a 3’ 3,;: B
5, a) = 0,000 0037 :b)=0,28123;

c) = 0,000 133,

2 1
6. a) —, b) —.
3 JI3
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12 13

T7.a)Poc lap: b) — s ¢) —.
e apib) 555 ¢ 55

On tap chuong II
4. a) 1176 ; b) 420.

8 209

5. a)=0,1;b)0.2.

6. a) , b)—. 7. =0,4213.
105 210
2 3 1 1 1
8. a)—:b)—=:¢c)—=. 9. a)—:b)—.
d)s)st)s a)4 )4
CHUONG 111
§‘
1 2 3
4 a)§ =—,8==,§="-.
a) §, 72T Ty
§2.

3. bu,=n+8 véine N

4. a)Day so giam ; b) Diy s6 ting ;
¢) Day s6 khong tang cing khong gidam ;
d) Day so giam.

5. a) Day s6 bi chan dudi viu, = 1 ;

b) Diy s6 bi chan vi 0 <u,, S%:

d)—ﬁ <u, ‘:«JE.

c)0<u,=1:

§3.

L 8)u =3, d=-2; b)u=—s,d="1;
. H]— 5 =—4<. 1 = 2, _2‘
¢) Day s6 khong phai 1i céip s6 cong ;

3
dyuy=2,d=-=.
2

2. A)u;=16,d=-3;
byu =3,d=2,u,=-17.d=2.
3. Dip s6 duoc dé trong ngoic don cia bing.

iy d i, n S,
-2 (3) 55 20 (330)
(36) —4 (—20) 15 120

3 4427 7 (28) (140)
(—5) (2) 17 12 72

2 -5 (—43) | (10) —205




4. a)h,=0,5+0,18n;b) hy; = 4.28 (m).
5.78.
§4.

2. a)q=3;b)u|=%;c)n=7.
3. a)~g=3: %,],3,9,2?;

oq:—S:%,—l,S,—g.Z?:

b) _@‘ _@1 50‘ 25‘ 25_
3 3 3 3 6
4.1,2,4,8, 16, 32.
5. Sau 5 ndm : = 1,9 triéu ngudi ; Sau 10 nim :
= 2.1 triéu ngui.

\10

6. Biéu dién a, | =a,.— véinz1.
4

n+l1
Do dé day s6 (a,,) la cip s6 nhan vdi cong
. 10
boig = .
On tap chuong 111
1. Cdp s0 cong la day s6 tang néu d > 0 va
giam néu d < 0.
2, a)u, <0 vioimoin,;
b) Cic s6 hang dan dau.
5. Dung phuong phdp quy nap todn hoc.
a)2,3,5,9, 17
7. a) Day s0 ting, bi chan dudi.
b) Day s& bi chan, khong tang ciing khong
iam
¢) Dy s6 giam va bi chan vi

&

0<u

1
ni:—-
V2 +1
8. a)H]_:S,d:—S;
h)N|=U.d=3:ul=_|2,d:%'
9. a)uy=6,g=2;b)u;=12,4=2;
cu =1,g=2.
10. A = 24°, B = 48°, C = 96°, D = 192°,
12. 6 m°.

11. g, = 1 hoac ¢, =

1
3

CHUONG IV
§ -

1 a)u,= 2%(kg):
¢) Chiiy : 10 °g=10"°10  kg= —kg.
10

3 3
3 a)2;b)—:c)5; d)—.
) )2 ) )4

A LR T A T
A" 3 11
6 L7, asonsb)—oos ©) — 5 d)+on
99 2

8. a2; .

§2.

1 a)l-b)—ﬁ

. 25 .

2. Ham s0 y = f{x) khong c6 giéi han khi x — 0.
3.a)-4:b)4.; c)é.d}—?.E)O; fy—ac

4.a)+x:b) v c)—w.
5. b) lim f(x)=0, lim f(x)=—0o,

] Y3
lim f(x) = 4.
x >—3+
6. a)+xo;b)4m:c) 4w d) —1.
df
7. d = pld)=——:
a) old) P
b) lim @(d) = +w, lim @(d)=-x,
d—s f d—sf

lim @d)=7f.
d—»+m

§

1. y=flx) lién tuc tai x, = 3.

2, a) y=g(x) khong lién tuc taix,=2:b) 12,

3. a) y=f(x) lién tuc trén (—oo ; —1) va
(—1; +o0).

4. a) y = fix) lién tuc trén (- ; =3), (=3 ; 2)
v trén (2 5 +0) 5 b) y = g(x) lién tuc trén

cdc khoing [_Tn +km;—+ I::'t] vii k e 7.

3| 3

5. Y kién ding.
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6. b) HD. Xét ham s6 f(x) = cosx —x trén
R vi hai so 0, 1.
On tap chuong IV

2. lim u, = 2. 3. HOAN.

2
.

6. a) lim f{x)=-+w; lim glx) = +o;
1= x—0

5. a) %:h]%:c)—m:d}—af::e)%;f) -

lim f(x} =-1 ' lim g(r): +o0
X —rt0 [

b) Hinh 60a) 1a dé thi cia y = g(x), Hinh
60b) 14 dé thi cua v = fix).

7.y = g(x) lién tuc trén R .

8. HD. Xétdau f(0), (1), f(2) va f(3).

CHUONG V
§1.
L a)fi2)y-fil)=7;
b) f(0, 9) = f(1) = -0,271.

Ay
2, a)Ay=2Ax, —=12;
Y Ax

A
b) Ay = Ax(2x + Ax) ; =2 = 2x + Ax:
’ Ax

) Ay = 2Ax[3x7 + 3xAx + (Av)7] ;
AY 6 4 6x A + 2(Ax)”
Ax

A Ay I

DAy o
xx+Ax) Ax x(x+ Ax)

L

La)3:h) —i;c)—l

4. HD. Ching minh f giin doan tai x = 0.
Tir d6 suy ra f khong c6 dao ham tai
diém do.

5. a) y=3x+2; b) y=12x-16;

) y=3x+2vi y=3x-2
6. a) y=—4x—-1);b) y=—(x+2);

€) y= - +lvay= - 1.
4 4

7. a) 49,49 m/s ; 49,245 m/s ; 49,005 m/fs ;
b) 49 m/s.
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§2.
1. a)-1;:;b)10.

2. a) 50 - 1207 421 b) <207 4 2x - % :

2

¢) 2 = 247 + ;.\' - d) 63" + 1200,

3 a) 300 =5 (7P - 10) :

2x7 +1)

(x* 1)

2 L 2

d) SA,, 6. i;c)_ﬁ_:(n” n ] .
(x"=x+1) X

4 ) 20— Sy by

2 22— 5x— 12 ;

] ¥ ]
- & - 3_
c) ! (3(3 fl ):d) X .
Jia? -2y 21—
Saxy<0hoacx>2:b)1- \E <xy<l +\E.

§3.

b) ~4x (3xX — 1) 0)

>

X

La) — b —=
(5x=2)" (7-3x)"
—2(2x2 =3y — 1042 — By
0 2(2x ?.-x2 9)_d IU; 6.1:9.
(3-4x) X (x=3)°

2, a)(-1: w13 by (—oo; 3wl +0);

C)[I—Jﬁ;lhﬁ]_

2 2

2

3. a)Scosx+ 3sinx;b) ——m—
(sin x —cos x)~©

c) cotx—

M
sin° x

d) (x cos x —sinx) [L_ ! J.’

.2
_J.'Z 5T X

&) 1 i~ xcosyx® +1
cos® xv/1+2tan x ' a1

4, )220 97 + 1)+ (61 — 18x) (9 20) :

3 2 1
b) | —=+—= | (Tx=3)+7 6\.’_——]
i (o

X

we



+1+M; .29.!.'2 =637 —2[x +4 )

2
c) Y d) v
Vil +1 i 22

2tanx 2x X |
d) 5 + _j);e)— 2sm—. e) y = :
cos"x  sinTx” (1+x) 1+x Mr(1=+fx)?
|
5. —. 2
> ﬂy’=_4"j l(].t;lSl
7 T ik e 3 e
LA x=9+ — + k2, (k e T) vaicosp == ;
2 5 2w _(v’;+1)xsinx+(2x2w}$+l}cos.!;‘
x=mn+kdn }y = 2 ’
ke Z).
b) __r kﬂ (k € &) . =3(2x+1Dsinxy—6cosx
3 3 b} y= 3 .
(2x+1)
8. ) (- 0)w(2:+400); b)(—e0; 0) (] ; +),
Ireint — 2 _9
§4. 0y = 2fsint—1° cosr—2 :
1 sinz.f
l.a) ———=dx;
2{a+b}wf; dyyv' = . S :
T (3sing+cosg)’
b) |:(2x+4)(.\’2 )+ +dx+1) {L—-Lﬂm;
2& 2 +sin® x
, eJ'Jr"=—:2 s 27 :
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Chiu trdch nhiém xudt ban : Chi tich HDQT kiém Téng Gidgm doc NGO TRAN Al
Phé Téng Gidm déc kiém Tdng bién taip NGUYEN QUY THAO

Bién tdp lin ddu © PHAM BAO KHUE = NGUYEN XUAN BiNH
Bién tap tdi ban : PHAM BAO KHUE
Bién tdp ki thugt : NGUYEN THI THANH HAI
Bién tdp mi thudr : TRAN THUY HANH
Trinh bay bia : BUI QUANG TUAN
Siza ban in : PHONG SUA BAN IN (NXB GIAO DUC TAI HA NOI)
Ché'bdn : CONG TY CO PHAN MI THUAT VA TRUYEN THONG

PAI SO VA GIAI TICH 11
Mai so: CH101TS

In .......... cudn khd 17 x 24 cm.
In tai Cong ti ¢6 phanin .......
SOIN: oo, Saxudtban: ...

In xong va nép luu chiéu thang ... nam .....



