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C&c cum tir thwong viét tit:
GTLN — Gia tri 16n nhat, GTNN — Gia tri nho nhat, HS - Hoc sinh,
HSG — hoc sinh gioi, BDT — Bat dang thuec.

2. DPAT VAN PE

2.1. Li do chon dé tai

Trong qué trinh giang day, song hanh véi viéc truyén dat téi hoc sinh kién
thirc co ban, Gi4o vién can phai cang ¢6 va nang cao thém cho hoc sinh dé hoc
sinh ndm sau hon cac kién thie d6. Mot trong nhitng yéu cau khéng thé thiéu
duoc ddi véi cac truong Phd thong 1a phai xay dung cac nhan té dé chon ra doi
tuyén cho tirng mdn hoc, bdi dudng thuong xuyén cho Hoc sinh dé cac con c6 day
du kién thirc tham gia cac ky thi Hoc sinh gioi cua cac Cum trudng ciing nhu céc
Ki thi chon doi tuyén hoc sinh gioi hang nim do S& Gi4o duc va Dao tao Ha Noi
t6 chuc.

Toan hoc 1a mén khoa hoc co ban nén viéc day Toan trong truong phd
thong phai gitp hoc sinh nam dugc kién thac co ban, trong tam caa bo mon, méi
quan hé gitta Toan hoc va cac mén khoa hoc khac dé van dung cac quy luat Toan
hoc vao thuc tién doi séng.

Trong cac cudc thi Hoc sinh gisi va ¢ ki thi THPT Quéc gia, ludn c6 cac
bai toan vé ching minh Bat dang thic hoac tim gid tri 16n nhat, nho nhat cia mot
biéu thirc. Pay 1a bai toan kho, néu hoc sinh st dung cac phép bién d6i théng
thuong thi thuong khdng giai duoc hoic néu duoc sé rat cong kénh. Nhat 1a trong
cac cudc thi cip Thanh phd do S¢ Gido duc t6 churc. Trong cac cudc thi nay, hoc
sinh tham du 12 hoc sinh 16p 12, cac con dd c6 mdt céng cu rat manh d6 1a sir dung
phuong phap “Don bién”. Pay 1a mot cong cu rat tét nham don gian hda céc bai
toan trong viéc loai b6t cac bién nham gidp hoc sinh gia quyét bai toan theo chiéu
hudng don gian hon.

Do d6, toi chon dé tai “Ky thugt Dén bién trong cac bai toan Bdt dang
thize” nham muc dich cung cép cho Gido vién ciing nhu Hoc sinh mot s kinh
nghiém trong viéc sir dung kién thiic Toan hoc dé khai thac bai chitng minh Bat
dang thire hay tim GTLN, GTNN caa mot biéu thuc.
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2.2. Nhiém vu nghién cau

Gilp hoc sinh nang cao ki nang phan tich, ung dung Toan hoc dé st dung
phuong phap Don bién dé giai quyét cac bai toan vé Bat dang thirc hay tim GTLN,
GTNN cua mot biéu thizc. Nham dap @ng mot phan ki niang van dung giai toan
Toan hoc cua HS trong cac ki Hoc sinh gioi va cau kho trong ky thi THPT Quéc
Gia.
3. TONG QUAN
3.1. Péi twong, thoi gian nghién ciu

- Hoc sinh trung hoc phé théng tir cac ndm hoc trude dén nay va gido vién
giang day bd mén Toan.

- Chuong trinh Toan hoc THPT bam sat dé thi cta ki thi HSG hang nam.
3.2 Pham vi nghién ciru:
-Trong nam hoc 2021 - 2022, t6i van tiép tuc bam sét va giang day cho hoc sinh
khdi 12 nam viing viéc giai quyét cac bai toan. Thuc té trong cac cudc thi HSG
cap Thanh phé mon toan nim vira qua, c6 2 hoc sinh trong ddi tuyén Toan cua
truong doat giai, c6 hoc sinh lot vao vong 2 mic du doi tugng dau vao cua trudng
khong phai 1a hoc sinh miii nhon ctia Thanh Phé. Trong cudc thi Hoc sinh gioi
Cum: Doi tuyén Toan cua truong c6 13/14 hoc sinh dy thi dat giai cao (2 giai nhat,
6 giai nhi, 4 giai 3 va 1 khuyén khich)
4. PHUONG PHAP NGHIEN CUU

- Nghién ctu i luan vé day hoc bai tap Toan.

- Nghién ctru chuong trinh Toan hoc THPT.

- Tim hiéu, doc, phan tich, tong hop cac tai liéu trén mang internet, sach
tham khao.

- Tong hop tir kinh nghiém giang day caa ban than va hoc hoi kinh nghiém
giang day ctia cac dong nghiép trong cac dot tap huan chuyén mén, boi dudng
thay sach giéo khoa.

- Lya chon cac dang bai tap phu hop vai noi dung, kién thire cua dé tai.
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5. PHAN NOI DUNG:
Chuong 1: Kién thuc co s

Chuong 2: Ky thuat Dén bién trong céc bai toan Bat ding thirc

NOQI DUNG PE TAI
CHUONG I: Kién thirc co sé

Rat nhiéu trong sé cac Bat dang thiic (BPT) trong chuwong trinh Pho thdng
da gap c6 dau ding thac khi cac bién sé bang nhau (Vi du kinh dién 1a Bat ding
thire Cauchy). Tuy nhién, trong truong hop Bat dang thirc khong xay ra dau bang
khi tat ca cac bién bang nhau ma chi c6 mét sé bién bang nhau (thay vi tat ca) nhu

trong cac Vi du sau:

Vidul:Chox,y,z € R,x*+ y*+ z>2=9.Thi: 2(x + y + z) — xyz < 10.
Trong Bat dang thuc nay, dau “=" xay ra khi x =y =2 con z = 1 (va cac hoan vi).
Vi du 2 (Jackgarfukel): Cho a, b, ¢ 12 3 s6 thuc khéng &m va c6 téi da 1 sb bang

< A , a b c 5
. < =
0. Thi ta ludn co: N + N + = = 4\/a +b+c

O day, ddu dang thie xay ra khia=3b >0, ¢ = 0 (va cac hoan vi).

Trong cac Bat dang thirc ma ta gap, c6 truong hop dau “=” xay ra & tat ca
cac bién bang nhau ta goi 1a Cuc tri dat tai tam, truong hop dat tai mot sé bién
bang nhau ta goi 12 Cuc tri dat duogc c6 tinh d6i xtmg, trudng hop mot bién co gia
tri trén bién thi goi 1a Cuc tri tai bién. Phuong phap Dén bién duoc dit ra dé giai
quyét cac Bat ding thuc c6 dang nhu trén. Y tudng chung 1a: Néu ta dua duoc vé
truong hop ¢é hai bién bang nhau, hodc mot bién c6 gia tri tai bién thi s6 bién s&
giam di. Do d6 Bat dang thac mai s& don gian hon, dic biét néu bat dang thic
méi chi con 1 bién thi biang cach khao sat ham sé mot bién ta s& ching minh bat
dang thie kha don gian. Chinh vi tu tuong 1a giam dan sé bién nén phuong phap

nay goi la phuong phap Don bién.
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Trong pham vi cua dé tai, toi sir dung 5 dinh 1i co ban sau cia ham sd.

PINH LI 1: Cho D déng va bi chan trong R"va f: D — R lién tyc. Thi f
dat gia tri nho nhét trén D, nghia 13 ton tai xo € D sao cho: f(x,) < f(x),Vx €
R.

Dinh Ii 1 1a mé rong cia mot két qua quen thudc trong Séach gido khoa. Vé
mat truc giac thi Binh li 1 kha rd rang. Tuy nhién, hoc sinh s&€ kho hinh dung dugc

van dé don bién. Pinh Ii 2 s& |14 chia khéa cho van dé don bién

PINH Li 2: Cho D la mét tap dong va bi chan trong R™; A 1a mot tap con

dong cua D.

T: D - D la phép bién d6i bat ki. f: D — R 1a mot ham sé lién tuc thoa man
f(x) > f(T(x)) Vx € D\A. Thitacd GTNN cua f dat dugc trén A.

Trong nhiéu trudng hop c6 thé ham f khong du tbt va ta & chi co diéu kién
f(x) > f(T(x)) thi khi d6 khong thé ap dung Pinh 1i 1 duwoc. Mot doi hoi thuc té
la phép bién d6i T phai du tot dé bu lai. Piéu nay ta dua dén:

PINH Li 3: Cho D la mét tap dong va bi chan trong R™; A 1a mot tap con

dong cua D.

T:D — D 1a phép bién doi sao cho ton tai mot ham sé h lién tuc va thoa
mian h(T(X)) < h(x), Vx € D\A .

f:D — R 1a mot ham s6 lién tuc thoa man f(x) > f(T(x)) Vx € D. Thi ta
cO GTNN cua f dat duoc trén A.

Ap dung cac Binh Ii trén, ta c6 thé van dung linh hoat dé giai cac bai
toan chirng minh bat dang thirc hay tim GTLN, GTNN caa mét biéu thirc. Trong
qué trinh boi dudng hoc sinh gioi, t6i da khai thac phuong phap tuong d6i hiéu
qua, gitp hoc sinh nam viing va giai quyét bai toan trén mot cach hiéu qua. Sau

day 1a cac bai toan cd thé van dung phuong phap ham sé dé giai.
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CHUONG II: Ky thuat dén bién trong cac bai toan bat dang thic

1. Van dung k§ thuat don bién dbi véi bat ding thic co 3 bién ma cuc tri dat

dwoc dbi xing.

Trong céc ky thi dai hoc, nhét 1a thi Hoc sinh Gioi, néu c6 bai toan bat dang
thire thi ciing khong nam ngoai cac bat dang thirc ddi xtng hay hoan vi. Ma néu
thé thi sir dung phwong phap don bién sau ddy s& cuc ky hiéu qua.

Phuong phap don bién (mixing variable) dugc khai quat theo 2 budc chinh.
Gia str ta can chang minh f(x,y, z) = 0 (néu khong thi nguoc lai), véi x, y, z 1a
3 bién s6 thuc thoa man cac tinh chat nao day.

Buéc 1(K§ thuat don vé 2 bién bang nhau)

Panh gia f(x,v,2) = f(x,t,t) vai t 1a mot bién mai sao cho bo so (x, t, 1)
thoa man tinh chat cua bo s6 (X, v, z).

Thong thuong ta hay dat t 1a cac dai luong trung binh dé khdng lam mat di cac

. ) X + X2+ y?
tinh chat cho trugc, chang han t = Ty t=xy, t= > y

Budéc 2. Banh gia f(x,t,t) = 0,
Phuong phéap chung toi dé cap dén chi ngan ngon nhu thé, viéc khé nhat
cua ching ta 1a danh gia f(x,y,2) = f(x,t,t). Didu d6 s dung nhiéu k¥ thuat,

chtr & budc thir 2 hau hét 1a don gian vi chiing ta da han ché con lai chi 2 bién so.

Bai toan ching ta can khai thac c6 dang f(x, y, z) = 0 vdi X, v, z 1a c4c bién
s6 thuc thoa man mot tinh chat nao ddy. Piéu ching ta mong muédn 1a s& danh gia
f(x, y, z) = f(t, t, ) vai t 1a mot dai lwong thich hop tly theo méi lién hé giira x,
y, z (ta s& goi day 1a ki thuat don vé 2 bién bang nhau). Lu ¥ rang néu cac bién da
duoc chuan hoa thi buéc cudi ciing chi con 1 bién. Ta xét cac vi du co ban nhat

sau day:
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Vidu 1: Cho X, y z 1a 3 s6 thuc duong thoa mén diéu kién x(x + y + z) = 3yz, ta
CO(X+Y) +(y+2)°+3(x+y) (x+2) (y+2) < 5(y +2)°
(Pé thi Pai hoc khéi A ndm 2009)
Huwong dan gidi:

Day 1a mot dé toan rat gan day, khong it ngudi cho rang day 1a bai toan dé,
né dugc déng dao nguoi mé todn bat dang thic sdi ndi dua ra cac dap an khac
nhau va c6 nhiéu 1oi giai hay.

Sau dy 1a cach giai sir dung ki thuat don bién

bat f (x,y,z)=VT - VP

Quan sét bat dang thirc can chitng minh ta thay rang c6 hai bién c6 vai tro

nhu nhau 13 y va z, va thiy duoc du bing xay ra khi x =y =z nén datt = 12

Khi @6 theo gia thiét x(x + y + z) = 3yz nén %(y +27)2=3t?
Vivay (x +t)2 < (2t)% Suyrax <t (1)
Ta co:
flx,t,t) =2(x+t)>+ 6t(x +1t)?— 5(y + 2)3
Vay ta co:

fl,y,z) — flx,t,t) =(x+2)3+ (x+y)?— 2(x+1t)— 6t(y—2)3

Xét ham sb
g(x) = (x +2)° + (X +y)* - 2(x + 1) - 6t(y — 2)°

Khao sat ham g(x) ta ching minh dugc g(x) < 0
Dodd f(x,y,z) — f(x,t,t) <0
Phuong phap don bién chi con lai viéc danh gia biéu thirc hai bién sé
fox, t, ) =2(x + )3+ 6t(x +1)°— 40> < 0 vsix <t
Bai toan di qua don gian ddi véi hoc sinh.

Sau day tOi vira dua ra mot bat dang thirc khdé ma theo chiing toi né rat diac trung

cho phuong phap chung toi dé cap dén:
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Vi du 2: ( Bat dang thic Cosi cho 3 s6)
Gia sir X, Y,z 1a 3 56 thue khéng am. Khi @6, x +y + z = 33[xyz
Pang thirc xay rakhix =y =z
Huwong dén gidi:

Vi BDT la dong bac nén co thé giase x +y +z =1 (*)
Budc 1: Viét lai bai toan dudi dang f(x, y, z) = 0 véi f(x, y, z) = 1 — 27xyz
Buéc 2: Thay x vay bai t = % thi diéu kién (*) van bao toan
(tac lat + t + z = 1) nén ta chi can phai xem xét su thay do6i cua xyz.
Budc 3: Tacd xy <t?nén xyz <t?z. Vayf(x,y, z) =f(tt, 2)
Budc 4: Doz =1-2tnén ta co:
f(t,t,2)=1-27t22=1-27t3(1 - 2t) = (1 + 6t)(1 -3t)> = 0 (dpcm)
Pang thic xay rakhix =yva3t=1nghialax=y=z

Nhén xét: Ta co thé chan hda theo cach khéc, chang han gia s xyz = 1 va
chting minh f(x, y, z) = 0 vai f(X, y, z) = X + y +z — 3. Khi d6 budc don bién sé& 1a

ching minh f(x, y, 2) = f(t, t, 2) véi t = /xy.
Vi du 3: (Bt dang thic Schur) Cho a, b, ¢ = 0. Chttng minh rang:
a® + b®+ ¢+ 3abc > a?(b + ¢) + b?(c + a) + c?(a + b)
Huwong dén gidi:
Xét f(a, b, c)=a+bd+c3+3abc - a?b +c)-b%c+a)-c*a+b)

Pt t=" tahy vong f(a, b, c) > f(a, t, t). Xt:
d=f(a, b,c)-f(at,t)=[b+c- Za](b —c)?

Ta thy véi a, b, ¢ 1a cac s6 khong &m thi khéng chac ¢6 d khdng am. Tuy

nhién néu gia sir a 1a s6 nho nhat trong 3 s6 a, b, ¢ thi van c6 d khong am. Khi do
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chi con phai chang minh f(a, t, t) > 0. Nhung Bat dang thic nay trong duong véi

a(a—t)2 > 0 nén hién nhién la dang. Bai toan ching minh xong.

Nhdn xét: Néu trong Bat dang thirc ma 3 bién 1a ddi xang thi ta co thé gia
stra > b > ¢ (hoic nguoc lai) con trong trudng hop 3 bién hoan vi vong quanh thi

gia str a 1 gia tri 16n nhat (hoic nho nhat) trong 3 bién d6

Trén day chung t6i vira dwa ra mot bat dang thirc khd ma theo ching tdi né rat
dic trung cho phuong phap chung toi dé cap dén:
2. Van dung ky thuat don bién ddi véi bat dang thirc c6 4 bién.

Khi gap bai toan co 4 bién thi ta ¢ thé don bién theo ting cap, va co thé
chting minh ngay dugc bai toan. Doi v6i nhiing bai toan phic tap thi thuong ta
chi don duoc 1 cap nho thir ty sap duoc gitia cac bién. Sau khi don duoc 2 bién
bang nhau thi ta chua c6 ngay Bat dang thic 1 bién ma phai qua mot bat dang
thire trung gian. Tuy nhién cac Bat dang thire trung gian nay thuong dé dé ching
minh tuc tiép hodc danh gia quy vé 1 bién. Ching ta xem xét vi du sau:

Vidu 1: (IMO SL: Viét Nam dé nghi)

Choa,b,c,d>0vaa+b+c+d=1. Chang minh rang:

abc + bcd + cda + dab < 2—17 + 176:7de

Huwong dan gidi:
Pit f(x) = abc + bed + cda + dab - kabed véi k = % Ta c6:
f(a, b, c,d)=ab (c +d - kcd) + cd(a + b)
a+b

Tahy vong co f(a, b, ¢, d) < f(t, t,c,d) voi t = —

Vi 0 < ab < t? nén dé c6 diéu nay ta can cé ¢ + d — ked > 0.0 day rat may man
la néu co6 diéu nay co diéu nguoc lai, nghia 13 ¢ + d — ked < 0 thi Bat dang thac

hién nhién dang, vi:
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3
f(a b, c, d) =ab (c +d - ked) + cd(a + b) < cd(a+ b) < (L) =

3 27

a+b a+b

Vay ta c6 thé gia sir f(a, b, ¢,d) < f(—=; —~:¢;d). Nho c6 tinh d6i xung ta co

thé dén 2 bién bat ki vé 4 bién bang nhau. Tir do ta dat thém s = <=, Vay:

f(a b c,d) <flt,tc,d)=f(t,s,t,5) < f (=5 =55 t5s)

2

t+s t+s t+s t+s 1 1 1 1 1
</ 5 ) =G5 5 = 5 e

Nhdn xét: Trong 1oi giai trén; thuc chat 1a ct mdi budc ta lai phan ra 2
truong hop: ¢6 mot truong hop thi don bién duoc, va mot truong hop Bat dang
thie hién nhién ding. Do d6 dé 1oi gia khéng phic tap ching ta co thé trinh bay

lai bang phan chang. Hay néi mot cach khéac, gop ca 2 truong hop la:

a+b a+b

f(abcd)<max{ f( > o

,c,d}

Vidu?2:Choa,b,c,d>0vaa+b+c+d=4. Chang minh rang:
abc + bed + cda + dab + (abc)? + (bcd)? + (cda)? + (dab)? < 8
Huwong dén gidi:

bat f(a,b,c,d) = VT. Taco:

<a+b a+b

) c,d)—f(a,b,c,d)

2

= (a—b) (c+a)+ (a;b) [(a;—b +ab](c +d*) — (a—zb)z c%d?

2

a—>b
2( 3 > (c+d+4abcd — 2c*d?)

Vay néu ¢ + d + 4abcd > 2c?d? thi f (a+b a+b

c,d) = f(a,b,c,d).

Giasia>b = c 2 dthitheotréntacé f(x,x,c,d) 2 f(ab,c,d) voix = ==
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a+b a+b
2’ 2

Tuong tu, Xét: f (x, X, ) —f(x,x,¢c,d)

Néu 2x + 4x2cd > 2x*thif (x, x,aTer,asz) > f(x,x,c,d) vatachican ching

minh f(x,x,y,y) < 8Véix+y=2.DPiéu ndy don gian.
Néu 2x + 4x%cd < 2x* thi ta danh gia tiép 2xcd + 4x%c?d? < 2x* nén:
flx,x,c,d) = x*(c + d) + 2xcd + 2x*c?d? + x*(c?*+ d?)
>x%(c+d)+ x*(c+d)?
A 4\3 4\ ]
Do x%(c+d) < (g) nén f(x,x,c,d) < (g) + (g) < 8. Vi du di duoc

chirng minh xong.

3. Van dung k¥ thuat don bién bing phwong phap ham sd:

Pay 1a mot ki thuat rat quan trong trong phuong phap don bién. Trong cac
dé thi Hoc sinh gioi Toan I6p 12 cua Thanh phé Ha Noi rat hay c6 dang nay.
Truéc hét ¥ tuong cua phuong phap nay 1a: ¢é ching minh f(x, y, z) > f(t, t, z)
Voi t = % ta xét ham sb g(s) = f(x, t + s, t— ) v&i s = 0. Sau d6 ching minh g
tang v6i s > 0, suy ra g(s) = g(0), s > 0. Ta xem xét mot s6 vi du sau:

Vidu 1: Chok>0vaa,b, clacac sé khéng &m va chi co téi da 1 s6 bang 0.

Chting minh rang:

(2) + (%) + ) zmin{22)
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Huwong ddn gidi:

x+y

Khong mat tinh téng quéat giasta+b+c=1vab>c>a. Pit t = —=>va

m = ?suyrab=t+m,c=t—m,a=1—2t.KhidévétréicﬁaBétdéngthﬁfc

i fom) = (52) + (2m) + ()

Vic=anén3t—-1>m>0val>b+c=2tnénl>2t > =

wIlnN

Ta s& khao sat ham sé f(m) tren m € [0; 3t — 1];véit € [%; %] la hang s6

k(t+m)k—1 k(t-m)k—1
(1-t-m)k+1  (1—-t+m)k+1

Taco:f'(m) =

k(t+m)k—1 k(t-m)k—1
(1-t-m)k+1 = (1—-t+m)k+1

= f'(m)=2 0e

k+1 1
<—>g(m)=[ln(t—m)—ln(t+m)—1_k 1—t—m+ T 1+

>0(1)
Dung phuong phéap ham s6 dang chirng minh dugc g’(m) luén duong nén g(m)
d6ng bién. Vay g(m) = g(0) = 0, suy ra £(m) > 0 hay f(m) > f(0)

Cubi cung, ta can ching minh h(t) = f(0) > 2. That vay:

h(t) = (ﬂ)k +2 (lL_t)k véi t € [0; 5]

Taco h'(t) <0 o 2K12k < [(1—-t)(1 - 20)]* T  (2)

Trong bat dang thirc cudi, vé trai 1a ham dong bién theo t va vé phai la ham nghic
bién nén dé ching minh (2) ta can:
2k

1 1 2
21(3) <= HA- DI

Bat dang thirc nay dang nén suy ra h(t) > h G) =2
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Nhdn xét: Truong hop k = 1 thi Bat dang thie trén chinh 1a bat dang thic
Netbit

Vidu2:Choa,b,c>0vaa+b+c=3. Tim giétri I6n nhat cua biéu thic:

ab bc ca
2 + 2 + 2
3+c 3+a 3+b

Huwong ddn gidi:

Khéng mat tinh tong quat gia st a>b >c. Pt a=t+s, b =s—t. Khi d6 vé

c (s—t) c (s+t) s?—t2
3+(s+t)? 3+(s—t)2 3+c2

trai cua Bat dang thac 1a: f(m) =

Ta s& khao sat ham sé f(m) trén m € [0; s — c]; ta co:

) —c 2c(s? — t?) c 2c(s? — t?)
F/(m) = - - -
3+(s+t)2 3+(s—t)2 3+(s—t)2 @B+ (s—1t)?)?
2t 4cst N 8cst(s? — t?)(u+v) 2t
3+c2 uv u? v? 3+ c?

Vé&iu=3+(s+1)2 v=3+(s—t)% Vay vsi moi t thi:

2cs s?2 2s(3 —2s s?2

(o
fO=fO=37a7 352" 352 3132z IO @

Xeétham g(s) vaoi s € [ 1; %]. Ta co:

() = 24s — 1252 N 18 — 24s — 65
I = BrB—2992 T~ (3+s2)2

Dé thay, s> — 3s + 4 > 0 nén g’(s) duong trén (1; so) vVa &m trén (S, g)

~ s 114/33-45
Rorang: g(s) < g(so) = —,— (@

Trong (1) va (2) dau “ = “ xay ra d6ng thoi tait=0vas, = s,
tacla;a=b =5, ¢c=3- 2s,.

11v33—-45

Vay GTLN cantimla P = o
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4. Van dung k¥ thuat don bién trong cac bat ding thire lwong giac

Bat ding thuc luong giac trong tam giac ciing 1a bat dang thic ba bién.
Trong cac dé thi dai hoc rat it ra nhung & day chung t6i ciing dua ra mot bai dé

minh hoa cho sirc manh cta phuong phap don bién trong dang bat dang thirc nay:
Vi du : Cho tam giac ABC. Tim gi4 tri nho nhat cua:
P = (1 + cos?A) (1 + cos?B) (1 + cos?C)
Huwong dén gidi:
Ki hiéu: (4, B,C) = (1 + cos?A) (1 + cos?B) (1 + cos?C)
Vi vai trd ctia A, B, C nhu nhau nén ta c6 thé gia st C = min {A, B ,C}

Vaky hieu t = %,khidéo <c<?

Taco f(,t,C)= (1+cost) (1+ cosC)
Suyra
f(A4,B,C) — f(t,t,C) = (1 + cos’C)[(1 + cos’A) (1 + cos’B) — (1 + cos™)]
Taco
f(A,B,C) — f(t,t,C)= (1 + cos’C)[(L + cos’A) (1 + cos’B) — (1 + cost)]> 0

© (1 + cos?A) (1 + cos?B) — (1 + cos?t) >0

o (1 +cos?A) (1 +cos’B) — (1 + coszg) >0

o sin? A%B [cosC —cos(A-B)-1]1=0 (1)

Tu (*)tacd: 6cosC—-Cos(A-B)-1>3-1-1>0 suyra (1) dang.
Vay f(A4,B,C) = f(t,t,C)

Van dé con lai cia ching ta la tim gia tri nho nhat cuat (¢,t,c ). Dén day, hoc sinh

tim dé dang duoc:
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f(t,t,€) = . (3—cosC)? (1 + cos?C)

D& thay f(t,t,C) = =2 Suyra f(A,B,C) = ~—. Dau bang xay ra khi va chi khi

tam giac ABC la tam giac déu.
R S . 125 . . . . 4A
Vay gia tri nho nhat caa f (A, B ,C) la o1 khi tam giac ABC la tam giac deu.

Nhdgn xét: Trong truong hop 3 bién, c6 cac Bat dang thic quen thudc vai hoc

sinh, chang han nhu: Trong tam giac ABC ta co:

. . . 3v3
sinA + sinB + sinC < " (1)
3
cosA + cosB + cosC < 5 (2)

Bat dang thirc (1) cé thé thu duoc ngay bang cach ap dung Bat dang thic
Jensen cho ham 16i. Bat dang thire (2) phai xét ham f(x) = - cosx. Thé thi £’(x) =
cosx nén chi 15i trén [0; 7). Do d6 ta khong thé ap dung Bat ding thirc Jensen cho
3 bién A, B, C. Tuy nhién ta cé thé giai st A < B < C va khi d6 thi A, B déu
thuoc [0; 7] nén ta co thé don 2 bién A, B vé bang nhau. Sau d6 bai toan chi con

1 bién va tro nén don gian.

Nhu vay, tu tuong don bién di 16 r. Thay vi mong muén cé ngay 1 bién
toan cuc, ching ta hy vong c6 thé timg budc don gian bai toan bang cach giam
dan s6 bién. Pay chinh 1a tu twdng chinh cua phuong phap Don bién. Trong truong
hop 3 bién, sau khi thuc hién cac dong tac don bién (bat ké 1a vé 2 bién bang nhau;
don 1 bién ra bién hay don 1 bién vé gia tri trung binh) thi bai toan gan nhu chi
con 1 bién va xem nhu giai quyét don gian. Do d6, phép don bién khong can tac
dung vai 2 bién bt ki ma cé thé tan dung tha ty sap duoc giita cac bién néu Bat

dang thire da cho 1a doi xang.

5. Van dung k¥ thuat don bién giai cac dé thi hoc sinh gii
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Trong khudn kho ctia SKKN nay, t6i di trinh bay so lugc ki niang van dung
phuong phap don bién dé chiing minh cac Bat dang thic hoac tim Gid tri Ion nhat,
nho nhat cua mot biéu thic. Bén canh do, toi dwa ra mot s6 Bai tip co ban da
duoc ra trong céc ki thi HSG cua Thanh Phé Ha Noi va Qudc Gia qua céc nim
hoc trude ddy dé minh hoa cho phuong phap nay.

Bai 1: Cho a,b,C Ia ba sé dwong. Tim gié tri 16n nhat cua biéu thuc:
B 1 B 2
Ja?+p?+c2+1 (a+1)(b+1)(c+1)

Huwong ddn gidi:

P

2 2
a‘+b*+c?+1> (a+b) + (c+1) =1[(a+b)2 +(c+1)2]21(a+b+c+1)2
2 2 2 4

3 3
(a+1)(b+1)(c+1)§(a+1+b;1+c+1J :(a+b;c+3)

2 54 2 54
Vay P < — = —— =f(t
24 a+b+c+1 (a+b+c+3)3 t (t+2)3 ®

véoi t=a+b+c+1 (t>1

t=4

162 =
t=1(lo"i)

f’(t):—t%+ : f’(t)=0<:{

(t+2)4’

Lap Bang bién thién caa ham so f(t) ta sé tim duoc gié tri I6n nhat cia P = 2

a+b+c=3
khi ia=b=c < a=b=c=1
c=1

x—1

Bai 2: Cho céc s thuc duong x,y,z thoa man: x +y +2 - 3 (T + y7—1) Tim gia

I , , X0y 3
tri nho nhat cua bieu thiac P=(x-y) (F+—4—

=).
Xt xy

Huwong dan gidi:

. X 1 1 1 1
Tur gia thict ta c6 3+ Y= (x+ y)+3(—+—)+222\/3(x+ Y(E+=) +2
y X Xy Xy
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3(; y)>2/3(— —)+6+2:> :>§+§>3 Pang thac xay ra khi

x+y=%l+£)
Xy

x=3y=1
=
x,y_10 X=1y=3
y x 3
2 3 3 X2 2 X
P = (x* —2w+y)(—+y ——) (— - 2 ) () 3+ )+
x* y: X y X
X P
Bat§+¥=t,tac0t>%vap t*—2t°—3t2 +3t+6

Dat f(t)=t*—2t>-3t> +3t +6, tz%

f(t) = 4t° —6t% — 6t +3= 2t (t-3)+2(t*-3)+3> 0 Vi ¢ >%

x=3y=1

2596 . .10
D _ “= kh :_ha
0d6 f(t)> 2 ) , €0 Tt== y[le,yz?)

81

Vay gi4 tri nhé nhat cia biéu thic 1a 222 259

X+y+2=06

Bai 3: Cho cac sb thuc duong Xx,Yy,zthoa méan: { . Tim gia tri lon nhat va

Xyz=4

1 1 1
nho nhat cua biéu thac F==+=+=.
Xy oz

Huwong dan gidi:
Ta c6 a +b*+c®=(a+h)’+c*—3ab(a+h)=(a+b+c)’-3(@+b)c(a+h+c) —san(a-+b)

=(a+b+c)*-3(@+h)(b+c)(c+a) (*)

St dung (*) ta c6: F = (1 1 1} 3(E+EJ(E+EJ(E+E)
X'y z X yN Ny z)\lz X

:(xy+yz+zxj 3 X+ y)(y+2)(Z+X) — (Xy+yz+zx)3—%(6—x)(6—y)(6—2)

Xyz x?y?z?

Taco (6—x)(6—Yy)(6—2)=216—-36(X+ Y+ 2)+6(Xy+ yzZ+ z2X) — XyzZ

=6(xy+yz+2x)—4 Suyra F= 6—14(xy+ yz + 2x)° —g(xy+yz+zx)+%
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y+z2=6-X
Tur gia thiét ta co yi- 4
X

Do d6 Y,z la nghiém cua phuong trinh bac 2: a2 —(6—x)a+§ -0 (¥
Vi y,z> 0 nén (*) c¢d hai nghiém duong < 4-23<x<4

bat t = x(y+z) + yz = x(6-x) + ;

Xem t 12 mot ham sb 4n X trén [4-243;4] .

Tacot'(x) =0 < x=1 hoic x= 1++/3.

Lai c6 t(1) = t(4) = 9 va t(1+3) = t(4-24/3)=63 =9<t<6y3

t= 9 chang han khi x=4,y=z=1;

t= 6J§ chang han khi x=4—2J§,y=2=1+J§; Tacd F :6—14t3—§t+%= f (t)
' 3 2 9 pY A A =K A .
f (t):at —§>o vt e[9;6+/3] SUY raham so f(t) dong bién trén [9;64/3]

129 273 +6
Do d6 =~ <F <
0d6 " 8

27J§+3

. SuyraGTLN cuaF la %; GTNN cua F la ==

Bai 4: Cho a, b, ¢ |a cac sé thwe dwong thod man a+b+c=3. Ch#ng minh

s 2 Jabc abc
rang: + +3 <1
3+ab+bc+ca 6 (1+a)(1+b)(1+c)

Huwong dén gidi:

2 Jabc abc

bat: P =
T T3 abtbcrca 6 +i/(1+a)(1+b)(1+c)

Ap dung bét dang thirc: (X +y +2)° >3(Xy +yz+2x) VX, Yy, z el taco:
(ab+bc +ca)® > 3abc(a+b+c)=9abc > 0= ab+bc +ca > 3abc
Taco: (1+a)(1+b)(1+c)>(1+¥abc )3 Va, b, ¢ > 0. That vay:

(1+a)(1+b)(1+c)=1+(a+b+c)+(ab+bc+ca)+abc
>1+3%abc +33/(abc)” +abc = (1+ ¥/abc )3
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2 s ¥ abc +«/abc
3(1+\/abc) 1+ 3/abc 6

Pat; Yabc =t = Jabc =t?, Vabc =t.

Khi do: P <

3
via b ¢>0nen O<abc§(a+b+c) —1-0<t<1
vs X 2 t? 1
Xétham so f(t) = + +=1%, te(0; 1
®) 3(1+t°) 1+t2 6 =(0: 1]

Lo 2(t-1)(-1) P (0
f(t)_(l+t3)2(l+t2)2 St >0Vt (0; 1]

Do ham sé dong bién trén(0; 1] nén f(t)< f(1)=1=P <1,

+§/(1+a)(abc <1 . Dau ‘=" xay ra khi

2 . Jabhc
1+b)(1+c)

3+ab+bc+ca 6

a=b=c=1.
Bai 5. Cho &, b, C 1 cac sé thue dwong. Tim gia tri I6n nhét cia biéu thic:

B 4 _ 9
Ja?+b?+ct 4 (a+b)y/(a+2c)(b+2c)

Huwong dén gidi:

T

Theo BDT B.C.Stacd: a+b+c+2<./4(a®+b?+c? +4)

<:>%(a+b+c+2)£\/a2+b2+cz+4

Theo BDT C6-si ta co:

3(a+b)y/(a+2c)(b+2c) <(3a+ 3b)_(#)

2
s%{@} :2(a+b+c)2

8 27

Vay T < _
a+b+c+2 2(a+b+c)?
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patt=a+b+c;(t>0) =T stiz—ﬁz f (t)

2t
Y 8 27 8 27
Xéthamso f(t)=——-—,(t>0) f't)=———+—=—
W=tz 2200 TO=— 5+
8 27
f'(t)=0 = o8t -27(t+2)°=0=1t=6
® Q(t+2)2 e t+2)

TuBBTtacO T < f(t) < f(6):g; Vay maxT :g xayrakhia=b=c=2
Bai 6: Tim gié tri nho nhat caa biéu thic:
4 4 2 2
et ] e
y X y X y X

Huwoéng ddn gidi:

bat t=§+% (t|=2) A=(t?—2) +t? —2+t-2=t'—5t> +t+4

y
Xét ham sé f(t) = A. f ()= 42— 10t + 1
f'®=12>-10>0 V|t|>2 Nén hamso f (t) dong bién
vi>2=f (1)>f (2)=13>0= f(t) dongbién = f(()>f(2Q)=2 Wt>2
vt<-2=f (1)< f (-2)=-3<0= f(t) nghich bién
— fM)=f(2=-—2 Vvt=-2
Vay f(t)>-2 V[t|>2 . Suy ra gia tri nhd nhét cua biéu thac A 13 Amin = -2 dat
dugc khit=-2hay (x +y)’=0& x=-y.

Bai 7: Cho ba sb thuc duong a, b, C. Tim gia tri Ién nhat cia biéu thic

1 1
P: —
2Ja?+b?+c2+1 (@+D(b+1)(c+1)
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Huwong ddn gidi:
Theo bdt Co-si ta co:
2 W2 2 1 2 1 1 )
a‘+b°+c +12—(a+b)+§(c+ﬂ Zz(a+b+c+ﬂ

a+b+c+3f

Vé(a+Q@H1Xc+QS( 3

1
a+b+c+1 (a+b+c+a

Do @6 P< ; datt=a+b+c+1=t>1.

1 27

Taco P<--
aCco t (t+2)3

, 1 27
Xét ham sé f(t)=E—(t+2)3,

t e (1;+). V& bang bién thién cua ham sé nay trén

, 1 1 . L :
(L+w0) ta co max f (t)= f(4)=§. Tur do P Sg va dau dang thuac xay ra khi
a=b=c=1.
Bai 8: Cho céc sb thuc duong &, D, C. Tim gia tri nhé nhat cua bidu thic sau:

2 3
a++Jab+3%abc  Ja+b+c

Huwong dén gidi:

P

Ap dung bat dang thirc Cosi ta co

a+\/£+\3/abc£a+%.a+24b+%.a+4g+16c:g(a+b+c).

Pang thic xay ra khi va chi khi a=4b =16c.
3 3

P> —
Suy ra 2@+b+c) Jat+b+c

Bﬂt=a+b+Qt>0.KMdémcdthi—ii
2t Jt
Xéthamséf(t):i—i vérit>0tacéf'(t)— 3 3

2t Jt Cotdt 2t




Trang 21/ 25

f'(t)=0<= ——i—0<:>t 1

2ttt 2t

(3- z)4 +64z*

Dodo: P> - Xét f(2)=(3-2)" +642* VOi z¢(0;3)

— f'(2)=4-642°-4(3-12)° =4(42 -3+ 2)[4°2° + 42(3- 2) + (3 2)°]
= f'(z2) =0 < 4z-3+z2=0 < 2226(0;3)

f(z2)_ . f(z) 32° 648
——=2>min = =
8 “oxs 8 5 125

Lap BBT. f(z) nhé nhat khi z:% — P>

Mit khac khi x=y=2.7-3 thi p= 5% Kétluan: GTNN caa P 1a 848
125 125

5

U'IlCD

Bai 9: Cho x, y, z la ba s6 thuc thudc doan [L4] va x>y,x>z. Tim gia tri nho

7 Lo X 7
nhat cua biéu thuc P = P A
2X+3y y+z 74X

Huwong ddn gidi:
Véi avab duong, ab>1, ta lubn cé L

(*)-
1+a 1+b 1+J_

That vy, (*) < (a+b+2)(1+/ab)>2(1+a)(1+b)

<:>(a+b)«/$+2\/£2a+b+2ab@(\/%—1)(\/5—\/5)2 >0, ludn ding véiavab

duong, ab>1.

Pang thire xay ra, khi va chi khi ab=1 hoac a=b.
Vi x va y thuoe doan [L4] va x>y (tuc x.%Zl), ta co

X 1 1 1 2
= + + > + ,
2X+3y 1.2 10X o4z Y gL X
y z X y
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< X

Dang thic xay ra khi va chi khi £=> hogc X =1.
y ¢ y
t? 2

X N .
pat t=|= thitel2]. Khido P> = = f(t).
o \fy <[%2] 1ao 2t2+3+1+t ()

Taco f(1)=¢ va f(2)- . Tasechira (0= 1(2).

Ap oA 34 t? 4 2 2
Thatvay, f(t)‘a{mus‘ﬁ]*(m‘g)

2- 2_27t+4
:( t)(35t t+ 8)20,\71:6[1;2] hay f(t)23—4,Vt€[1;2].
33(t+1)(2t* +3) 33

Ding thic xay ra khi t=2 (khi d6 §:4<:>X:4,y:1 ).
Suy ra Pz%.f)éng thac xay ra khi va chi khi x=4,y=1va z=2,

Vay, gia tri nho nhat cua P bang %

Qua nghién ciu trén ti thdy phuong phap don bién 1a phuong phap manh va
hiéu qua cho viéc chiing minh bat dang thirc. Phuong phép nay 1a phuong phap
hién dai, mac du c6 vé hoi xa la cho cac em hoc sinh, xong gido vién chi can day
cho c4c em nam duogc ¥ tuong cia phuong phap nay 1a khi giai cac bai toan bat
dang thic néu ta dua dugc vé truong hop cd hai bién bang nhau hoac 1a mot bién
c6 gid tri tai bién, thi s6 bién s& giam di. Do d6 bat dang thirc méi don gian hon
bat dang thire ban dau, dic biét néu bat dang thirc mai chi con mét bién thi bang
cach khao sat ham s6 mot bién s ta s& chizng minh bat dang thire kha don gian.
Chinh vi tu twong 12 giam dan sé bién nén phuong phap nay duoc goi 1a phuong
phap don bién. Néu cac em hoc sinh nim dugc ban chat cia phuong phap va van
dung kién thie di hoc trong chuong trinh pho théng thi cac em s& lam tot cac bai
toan bat dang thire trong cac ki thi dai hoc va thi Hoc sinh gioi.
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6. KET LUAN

Trén ddy, toi trinh bay mot 6 vi du &p dung ki ning van dung phwong phap
don bién d@é giai quyét bai toan Bat dang thie hay tim gia tri Ion nhat va nho nhat
ctia mot biéu thic. Nhin chung, day 13 mét dang toan hay nhung ciing tuong doi
kho khin trong viéc phat hién ra dau hiéu &p dung va giai d6i vai nhiéu hoc sinh.
Dé hoc sinh 1am tét cac bai todn dang nay gido vién can cho HS rén luyén nhiéu,
ddng thoi can phan tich ddu hiéu ap dung d6i véi mdi bai toan dé tap cho HS cach
nhin nhan, phan tich cac bai toan khac. Tuy nhién, do qu¥ thoi gian va kién thuc
con han ché nén dé tai trén co thé co khiém khuyét, t6i rat mong nhan duoc su
gop y cua dong nghiép dé toi co thé nhin nhan va hoan thién hon kién thuc cua

minh, nang cao chat luong giang day bo mon.

Véi nhitng vi du t6i dd dua ra trong dé tai SKKN chu yéu la cac dang bai
trong cac dé thi HSG lop 12. Véan dé con lai 1a ching ta ¢ kip nhan ra va van
dung toan dé giai quyét van dé d6 hay khong ma thoi. Bén lc nay téi muon khang
dinh mét diéu ring : toan hoc rat triru tuong va kho, vi vay Gido vién can ¢ gang
don gian hoa bai toan, cho hoc sinh nam viing cac dang toan gip Hoc sinh van
dung dé giai duoc két qua téi wu. Qua thuc nghiém su pham t6i thay rang hoc
sinh phé thong ciing da rat nhay bén trong van dung néu Gido vién dua ra cc
dang toan cu thé. Sau mét thoi gian ciing To nhém chuyén mén tng dung chuyén
dé nay vao giang day, doi tuyén HSG cua truong ludn 1a mot trong cac trudng co
s6 luwong hoc sinh doat giai cao nhat trong Cum. Bén canh d6, toi ciing khao sat

qua cac nam day doi tuyén 16p 12 toi ciing thu duoc két qua tét o 1an lam sau:

S6 hoc sinh tham gia thi HSG Doat gial
Nam hoc . . .
cap Thanh pho S§ luong Ty I8
2017 - 2018 3 1 33,33 %

2018 - 2019 3 2 66,66 %
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2019 - 2020 3 2 66,66 %

2019 - 2020 3 3 100 %

Mic du da rat cé gang trong qua trinh tim toi va nghién ctru, nhung do han
ché vé mat vé mat ning luc va thoi gian nén nhing trinh bay trong khéa luan
khdng tranh khai nhitng thiéu sét, viéc khai thac dé tai chiac chin chua hoan thién
triét dé.

7. KIEN NGHI VA DE XUAT :

Pé nghi cac cap lanh dao tao diéu kién gitp d& hoc sinh va gido vién co
nhiéu hon nira tai liéu séch tham khao d6i moi va phong thu vién dé nghién cau
hoc tap nang cao kién thirc chuyén mén nghiép vu. Nha trudng can to chic cac
boi trao d6i phuong phéap giang day. CO ti sach luu lai cac tai liéu chuyén dé boi
dudng 6n tap cia gido vién hang nam dé lam co s¢ nghién cau phat trién chuyén
de.

Trong nghién cau cua toi, khdng thé ndi la cach s dung phuong phap don
bién s& ngan gon hon hay 1a dé& hiéu hon. Song muc dich cua tdi 1a sir dung mot
phuong phap chung, phuwong phap don bién cho tat ca cac bai toan bat dang thirc
trong cac ki thi dai hoc ma chiing toi dé cap dén.

Dé tai nghién ctu s& gilp gido vién va hoc sinh c6 mét tai liéu tiép can véi
phuong phap don bién, mot phuong phap méi dé giai tét cac bai toan bat dang
thire. Do thoi gian va kha niang c6 han nén dé tai khong tranh khoi nhitng thiéu

s6t, rat mong cé nhiing y kién dong gop quy bau cua cac dong nghiép.

Xin chan thanh cam on!
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